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NORMLU LINEER UZAYLARDA ROUGH YAKINSAKLIK

. Ahmet OZBEK
Nevsehir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Ocak 2013

Tez Damsman: Yrd. Doc. Dr. Mehmet SENGONUL

OZET

Bu tez ¢alismasinin birinci boliimiinde yakinsakligin tarihsel gelisiminden bahsedilmistir.
Ikinci béliimiinde bir X normlu uzayinda yakinsaklik hakkinda temel tanim ve teoremler
verilmistir. Ugiincii boliimiinde normlu uzaylar iizerinde rough yakinsakliga dair temel ta-
nim ve teoremler hakkinda etraflica bilgilere yer verilmistir. dordiincii boliimiinde Rough
Cauchy dizi hakkinda bilgiler sunulmustur. Besinci ve son boliimiinde sonug ve onerilere

yer verilmisgtir.

Anahtar Kelimeler: Yakinsaklik, rough yakinsaklik, rough limit kiimesi, rough cauchy

dizisi.
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THE ROUGH CONVERGENCE ON NORMED LINEAR SPACES

Ahmet OZBEK
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ABSTRACT

In the first section of this thesis, the historical progress of convergence have discussed. In
the second section, the basic definitions and theorems about convergence of on X-normed
space have given. In the third section, the basic definitions and theorems about rough
convergence have introduced and studied detailed. In the fourth section, the information
about rough Cauchy sequences have present. In the fifth and last section, conclusions and

recommendations have given.

Keywords: Convergence, rough convergence, rough limit set, rough Cauchy sequence.
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SIMGE VE KISALTMALAR LISTESI

Dogal sayilar ctimlesi

Reel sayilar ciimlesi

n boyutlu Euclid uzay1

Norm fonksiyonu

Euclid norm

Maximum norm

normlu X uzay1

Genel terimi x; olan dizi

A kiimesinin i¢ noktalarinin kiimesi
A kiimesinin kapanisi

(x;) dizisinin r-limit kiimesi

X, merkezli r yar1 capli kapali yuvar
A kiimesinin ¢api1

o reel sayisinin tam kismi

A; kiimelerinin kesisimi

A; kiimelerinin birlesimi

(x;) dizisi xo’a yakinsak

(x;) dizisi xo’a r-yakinsak



BOLUM 1
GIRIS

Diziler iizerindeki yakinsaklik fikri oldukg¢a eski olmakla birlikte bir cok matematikcinin
ilgisini ¢ekmistir ve bu konu ile ugragmiglardir. Klasik yakinsaklik kavramai, 6l¢tim, kiime
ve benzeri araglar kullanilarak bir ¢ok farkli yakinsaklik kavraminin tanimlanmasina ze-
min hazirlamigtir. Toplanabilme teorisinde sonsuz matrisler kullanilarak cesitli matris me-
totlarina iligkin yakinsaklik kavramlar1 da tanimlanmistir. Bu metotlar genelde yakinsak
olmayan dizilerin belirli bir sinifim yakinsak yapmaya yoneliktir. Bir yakinsaklik me-
todu tanimlanirken bu metodun regiiler olmasi, yani limiti korumasi istenir. Regiilerlik
ozelligi, yakinsak dizilere matris doniisiimii uygulandiktan sonra elde edilen doniisiim di-
zisinin limitini korumasi nedeniyle biiyiik bir 6neme sahiptir. Bu alanda ilk goze carpan
Cauchy(1777 — 1855)’nin ¢aligmalaridir. Limitleme kavramini bu giinkii bilinen gekli ile
tanimlamasindan sonra siireklilik, tiirev ve siirekli fonksiyonlarin integralini de limit kav-

ramin kullanarak tanimlamastir.

Diziler iizerindeki diger yakinsaklik kavramlarindan en onemlilerinden biri de 1951°de
Fast ve Steinhaus tarafindan tanimlanan istatistiksek yakinsakliktir. Salat [15], Freedman
[8], Connor [6], Fridy [9] istatistiksel yakinsakligin gelismesinde 6nemli katkilart olmusg-

tur.

Ayrica, Kostyrko et al. klasik yakinsaklik ve istatistiksel yakinsakligin bir genellemesi

olan ideal yakinsaklik kavramini ortaya att1 [11].

Lorentz, "[raksak Seriler Teorisine bir Katki" adli, 1948’de yayinladig1 bir makalesinde
dizilerin hemen hemen yakinsaklig1 tarifini verdi. Aslinda matematik literatiirii tarandi-

ginda bir ¢ok yakinsaklik kavramu tarifi gortilecektir.



Bu caligmanin amaci, Phu'nun "Rough Convergence in Normed Linear Spaces" isimli
makalesinde ve Burgin’in "Neoclasical Analysis" isimli kitabinda bahsettigi rough yakin-
saklik kavramini ele almak ve bunu adi anlamdaki yakinsaklik kavramui ile kargilagtirmak-

tir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Bu boliimde bir metrik uzayda yakinsaklikla ilgili temel tanim ve teoremlere yer verile-

cektir. Once bir kiime iizerindeki en 6nemli yapilardan, lineer uzay tanimini verecegiz.

Tamm 2.1. X bos olmayan bir kiime ve I reel veya kompleks sayilarin bir cismi olsun.
+:XxX—X

ve

o FxX—X

fonksiyonlart her a,b € F ve x,y,z € X icin;

LI)x+y=y+x

L2) (x+y)+z=x+(y+2)

L3) x+0 = x olacak sekilde © € X vardr.

L4) Vx € X igin x+ (—x) = 0 olacak sekilde bir (—x) € X vardur.
L5)1lex=x

L6)ae(x+y)=aex+aey

L7) (a+b)ex=aex+aey

L8)ae(bex)=(aeb)ex

ozellikleri saglryorsa X kiimesine F cismi iizerinde lineer uzaydir denir [4)].

Tanmim 2.2. X bos olmayan bir kiime olsun d : X x X — R ile tanimli d fonksiyonu Vx,y,z €

X icin



MI1)d(x,y) =0&x=y
M2) d(x,y) = d(y,x) (simetri ozelligi)
M3) d(x,y) <d(x,2)+d(z,y) (iicgen esitsizligi)

sartlarmi saglryorsa d’ye X ’de bir metrik, (X ,d) ikilisine de bir metrik uzay denir [4].

Tanim 2.3. (X,d) mertik uzay, r > 0 olacak sekilde bir reel sayi ve xy € X ise,
D(xp;r) ={x € X :d(x,x0) <r}

ile tamimli D(xo; r) kiimesine xo merkezli r yaricapli acik yuvar,
D(xp;r) = {x€X :d(x,x0) <r}

ile tanumli D(xo;r) kiimesine xo merkezli r yarigapli kapali yuvar,
S(xo;r) ={x€X :d(x,xp) =r}

ile tamimli S(xo; r) kiimesine xo merkezli r yaricapl yuvar yiizeyi denir [4].

Tanmm 2.4. (X,d) bir mertik uzay, A C X ve xo € A olsun. Eger D(xo;r) C A olacak
sekilde pozitif bir r sayisi varsa xo’a A’min bir i¢ noktasi denir. A’nin i¢i ise, A’nin tiim i¢
noktalarimin olusturdugu kiimedir. Yaygin olarak kabul edilmis bir gosterimi yok ise de,
A° yada i¢(A) seklinde gosterilir. i¢c(A) actk olup, A’nin ihtiva ettigi en biiyiik acik kiimedir
[4].

Tamim 2.5. X bir metrik uzay A C X olsun. X’in (A’ya ait olabilen yada olamayan) bir
Xxo noktast ele alalim. Eger, xo’in her bir komsulugu, xo’dan farkli en az bir y € A noktasi
iceriyor ise, diger bir ifade ile (D(xo;r)\{x0}) NA # 0 oluyor ise xy noktasina A’min bir
yigilma noktast denir. A’nin noktalarryla, A’ min yigilma noktalarindan olusan kiimeye ise

A’min kapanisi denir. A ile gosterilir. A kiimesi, A’y1 iceren en kiiciik kapal kiimedir 7).

Tanim 2.6. X bir mertik uzay ve A C X olsun. Her x € X icin D(x;r) C A olacak sekilde bir
r pozitif sayist varsa A’ya X ’in agik kiimesi veya A, X 'de ac¢ik denir. X ’in B alt kiimesinin

X ’deki tiimleyeni yani B' = X\B, X 'de acik ise B’ye kapali kiime denir [4].



Tamum 2.7. Bir X metrik uzay: verilmis olsun. Eger X deki her dizi yakinsak bir altdi-
ziye sahip ise X uzayina kompaktir denir. X ’in bir M altkiimesi, X ’in bir altuzay: olarak
ele alindiginda kompakt oluyorsa (yani M’deki herbir dizi M’de yakinsak bir altdiziye

sahipse) M’ye kompakt denir [7].

Tanmm 2.8. (x,), (X,d) metrik uzayinda bir dizi olsun. Her € > 0 i¢cin n > ng oldugunda
d(xp,x0) < € olacak sekilde en az bir ng sayist varsa (x,,) dizisine X 'de yakinsaktir ve xo’a

da dizinin limiti denir. Kisaca

limx, =x9 veya x,—x9, (n— )
n—yo<

seklinde gosterilir [4)].

Tanm 2.9. (x,), X metrik uzaymnda bir dizi olsun. Verilmis bir € > 0 sayist icin m,n >

no € N oldugunda

d(Xm,xn) <€

olacak sekilde en az bir no = no(€) sayusi var ise (x,) dizisine X metrik uzayinda Cauchy
dizisi denir. X deki her (x,) Cauchy dizisi yakinsak ve yakinsadigi nokta x olsun. x € X

ise (X,d) metrik uzaymna tam metrik uzay denir [4].

Tanim 2.10. X kiimesi F cismi iizerinde lineer uzay olsun. || . ||: X — R fonksiyonu,
NI)|x||=06<x=06

N2) | oxe f|=fof || x|, (o € TF)

N3) [[x+y I<[[x ][+ [y ]

sartlari saglyorsa || . || fonksiyonuna X iizerinde bir norm denir. Normlu uzaylar ge-
nellikle (X, || . ||) seklinde gosterilir. Lineer uzay iizerinde bir norm tanimlanmis ise bu

uzaya normlu lineer uzay denir. X iizerindeki bir norm,
Vx,yeX igin d(x,y)=[x—y]

ile verilen bir d metrigi tamimlar ve bu metrik norm tarafindan iiretilen metrik olarak

adlandirilir 4.



Ornek 2.1. n-boyutlu reel uzay R" (Euclid uzayt) iizerinde tamimlanan

=1

1
n j
lxll1= (Z !%‘\2) = \/\x1|2+ 2] ® o A [
doniigiimii de bir normdur ve (R",|| . ||%) normlu bir uzaydir [4].
Ornek 2.2. R" Euclid uzay: iizerinde tanumlanan
|| x ||]o= max {|x;| : i € N}

doniisiimii de bir normdur ve (R, || . ||) normlu bir uzaydir [4].

Tanim 2.11. X normlu bir uzay ve (x,) de X de bir dizi olsun. Her n € N icin || x, || < K

olacak sekilde bir K > 0 sayist varsa (x,)’ye stmirlt dizi denir [4].

Tanmm 2.12. (X, || . ||) normlu uzay, r > 0 ve xp € X ise,
D(xp;r) ={x€X :||x—xo ||< r}
ile tanumly D(xo; r) kiimesine X normlu uzayinda agik yuvar,
D(xp;r) ={xeX:||x—x0 [|<r}
ile tanumli D(xo; r) kiimesine X normlu uzayinda kapalr yuvar,
Sxo;r)={xeX:|x—x0||=r}
ile tanumly S(xo;r) kiimesine X normlu uzayinda yuvar yiizeyi denir [4).
Tanmm 2.13. (X, || . ||) normlu uzay ve A C X olsun.
d(A) =sup{[| x—y[l:x,y €A} <o
ise A’ya X 'de sinirl kiime denir [4].
Tanim 2.14. Normlu bir X uzayinda (x,) dizisi verilmis olsun. Eger X uzayt,
Jim |, —x0 =0

olacak gekilde bir xo elemanu iceriyorsa, (x,) dizisi yakinsaktir denir. Bu durum x, — xo

olarak gosterilir ve xy’a (x,) dizisinin limiti adi verilir.



Tamimu bir baska ifade ile Ve > 0 icin Ing € N dyleki In > ng icin || x, —xo [|< € &

Xn — xq seklinde yazabiliriz [4].

Tanim 2.15. (x,), normlu X uzayinda bir dizisi olsun. Eger her € > 0 sayist icin, m,n > N
oldugunda,

| X —xn [ < &

olacak sekilde en az bir N dogal sayist varsa (x,) dizisine X normlu uzayinda Caucyh

dizisi denir | 7).

Teorem 2.1. Bir X normlu uzaywn sonlu boyutlu her Y alt uzayi tamdir. Ozel olarak,

sonlu boyutlu her normlu uzay tamdr [4].
Teorem 2.2. Normlu bir uzayin sonlu boyutlu her alt uzayt kapalidir [4).
Lemma 2.1. Bir metrik uzayin kompakt altkiimesi kapali ve sinirlidir (7).

Teorem 2.3. X sonlu boyutlu normlu bir uzay ve M C X olsun. X ’in kompakt olmasu igin

gerek ve yeter sart M’ini kapali ve stnirli olmasidir [7].

Teorem 2.4. Normlu bir X uzayinda kapali M = {x :|| x | < 1} birim yuvar: kompakt ise

X sonlu boyutludur 7).
Tanmim 2.16. X lineer uzay olsun. A C X ve keyfi x,y € A icin,
B={zeX:z=ox+(1—-a)y, 0<a<l1}CA
ise A kiimesine konveks denir [4].
Tamim 2.17. X lineer uzay olsun. Her x,y € X, x # yi¢cin || x ||= 1 ve || y ||= 1 iken
[ x+yll<2
ise X uzayma kesin konveks lineer uzay denir [10].

Tanmim 2.18. X bos olmayan bir kiime ve X ’in alt kiimelerinden olusan H ailesi verilmis
olsun. Eger H ailesinin elemanlarinin her sonlu kesimi bostan fakli ise, yani
n
VAL, Ag,..,An €H icin (A #£0
i=1

ise H ailesine sonlu kesisim ozelligini sagliyor denir [16].



BOLUM 3

NORMLU UZAYLARDA ROUGH YAKINSAKLIK

3.1. Giris
Bu boliimde rough yakinsaklik hakkinda temel bilgilere yer verilecektir.

Tanmm 3.1. (x;), (X,||.||) normlu lineer uzayinda bir dizi ve r negatif olmayan bir reel

sayt olsun. (x;) dizisine xo’ a rough yakinsak denir. Eger,

Ve>0 FieeN:i>ig=|xi—xol[<e+r ise. 3.1

Veya (3.1)’e denk olarak,
limsup || x; —xo || < r 3.2)

esitsizligini yazabiliriz. Eger (x;) dizisi bir xo noktasina rough yakinsak ise x; — xo (i —
) veya r — limx; = x biciminde gosterilir. r sayis1 (x;) dizisinin yakinsaklik derecesi-
dir. » = 0 icin klasik anlamda (yani norm) yakinsaklig1 elde ederiz. r > O olacak sekilde
bir reel say1 igin (x;) dizisi (3.1) sagliyorsa r-limit noktasi birden fazladir. Boylece (x;)

dizisinin r-limit kiimesini LIM"x; biciminde yazip asagidaki sekilde verebiliriz,
LIM'x; = {x0 € X : x; > x0}. 3.3)

LIM"x; # 0 ise (x;) dizisinin rough yakinsak oldugu, LIM"x; = 0 ise (x;) dizisinin rough

yakinsak olmadig1 agiktir [12].

Ornek 3.1. X = R olsun. (x;) dizisini asagidaki gibi tamumlayalim,

1, iciftise
Xi = , (i S N)
0 , i tekise



(x;) dizisi kldsik anlamda yakinsak degildir, fakat r = 0.5 icin x; 55 0.5 dir. Tanum 3.1 den

(x;) dizisinin r — limit kiimesini yazacak olursak,
|xi—xo ||=|xi—x0|<r+e = —-r—e<xi—xo<r+e¢ (3.4)
burada (x;) dizisinin, i tek veya cift iken aldigi degerler ile iki durum séz konusudur.
1.Durum; i cift ise (x;) = (1,1,...,1,...) olur. Boylece (3.4) den
—r—e<l—xyp<r+e
vazilabilir. Bu esitsizlik diizenlenirse
l—r—e<xp<l+r+e
elde edilir. Buradan da
x0 € [1—r147] 3.5)
ifadesine ulagsiriz.
2.Durum; i tek ise (x;) = (0,0,...,0,...) olur. Bu durumda yine (3.4)’den
—r—e<0—xp<r—+e

esitsizligine ve buradan

—r—e<xy<+r+e

ifadesine ulasiriz. Bu da
X0 € [—r,7] (3.6)

demektir. r < 0.5 icin (3.5) ve (3.6) dan ortak ¢éziim yaparak bir xo noktast bulamay:z.

Fakat r > 0.5 icin (3.5) ve (3.6) ’min ortak ¢éziimiinden
xo € [1 —rr]

bulunur. Dolayist ile

0 , r<0.5 ise,
LIM x; =

[1—rr] , r>0.5 ise
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elde edilir.

Ornek 3.2. Reel terimli ve genel terimi x; = (—1)' olan (x;) dizisinin kldsik anlamda

yakinsak olmadigim biliyoruz. Fakat (x;) dizisi rough yakinsaktir. r — limx; kiimesi,

0 , r<l1 ise,
LIM x; =

M—rr—1] , r>1 ise

ile verilir.

Ornek 3.3. Reel terimli ve genel terimi x; = (1 + %) olan (x;) dizisi hem kldsik anlamda

yakinsak hemde rough yakinsaknir. (x;) dizisi icin r — limit kiimesi,
LIM x; =1 —r,r+1]

seklindedir.

Sonug olarak yukaridaki 6rnekler dikkatlice incelendiginde X = R i¢in bir (x;) dizisinin

r — limit kiimesi olan LIM"x; bog degil ise
LIM"x; = [limsupx; — r,liminfx; + r|
dir [2].

X’in bir alt kiimesi olan § kiimesinin r — [imit noktalarimin kiimesini agagidaki gibi ta-

nimlaya biliriz,
LIMS x; = {x0 € S: x; = x0}. (3.7)

Acikca LIMX"x; = LIM"x; ve LIM®"x; = SN LIM'x; oldugunu sdyleye biliriz. Ornek

3.1°deki (x;) dizisini S kiimesi olarak alirsak LIM>"x; kiimesi,

0 , r<l 1ise
LIM©)7x; =

{xj:i>3} , r>1 |ise

oldugu goriliir [12].

Basitlik i¢in burdan sonraki boliimlerde X = R” kabul edecegiz.
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3.2. Rough Yakinsakhigm Temel Ozellikleri

Klasik yakinsakliktaki baz1 6zellikler rough yakinsaklik ile benzerlik gosterebilir. Fakat
farkli olduklari taraflar da vardir. Ornegin, klasik anlamda yakinsak dizinin limiti bir tek

reel say1 (tek nokta kiimesi) iken, rough yakinsaklikta ise bir kiimedir (r > 0).

Teorem 3.1. Bir (x;) dizisinin r — limit kiimesinin ¢apt 2r den biiyiik degildir. Genel ola-

rak en kiiciik sinirt yoktur [12].
Ispat. Ispat icin
cap(LIM"x;) = sup{|| y—z||: ¥,z € LIM"x;} < 2r (3.8)

oldugunu gostermemiz yeterlidir. Kabul edelim ki aksine ¢cap(LIM"x;) > 2r olsun.

d =|y—z||> 2r saglayan y,z € LIM"x; mevcuttur. Keyfi € € (0,d/2 —r) icin, (3.1) ve

(3.3)’ten anlasilacag gibi i¢ € N vardir oyleki,
i>ig icin ||xi—yll<r+e ve | xi—z|<r+edur.
Bu durumda,
ly—zl<llxi=yl +llxi—zll<2(r+¢&) <2r+2(d/2—r) =d

elde edilir ve bu d =|| y — z || olmasu ile ¢elisir. Bu nedenle (3.8) dogrudur.

En kiiciik iist simirimin olmadigint gostermek icin limx; = xo olacak sekilde yakinsak bir

(x;) dizisini goz oniine alalim. O zaman,
Br(xo) ={yeX:[ly—xo [I< 7},
kiimesi
Y€ By(x0) igin ||xi—y <] xi—x0 || + [ x0o—y </ xi—xo || +7,

(3.1) ve (3.3)’ten LIM"x; = B,(x0) oldugu goriiliir. cap(B,(xo)) = 2r oldugundan bu genel

olarak r — limit kiimesinin ¢apinin 2r iist sitnirinin azalmayacagini gosterir.
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Acikca limitin (adi yakinsaklikta) tekligi LIM"x; kiimesinin 6zel bir durumudur. Ciinkii

r =0ise cap(LIM"x;) = 2r = 0 dir. LIM"x; kiimesi ya bostur yada tek nokta kiimesidir.

Teorem 3.2. Reel sayilarin bir (x;) dizisi ssmrlidir& r > 0 olacak sekilde bir r € R vardir
dyleki LIM"x; # O dir. Her r > 0 icin suurl bir (x;) dizisi LIM(xij)’rx,-j # 0 ile bir (x;;) alt

dizisini her zaman icerir [12].

Ispat. Kabul edelim ki (x;) dizisi stnirli olsun s = sup{|| x; ||: i € N} < oo. Buradan LIM*x;,
(X, || - ||) uzaymn orjinini icerir bu da LIM"x; # 0 oldugu anlamina gelir. Diger yandan
eger r > 0 icin LIM"x; # 0 ise (x;) dizisinin sonlu sayidaki elemani r yart ¢capli agik

yuvarin disinda kalir. Bu (x;) 'nin yakinsak dolayust ile sinirl olmast demektir.

Sonlu boyutlu normlu uzayda sumrle (x;) dizisi, yakinsak bir (x;,) alt dizisini her zaman

icerir. (x;) dizisinin limit noktast xo olsun. LIM"x; = B,(xq) ve r > 0 i¢in

LIM(xif)’rxij = {xi; | x0 —x;; [|[< 7} = 0.
Teorem 3.2’de ikinci kisim (x;;) alt dizisinin r-limitinde bulunan noktalar ile ilgilidir. Si-
nirl S kiimesinde bulunan bir dizi S$’nin herhangi bir noktasinda (keyfi bir » > 0) rough

yakinsak bir alt diziye her zaman sahiptir. Burada S kiimesinin kapalilifina klasik yakin-

saklik i¢in ihtiyac yoktur.
Teorem 3.3. Reel sayilarin bir (x;) dizisinin alt dizisi (x}) ise LIM"x; C LIM"x} dir [12].

Ispat. (x;) dizisinin alt dizisi (x}) olsun. (x;) dizisinin r— limit kiimesi LIM"x; = [lim sup x; —

r,liminfx; + r| dir
liminfx; < liminfxg < lim supxé < limsupx;

oldugu agiktir. (x}) alt dizisini r — limit kiimesi LIM"x} = [limsupx; — r,liminfx} + r] ol-

dugundan
LIM"x; = [limsupx; — r,liminfx; + 7] C [limsupx; — r,liminfx} + r| = LIM"x, dir.

Ispat X = R icin bu sekilde yapilabilir.
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Teorem 3.4. (x;) reel sayilarin bir dizisi ve (x;) de (x;) nin alt dizisi olsun. O zaman
¢ap(LIM'x;) < ¢ap(LIM'x})

dir.

Ispat. Ispat bir dizinin rough limit tanumi ve bir kiimenin cap tammindan agiktir.

Ornek 3.4. Ornek 3.2°de verilen (x;) dizisini ele alirsak, x;, = (1,1,...,1,...) dizisi (x;)
dizisinin alt dizisidir. (x;) dizisinin r — limit kiimesi r > 1 icin LIM"x; = [1 — r,r — 1] idi,
(x) alt dizisinin r — limit kiimesi ise LIM"x, = [1 —r,r+ 1| dir. LIM"x; C LIM" X, oldugu

agtktir.

Teorem 3.5. Her r > 0 icin reel sayilarin keyfi (x;) dizisinin r — limit kiimesi LIM"x;

kapali kiimedir [12].

Ispat. (vj) dizisi LIM"x;’de keyfi bir dizi ve yakinsadigi nokta yo olsun. Her € > 0 igin
tamimdan je ve i vardur Oyleki, i > iz oldugunda || yje — yo [|< Svelxi—yj [[<r+5
2 2

olur. Sonug olarak i > i% ise
Il = yo Il = yje [ + 1 vjg —yo lI<r+edur

Bu da yo € LIM"x; anlamina gelir. Bu nedenle LIM"x; kapalidir.

Teorem 3.6.
(a) yo € LIM"x; ve y| € LIM" x; ise A € [0, 1] icin
yi = (1=N)yo+Ayy € LIMI=Protrny gip (3.9)

(b) LIM"x; konvekstir. Eger (X, || . ||) sonlu boyutlu kesin konveks uzay (yani kapali bi-
rim yuvart kesin konveks) ise LIM"x; kesin konvekstir. Yani yy,y, € LIM"x; ve yo # yi
oldugunda

VA€ (0,1) igin yy €ig¢(LIM x;)

dir [12].
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Ispat.

(a) Tamim 3.1°den Ve > 0 igin Jig vardir dyleki i > ig oldugunda || x; — yo ||< ro + € ve

| xi —y1 || < r1 + € esitsizlikleri saglanur.

X =yl < (T =) [[xi =yo [ +A | xi = y1 ]
<(1=A)(ro+¢€)+A(r1 +¢€)
= (1—=A)ro+Ar; +¢,
olur. Bu ise yy, € LIMU =20+ M demektir:

(b) Ozellikle r = ro = ry icin (a)’dan dolayr LIM"x; konvekstir. (X, || . ||) uzaymin ke-
sin konveks oldugunu kabul edelim, LIM"x; nin kesin konveks oldugunu kanitlamak icin,

Y0,y1 € LIM"x; ve yy # y1 oldugunda

1 )
Yos = E(yo +y1) € ig¢(LIM x;)

oldugunu gostermeliyiz. Ciinkii her yy icin, 0 <A <1, yo # y1 ve yo.5 = %(y() +y1) sagla-

yan yo,y1 € LIM"x; vardir.

(x;i) dizisinin yigilma noktalarimin kiimesi C olsun. C kapalidir. Ayrica X normlu uzayt

sonlu boyutlu ve (x;) dizisi stmirli oldugundan (LIM"x; # 0), C bostan farkli ve simirlidr.

| €¢—yos5 ||=max || ¢ —yos || saglayan ¢ € C vardir. yo,y1 € LIM"x;’den anlagilir ki,
[e=yoll<r ve [[e=y<r.

X uzayi kesin konveks oldugundan,

I c=yos [[=]10.5(c—y0) +0.5(c —y1) [|[< max{|| c=yo [, [[c=y1 [} <
esitsizligi yazilabilir. 6 = r— || ¢ — yo.5 ||> 0 olsun. Simdi her ¢ € C ve her y € Bs(yo5)
icin,

le=ylI<lle=yos [l +Iyos =y < é=yos [ +o =7

buradan'y € LIM"x; dir. Bu da y 5’in LIM"x; nin i¢ noktasi oldugu anlamina gelir. LIM" x;

kesin konvekstir.
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3.3. Rough Yakinsakhign Diger Yakinsakliklarla Tliskisi

Teorem 3.7. r| > 0 ve rp > 0 reel sayilart verilsin. X normlu uzayinda bir (x;) dizisi xy’a

(r1 + rp)-yakinsaktir < X normlu uzayinda bir (y;) dizisi vardir dyleki,

r

yi—xo ve |lxi—yil[<r, (i€eN) (3.10)
dir [12].
ispat. Kabul edelim ki (3.10) saglansin. O zaman her € > 0 icin 3 ig vardir oyleki,
> igcin  ||yi—xo||[<ri+e
esitsizligi saglanir. || x; —y;i || < r2 oldugundan
i>ig ise || xi—xo||<||xi—yill+|yi—x0|[<ri+ra+e
yazabiliriz. Bu ise (x;) dizisinin xo’a (r1 + r2)-yakinsak olmast demektir.

Tersine kabul edelimki (x;) dizisi xo’a (r| + ry)-yakinsak olsun. Bir (y;) dizisini

X0 s Nl xi—xo[|[<rp ise
Yi=

X0—X;
X,‘—I—}”QH 0

To—x] | xi—x0||>r ise

olacak sekilde tanimlayalim. Dolay:st ile

0 s lxi—x0||< 1 ise
i || = |
|xi—x0 || —r2 , |[xi—x0|>r2 ise

ve

ieN dcin ||xi—yi|<r

olur. (3.2)’den, xy € LIM"""2x; oldugunda
limsup || x; —xo ||[< r1 412

esitsizligi saglanacagindan

limsup || y; —xo ||< 11

esitsizligide gecerlidir. Bu ise y; L xo anlamina gelir.
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r1 =0 ve r, = r > 0 i¢in yukaridaki sonug bize, (x;) dizisi xo’a r-yakinsaktir ancak ve

ancak bir (y;) dizisi vardir yleki
yimrxo ve |xi—yi[<rn (ieN)
0zel durumunu verir.

Buradan sunlar yazilabilir: Eger (x;) dizisi xo’a r-yakinsak ise bu taktirde (x;)’ye yakin
(veya (x;)’nin elemanlar1 alinarak olusturulan) bir (y;) dizisi vardir ve bu (y;) dizisi klasik

anlamda xo’a yakinsaktir.

Teorem 3.8. (x;) dizisi, (R", || . ||) de bir dizi ve xo’a yakinsak olsun. x = (x',x%,...,x") €

R" icin, [|x]] = ([|x"|], [|<%]], ., [|x"]]) seklinde tanimlansin,

(@) || - |l maximum norm ise,

xo € LIM"[|x;]]  ve LIM®3[|x;|] # 0 dir.

(b) || . ||% Euclidean norm ise,
x0 € LIMV"|xi|]  ve LIM®V"[|xi|] # 0 dir.

Burada [|a

|, o reel sayisimin tam kismidur [12].

Ispat. Viinc Nve j € {1,2,3,...,n} icin 0 < xlj — Hxl]]] < 1 oldugundan,

xi— [l] || < o |l - |l maximum norm ise
i — [ Xi
vn o, ||% Euclidean norm ise,

esitsizligi yazilabilir. Dolasiyla, Teorem 3.7’ den goriiliir ki

1, . |le maximum norm
r= ise xo € LIM x; dir.

N ||% Euclidean norm,

Kabul edelim ki Xy = [|xo|] — (0.5,0.5,...,0.5) olsun. (x;) — xo (i — o°) oldugundan, bir

ie dogal sayisi vardir oyleki

i >y kaldiginda, je{1,2,...,n} igin [|x(])|] -1 <xlj < [|x{)|] +1
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ve sz]H € {[|x(])|] -1, [|x(j)|]} dir. Dolayist ile
i>ig, je{1,2,...,n} icin |[x/]]—5’|=0.5
olup buradan
i>ip igin | [lxil] =% «=0.5 ve | [lxill =% [ly=0.5Vn

elde edilir. Bunun anlami Tanmim 3.1’den, norm maximum norm ise r = 0.5 icin Xy €

LIM[|x;

|, norm Euclidean norm ise r = 0.5v/n i¢in Xo € LIM"||x;|] dir.

Bu teoremdeki biitiin » parametreleri uygun degerler olarak secilmistir. Bunu daha iyi

gormek i¢in agsagidaki 6rnegi verelim.
Ornek 3.5. R"'de bir dizi xi1 :xi2 =..=x]= _(71.1)1‘ seklinde tanimlansin. x; = (xil,xiz, X
iken xo = (0,0, ...,0)’a yakinsar ve

0,0,...,0) , iciftise

[|xil} =
—(1,1,...,1) , itekise,

seklindedir.
1, |l |le maximum norm ise
| —(1,1,...,1) = (0,0,...,0) | =
N H% Euclidean norm ise,
oldugundan,
L, |- |le maximum norm
r< ise  xo ¢ LIM"[|x|],
N H% Euclidean norm,
ve
05 , | .|« maximum norm
r< ise LIM'[|x;]] =0
0.5vn , |- ||% Euclidean norm,

oldugunu gormek kolaydir [12].

Teorem 3.1°de, eger (x;) dizisi xo’a yakinsak ise LIM"x; = B,(xo) olduunu gostermistik.

Asagidaki teorem bu durumu ¢ift gerektirme olarak verir.

Teorem 3.9. (x;) C R" bir dizi olsun. (x;) dizisi xo’a yakinsaktir < LIM"x; = B, (xq) dir

[12].
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Ispat. Teorem 3.1°de LIM"x; = B,(xo) esitlik durumu gisterilmisti. Teoremin ispatt icin
LIM"x; = B,(xq) iken (x;) — xo (i — ) oldugunu géstermek yeterlidir. (x;) dizisinin

xo 'dan farkl x;, yigilma noktast oldugunu kabul edelim. Bu durumda,
Xo=x0+ : (x0 — x())
0=XT 7. 7 \A0—
0 —xg °

noktasi

r

7 (%0 — x0)
%0 —xp |

150 —xo | = ||x0—xp+

'1+ il ‘ | x0 — x5 ||
p— —_— . O— .
| x—xp || ’
=r+ | x0o—xp||> 7

esitsizligini saglar ve x{, yigilma noktast oldugundan, bu egitsizligin anlami Tanim 3.1°den
%o & LIM"x; demektir. Bu da || Xy —xo ||= r olmasi ve LIM"x; = B,(xo) olmast ile gelisir. Bu
durum xo’t yalnizca sonlu boyutlu normlu uzayda simirli bir (x;) dizisinin yigilma noktast

yapar. Sonug olarak (x;), xo’a yakinsaktr.

(x;) = x0(i — o0) ise || y1 — y2 ||= 2r’yi saglayan yj,y» € LIM"x; noktalarinin mevcut ol-
dugu hemen goriiliir. Genel olarak bu iki noktanin varligi (x;) dizisini yakinsak oldugunu

gostermez bu duruma bir 6rnek verelim.

Ornek 3.6. (x;), R?’de bir dizi olsun ve x; = (§;,0), & = (—1)' seklinde tamimlansin.
| - |l igin,

LIM'x; = {(0,n) €R?: |n| < 1}

dir. Agik¢a yy,y2 € LIM'x; icin || y1 — v ||= 2 saglayan y; = (0,1) ve y, = (0, —1) nok-
talardir. Fakat (x;) dizisi hicbir yerde yakinsak degildir [12)].

Fakat bu durum kesin konveks uzayda tamamen degisir.

Teorem 3.10. (x;) sonlu boyutlu kesin konveks uzayda bir dizi olsun. Eger || y1 —y> ||=2r

esitligini saglayan yy,y,» € LIM"x; var ise (x;) dizisi %(y1 +y2) ’ve yakinsar [12].
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Ispat. (x;) dizisinin keyfi yigilma noktast y3 olsun. yy,y» € LIM"x; oldugunda

[vi=»m|[<r ve |y2—y3|<r

dir. Diger yandan,
2r=[[yi=y2 [[llyi=y3 [+ [y2—y3 |

esitsizligi gecerlidir. Boylece

[yi—=y3l|=lly2—y3ll=r

dir.

1 1

S0y = (053 H0a ) ve [ 30a-y) =7

oldugundan, normlu uzaymn kesin konveksligi goz oniine alindiginda

1

E()’Z_}’l) =y3—Yy1=Y2—)3

esitligi yazilabilir. Buradan y3 = %(yl +y2) elde edilir. Bunun anlami %(y1 +y2), yalnizca
sonlu boyutlu normlu uzayda swurly bir (x;) dizisinin yigilma noktasidir (bkz. Teorem 3.2).

Sonug olarak (x;) dizisi %(yl +y2) ’ye yakinsak olmak zorundadur.

Onceki iki teoremde yakinsak bir dizi ve onun r-limit kiimeleri arasindaki iliski incelendi.

Asagida bu iligki yi§1lma noktalar1 bakimindan ele alinmustir.
Teorem 3.11.
(a) Bir (x;) dizisinin yigilma noktast c ise
LIM"x; C B.(c) dir. 3.11)
(b) (x;) C R" dizisinin yigilma noktalarimn kiimesi C olsun. Bu taktirde
LIM'x; = (| B/(c) = {x0 € R": C C B,(x0)} (3.12)

ceC

dir [12].
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Ispat.

(a) Kabul edelim ki c, (x;) dizisinin keyfi yigilma noktast olsun. O zaman

Vxo € LIM'x; icin  ||xo—c||<r (3.13)

olacak sekilde r > 0 sayust vardir. Eger béyle olmasaydi ¢, (x;)’nin yigilma noktast oldu-
gundan

e = (I[ xo _2C =) olmak iizere || xo —x; [|> r +¢,

esitsizligini saglayan sonsuz x; bulunacaktir. Bu da (3.1) ile celisir. Yani (3.11) dogrudur.

(b) Bir onceki ispat bize su sonucu verir:

LIM'x; C () B/(c). (3.14)
ceC
Egery € NeecBr(c) ve her c € Cigin || y—c ||< rise, bu C C B,(y) kapsamasina denkiir.

Yani

() Br(c) € {xo € R": C C B,(xo)} dir. (3.15)
ceC
Egery & LIM"x; ise Tanum 3.1°den, € > 0 var dyleki || x; —y || > r+€ egitsizligini saglayan
sonsuz tane x; vardir. || y — c ||> r+ € ile (x;) dizisinin bir ¢ yigilma noktast vardir. Yani
CEZ B (y)vey¢ {xo €R":C C B,(x0)} dir. Boylece y € LIM"x; ve y € {xo € R" : C C

B, (x0)} oldugu anlagilir.

{xo €R":CC B,(x0)} C LIM'x; (3.16)

(3.14), (3.15) ve (3.16) ifadelerinden (3.12) ’nin dogru oldugu ispatlanmug olur.

Ornek 3.6’y1 bu teorem igin tekrar verecek olursak x; = ((—1)’,0) € R? dizisi sadece iki
tane y1gi1lma noktasina sahiptir ve bunlar (—1,0) ve (1,0) dir. (3.12) ifadesinden gorebi-

liriz ki LIM"x; = B,(—1,0) N B,(1,0) dir.
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2.3.1 Kiime Degerli Analizde Kiime Yakinsakhig ile Rough Yakinsaklik Arasindaki
Tliski

Eger X metrik uzayimin alt kiimelerinin dizisi (K;);cn ise,

limsupK; = {x € X : liminfd(x,K;) = 0},

i—yoc =<
liminfK; = {x € X : limd(x,K;) =0}
1—ro< 1—oc

ifadeleri (K;) dizisinin iisten ve alttan limitleri olarak adlandirilir [1].
Bu tanimlamadan limsup{x;}, (x;) dizisinin y1gi1lma noktalarinin kiimesidir. (3.13)’den
Vxo € LIMx; igin limsup{x;} C B,(xo)

ve (3.12)’den
LIMxi= ()  Bic)

c€limsup{x;}

oldugu goriiliir.

Teorem 3.12.

LIerl' = liminfB,(xi)

esitligi gecerlidir [12].

Ispat. y € LIM"x; olsun. Bir (y;) dizisini asagidaki gibi tanumlayalum,

y xi‘l'm(y_xi) s ly—=xil|>r  ise,
l':
y ) diger.
r r
st =) - = |1 -
oy l |y —xi || l
=|lly—xi | —rl
oldugundan
ly=xill—r , |ly—xi|[>r ise,
[yi—=yll =
0 , diger

yazabiliriz. Boylece y € LIM"x; oldugunda i — oo iken y; — y dir. Fakat || x; —y; [|[<r,
yani y; € Br(x;) dir. Sonug olarak lim; s« d(y,B,(x;)) = 0 dir. Bu ifade alt ve iist limit

tamimindan y € liminf B, (x;) oldugunu gosterir.
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Egery € liminf B, (x;) ise, y; € B,(x;) ve y; — y saglayan (y;) dizisi vardur. Yani || x; —y; || <

r dir. Boylece Teorem 3.7 den y € LIM"x; dir.

3.4. Roughness Derecesine Bagimhilik

Onceki boliimlerde r — limit kiimesinin sabit r derecesi igin sahip oldugu 6zellikleri in-
celedik. Simdi r — limit kiimesinde sabit (x;) dizisinin degisken r parametresine olan ba-

gimliligin inceleyecegiz.
r — limit tanimindan (Tanim 3.1),
rn<ry ise LIMx; C LIM™x; (3.17)
monotonlugunu yazabiliriz [12].
Teorem 3.13. » > 0 ve 6 > 0 olsun.
(a) LIM"x;+Bs(0) C LIM™Cx;.
(b) Bs(y) CLIM'x; ise ye€ LIM ™ °x;dir[12].
ispat. r>0ve o >0 icin,

(a) y € LIM"x; ve 7 € Bs(0) olsun. Tamum 3.1’den, her € > 0 icin i vardir éyleki i > ig

iken || xi—y||< r+eve | z||< 6 dir. Buradan,
i>ig ise ||xi—y—z|<r+o+e

esitsizligi yazilabilir. Boylece y+z € LIM"x; elde edilir.

(b) (x;) dizisinin keyfi bir yigilma noktasi ¢ olsun. Eger || y— ¢ ||> r — © ise bunu saglayan

+—2 _(y—c)
XxXp = —F(y—c
TN =Y

seklinde bir xo noktasi vardir. Buradan

|xo—cl|l=0+||y—cl|[>0+(r—0)=r
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ifadesi yazilabilir. (3.11)’den xo ¢ LIM"x; dir ve bu durum || xo —y || ve Bs(y) C LIM'x;
ile celisir. Boylece her ¢ € C yigilma noktalart icin || y — ¢ ||< r — 6 dir. Sonug olarak
(3.12) den

y € ) Br—o(c) = LIM" °x; dir.
ceC

Genel anlamda LIM"x; + B5(0) # LIM"x; olabilir. Ornek olarak (x;) dizisi 2-boyutlu
Euclid uzayinda, x; = (0,(—1)’) (i = 1,2,...) seklinde olsun.

LIM®3x;4 By 5(0) =0+ By 5(0) = 0 # {(0,0)} = LIMx; dir.
Burada esitligin saglanmamas1 LIM®-x;"nin bos kiime olmasindan kaynaklanmaz. Ciinkii
LIM'x; + B (0) = {(0,0)} + B (0) = B,(0)
dir. Buradan her i icin || (v/3,0) — x; ||%:|| (V/3,F1) H%: 2 bulunur ve

(v/3,0) € LIM*x;\B1(0) dir.

Yani LIM'x; + By # LIM?x; elde edilir.

F=inf{r € R" : LIM"x; # 0} (3.18)
olsun.
(3.17) ile verilen monotonluktan
r<v ise LIM'x;=0, rF<r ise LIM x;#0 (3.19)

yazilabilir. Bundan bagka Teorem 3.13’den her r > 7 ve ¢ € (0,r — F) i¢in LIM"x; daima

o yarigapl bir yuvar icerir. Bunun da anlam
r>7 icin i¢(LIM"x;) # 0 (3.20)
olmasidir. Bu nedenle r < 7 oldugunda
i¢(LIM"™x;) =0 ve 1 €[0,r) igin ig(LIM x;)=0 (3.21)

olmasidir.
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Asagida verilen teoremlerde 7 nin sahip oldugu bazi 6zellikler incelenecektir.

Teorem 3.14.

(a) r =¥ dir gerek yeter kosul

LIM"x; 20 ve ic(LIM x;) =0 dir. (3.22)
(D) (X, || . ||) sonlu boyutlu kesin konveks uzay ise o zaman r = 7 < LIM"x; tek nokta
kiimesidir [12].
ispat.

(a) Kabul edelim ki r = 7 olsun. (3.22) 'min dogru oldugunu gosterelim. LIM"x; = (s~ LIM" X;
oldugu goz oniinde tutulursa, ¥’ > Ficin (3.19) dan LIM" 'x; kiimesi bostan farklidir ve Te-
orem 3.5 den kapalidir. (3.17)’den

N LM xi= () LIM x

r'>Fr F<r' <r+1

yazabiliriz. ¥’ € (F,F+ 1] ile LIM’lxi kapali altkiimelerin bostan farkly ailesidir. LIM™'x;
kompakt kiimesi sonlu kesisim ozelligine sahiptir (Tanim 2.18). Boylece kesim kiimesi

bostan farklidir. Buradan LIM" x; # 0 elde edilir.

Eger i¢c(LIM"x;) # 0 olursa 6 > 0 ve Bg(y) ile bir agik yuvar icerir ve Teorem 3.13den
LIM"™° # 0 elde edilir. Bu da r > F olmast anlamina gelir. Oysa bizim kabulumiiz r = 7

idi. Bu durumunda r = ¥ ise i¢(LIM"x;) = 0 dir.

Simdi (3.22) saglansin. r = 7 oldugunu gosterelim. LIM"x; # 0 oldugundan, r > F elde
edilir. Diger yandan Teorem 3.14 den i¢(LIM"x;) = 0 olmasi bize r < F verir. Sonug olarak

r =r elde edilir.

(b) Eger LIM"x; tek nokta kiimesi ise (3.22) saglanmir (a)’dan dolayr r = F dir. Simdi r =7
ve X uzayt kesin konveks uzay olsun. Buradan (3.22) saglanir ve LIM"x; kiimesi de kesin
konvekstir (Teorem 3.6’dan). Boylece LIM"x; # 0 ve i¢(LIM"x;) = 0 dir. Bu da LIM"x;

kiimesinin tek nokta kiimesi olmasi anlanina gelir.
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Ornek 3.7. (x;) = ((—1)%,0) € R? dizisi verilmis olsun. Euclid ve maximum norm i¢in
(0,0) € LIM'x; #0 ve i¢(LIM'x;)) =0
minimum yakinsaklik derecesi ¥ = 1 dir [12].

Teorem 3.15.

cl< U LIM"x,-> C LIM'x; = () LIM" x;.

o<r'<r r'>r

Eger r # 7 ise o zaman Ur§r1<rLIMr/xl~ = LIM"x; dir [12].
Ispat. (3.17) ’de verilen monotonluktan ve r-limit kiimesinin kapaliligindan

cl< U LIM"x,-> CLIM"x; C () LIM" x;

o<r'<r r'>r

dir. Simdi keyfi bir y € X \ LIM"x; ele alalim. Tanim 3.1’den € > 0 ve Vk € N icin i > k

olacak sekilde bir k € N var oyleki

[ xi—yl|=r+e.
Buradan ¥’ <r+¢eve€ =r+e—r icin

[xi=y =71 +¢

dir. Budurum v’ <r+eiciny ¢ LIM" x; oldugunu gosterir. Biylece y ¢ ﬂ,/>,LIM’,xi dir.

Buradan LIM"x; = ﬂ,/>,LIM’/x,~ dir. r < ¥ icin agik olarak

cl( U LIMr’xi) = LIM"x; =0
0<r'<r

dir.

Simdi r =r) > Fve rg = (F+r1)/2 olsun. ro > F oldugundan yy € LM"x; # 0 olacak

sekilde bir yq secebiliriz. Keyfi bir y1 € LIM" x; ele alalim. Teorem 3.6’den
Ae[0,1] igin yy = (1—A)yo+Ays € LIMI Mot ny gy,
Sonug olarak A € [0,1) icin y) € Uogr/<,LIMr/x,~ bulunur.

A=1 iken |[yr=yill=1=A)[[yo=y1[—=0
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olacagindan

€l ( U LIMr/x,)
o<r'<r
vazabiliriz. Boylece
cl( U LIM"xi) = LIMx;
o<r'<r
bulunur.



BOLUM 4

ROUGH CAUCHY DIZILERI

Tam normlu uzayda her yakinsak dizinin Cauchy sartimt sagladigini biliyoruz. Tersine
Banach uzayinda her Cauchy dizisi yakinsaktir. Rough yakinsak diziler ve rough Cauchy
dizileri arasindaki iligkiyi kisaca tarif etmek miimkiin degildir. Bu boliimde rough yakin-
saklik derecesi r ile rough Cauchy derecesi p olan rough Cauchy dizileri arasindaki iligki

hakkinda bilgi verilecektir.

Tanmm 4.1. (x;), X normlu uzayinda bir dizi ve p > 0 olsun. Ve > 0 icin Jig var dyleki
i,j > ig iken

[ xi—xjll<e+p
ise (x;) dizisine p-roughness derecesi ile rough Cauchy dizisi denir. Ya da kisa olarak
p — Cauchy dizisi denir. p ise (x;) 'nin Cauchy derecesidir [12].

Teorem 4.1.

a) Monotonluk: p' > p olsun. p, (x;) dizisinin Cauchy derecesi ise p' de Cauchy derecesi-

dir.
b) Sturhilik: (x;) dizisi stmrlidir < her p > 0 igin (x;) dizisi p-Cauchy dizisidir [13].

Teorem 4.2. (x;) dizisi r-yakinsak olsun, yani LIM"x; # 0. Her p > 2r icin (x;) bir p-

Cauchy dizisidir. Boylece bir Cauchy derecesinin sinirt genel olarak azalan degildir [13].

Ispat. Keyfi bir xo € LIM"x; alalim. Tamim 3.1den her € > 0 icin iy € N vardir éyleki

i,j > ig oldugunda || x; —xo ||[< r+€/2 ve || xj —xo ||< r+€/2 dir. Buradan
[ xi = [[<[[ xi = xo || 4[| xj = x0 [[< 2r +¢

esitsizligini elde ederiz. Boylece (x;) dizisi p = 2r ile bir p-Cauchy dizisidir ve 2r sinirt
genel olarak azalan degildir. Gergekten || z ||=r (z € R) ve x; = (—1)'z olsun. (x;) dizisi

0 € LIM"x;’ye r-yakinsaktir ve p = 2r minimum Cauchy derecesidir.
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(x;) dizisinin Cauchy derecesi p > 0 oldugunda, (x;) dizisinin yakinsaklik derecesi p/2

esit olabilir mi?, yani LIM!' P/2y; = ( olabilir mi? Her zaman esit degildir.

Sonlu boyutlu normlu uzayda sinirlt (x;) dizisinin y1gilma noktalarimin kiimesi C bostan
farkli ve sinirhdir. Boylece C kiimesini ¢capt D(C) ve onu ¢evreleyen en kiigiik yuvarin

yart ¢ap1 R(C) sonludur. (R”, || . ||) normlu uzayinda bu ¢ap ve yari ¢cap

D(C) = sup [[x—y|, R(C)= inf sup || x—y||, @.1)
x,yeC xeR” yeC

seklinde tanimlanir [14].

Teorem 4.3. (x;) dizisinin yigilma noktalarimin kiimesi C olsun. (x;) dizisinin minimum

Caucyh derecesi D(C) ve minimum yakinsaklik derecesi R(C), F’ye egittir. Bu ifade
D(C)=min{p € R" : (x;) p—Cauchy dizisi} 4.2)
ve
F<R(C) ise LIM'x;j=0, F>R(C) ise LIMx;#0 4.3)
anlamina gelir [12].
ispat.

(a) Eger e = (D(C) —p)/3 i¢cin 0 < p < D(C) ise ¢ ve ¢ gibi iki yigilma noktast vardir

dyleki || c1 — ¢y ||> p + 2€ dir. Her k € N igin iy,iy > k oldugunda
|xii—c1]|<€/2 ve |xn—c2ll<g/2
dir. Buradan

| xit —xi2 || || cr—ca || = || (it —c1) = (xi2 —¢2) ||
> er—co || = (| xit —cr || + [ x2 —c2 ||
>p+2e—(e/24+¢€/2)

bulunur. Boylece Tanim 4.1 den (x;) dizisi eger 0 < p < D(C) ise p-Cauchy dizisi degildir.
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Simdi p > D(C) ve keyfi € > 0 olsun. C + Bg > (0) disinda yalmiz sonlu x; vardur, diger yan-
dan C+ B, (0) disinda yigilma noktasida vardur ¢iinkii ele aldigumiz uzay sonlu boyutlu
ve C+ Bg>(0) agiktir. Boylece en az bir ig vardir dyleki x; € C + Bg»(0) saglar. Bunun
anlamy eder iy > ig ve iy > i ise c1,cp € Cigin || xj1 — ¢1 || < €/2 ve || xip — ¢z || < €/2 dir.
Béylece || c; —c2 ||[< D(C) < p olur,
[ xit —xi2 | <lfer —ea | + [ xit —cr || + | xiz —c2 |

<p+e/2+¢/2

=p+e.
Boylece (x;) dizisi eger p > D(C) ise bir p-Cauchy dizisidir.
(b) Eger r < R(C) ise (4.1)’den her z € R" icin'y € C vardir dyleki || z—y ||> r ve Teorem

3.11°den z ¢ LIM"x; yani LIM"x; = 0.

Eger r > R(C) ise (4.1)’den xo € R" vardir dyleki her y € C igin || xo—y ||[<r, x9 €

3,(y) olur. Boylece Teorem 3.11’den Xi olur.
vec B lur. Boylece Te 3.11’den LIM" 0 ol

Eger R(C) = F ise Teorem 3.14°den r = 7 = R(C) i¢cin LIM"x; # 0 olur. Boylece ispat

tamamlannus olur.

Asagidaki iki teoremi ispatsiz olarak verelim.

Teorem 4.4. S kiimesi (R", || . ||) Euclid uzaywn suirlt kapali alt kiimesi olsun. S kiime-

sinin ¢apt D(S) ile S kiimesini ¢evreleyen en kiiciik yuvarin yart capt R(S) arasinda

esitsizligi vardir [12].

Teorem 4.5. S kiimesi (R",|| . ||) normlu uzayimin sinurli kapaly alt kiimesi olsun. S kiime-

sinin ¢capt D(S) ile S kiimesini cevreleyen en kiiciik yuvarin yart capt R(S) arasinda

R(S) <

esitsizligi vardir [12].
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Teorem 4.6. (x;) dizisi (R, || . ||) normlu uzaymnda p > 0 igin p-Cauchy dizisi olsun. (x;)
dizisi r > J15p icin rough yakinsaknr. Ozellikle || . || 1 Euclid norm olur ise (x;) dizisi

r > /2P igin rough yakinsaktir [12].

Ispat. (x;) dizisi p-Cauchy dizisi oldugundan Teorem 4.2°den C, (x;) dizisinin yigilma

noktalarimin kiimesi olmak iizere p > D(C) dir. Biylece Teorem 4.5 den

rZ#p iken r>—_ D(C) > R(C)

“n+1

elde edilir. Sonug olarak Teorem 4.2°den r > 25 p ise LIM"x; # 0 dur.

Il 1 Euclid norm oldugunda Teorem 4.5 yerine Teorem 4.4’ii uygulayarak benzer sonug

bulunur.



BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

Bu calismada rough yakinsak dizi ve rough limit tanim1 yapilmistir ve ilgili 6rnekler ¢6-
zlilmiistiir. Daha sonra rough limit kiimelerinin kapalilik, konvekslik,sinirlilik 6zellikleri

incelenmigtir. Son olarak rough Cauchy dizilerden bahsedilmistir.

Sonug olarak klasik anlamda yakinsak olmayan bir dizi rough yakinsak olabilir. Bu sonu¢

bize matematikte insa edilen yapilarin sabit olmay1p degisiklige acik oldugunu gosterir.

Ayrica; Fuzzy yakinsak diziler ile rough yakinsak diziler arasindaki iligki, rough yakinsak
dizilerin uzayi ile fuzzy yakinsak dizilerin uzaylari topolojik ve cebiesel anlamda karsilas-

tirllarak yeni teoremler verilebilecegi oneri olarak tezimize konulacak temel onerilerdir.
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