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OZET

Bu caligmada asimptotik yaklasim metotlar1 incelenmistir. Asimptotik metotlarin,
akiskanlar ile ilgili denklemlerin, 6zellikle de lineer olmayan, ¢6ziimii zor Navier-
Stokes denklemlerinin ¢6ziim calismalar1 sirasinda ortaya c¢iktigini sdylemek yanlis
olmayacaktir. Bunun disinda gok mekanigi, kuantum mekanigi, Newton mekanigi ve
optik basta olmak tizere hemen hemen tiim fizik dallarinda ve ayrica kimya, biyoloji
gibi diger bilim dallarinda karsilagilan problemlerin matematiksel modellemelerinde
asimptotik yaklasimlar yardimiyla yliksek hassaslikta ¢oziimler elde edilebilmektedir.
Bu tezde asimptotik yaklagimlar baslangi¢ seviyesinden itibaren ele alinmis, ¢ok sayida
ornege yer verilmis, farkli durumlar i¢in ortaya cikan farkli ¢6zlim yontemleri
incelenmistir. Bu yontemler: Eslestirilmis agilimlar Metodu (MMAE), Ara Eslestirme
Metodu (Intermediate Matching), SCEM ve WKB Metodu’ dur. Ayrica problemler
sadece matematiksel agidan ele alinmamis, ayni zamanda fiziksel temellerine de konu

ve tez kapsamindan ¢ikilmadan deginilmistir.
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ABSTRACT
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1. BOLUM
GIRIS
Matematikte karsilagilan problemlerin bir¢ogu aslinda giinliik hayatta meydana gelen
fiziksel olaylarin matematiksel modellenmelerinin bir sonucudur. Bu problemlerin,
Ozellikle de integral ve diferansiyel denklem igerenlerinin tam ¢6ziimlerinin
bulunabilmesi her zaman miimkiin olamamaktadir. Bu tiir durumlarda genelde iki
secenekten biri benimsenmektedir. Bunlardan ilki, giinlimiizde yazilimlarin olaganiistii
gelisimi ve islemci hizlarinin miithis artmasiyla birlikte oldukg¢a popiiler hale gelmis
olan bilgisayarlarin kullanimidir. Boylece hem vakit kaybetmeden, hem de zahmet
cekmeden ilgili problemlerin sonucuna ulasilabilmektedir. Diger segenek ise ilgili
problem ya da problemlerin ¢éziimiine asimptotik agilimlar yardimiyla yaklagmaktir.
Daha zahmetli olmalarina ragmen asimptotik ac¢ilimlar gegtigimiz ylizyilldan bu yana

uygulamali matematigin, mithendislik bilimlerinin, fiziksel matematigin ve 6zellikle de

akiskanlar mekaniginin kose taslarindan biri haline gelmistir [7-8].

Asimptotik yaklagimlar ile ilgili en basit ve agiklayict Ornekler polinom kokleri
bulunurken karsilasilanlardir. Ornegin  x* —3.99x+3.02=0 seklindeki kuadratik
denklem incelendiginde bu denklemin katsayilarinin aslinda x* —4x+3 =0 denkleminin
katsayillarna ne kadar yakin oldugu géze carpmaktadir. x*—3.99x+3.02=0
denkleminin katsayilart i¢in —3.99=-4+0.01 ve 3.02=3+2(0.01) esitliklerinin dogru
oldugu aciktir. Bu noktada &=0.01 alinmasi ile x*—3.99x+3.02=0denklemi

x> +(e—4)x+(3+2¢) =0 formuna doniisiir. Kuadratik denklem ¢oziimii formiilleri ile

X* +(e—4)X+(3+2¢) =0 denkleminin ¢éziimleri

~(s—4)%(s—4) —4(3+2s)

2

X, =

seklinde bulunur. Buradaki en onemli nokta =0 igin X°+(e—4)X+(3+2¢)=0
denkleminin x*—4x+3=0denklemine déniistiiii ve dolayisiyla X,, ¢dziimiiniin de
X, =1ve X, =3 seklinde olusudur. Yani kiiciik bir ¢ parametresi ile oynanarak ilgili

denklem istenilen sekle déniistiiriilebilmektedir. Burada ilgilenilen x*—3.99x+3.02=0

1



denklemi oldugundan €=0.01 i¢in ¢ozimler X =2.9748 veXx,=1.0152 olarak

bulunur. x*+(e—4)x+(3+2¢) =0 denkleminin kuadratik yapida olmasi nedeniyle kok

formiilleri kullanilarak ¢6ziimler elde edilebildi. Ancak durum her zaman bu kadar basit
olmamaktadir ve daha sonraki boliimlerde goriilecegi iizere yaklasimlar yapilmak

zorunda kalinmaktadir.

Asimptotik yaklagimlar konusunun yapisini daha iyi anlamak amaciyla, bu tezin ana
konusu olan diferansiyel denklemlere yaklasik ¢6ziim bulmayi ornekleyen, fiziksel
temellere dayanan baska bir Ornegin incelenmesi yerinde olacaktir. Bunun ig¢in
Newton 'un 2. Kuralr’ ndan elde edilen dikey atis hareketi formiilii incelenirse [6]

o°x _ —gR?

Ox__ZR° o0 11
xRy -y

diferansiyel denklemine ulasilir. Bu denklemde x(t) nesnenin yerkiire (diinya) ylizeyine

olan uzakligini, g yercekim sabitini ve R yerkiirenin yarigapini belirtmektedir. Cismin

diinyanin yiizeyinden atildigi ve bir ilk hiza (v,) sahip oldugu varsayilirsa

X(0)=0, x'(0)=v,, v, >0

baslangi¢ kosullar1 elde edilir. Dolayisiyla (1.1) denklemi bu baslangi¢c kosullart ile
birlikte bir baslangi¢ deger problemi olusturmaktadir. Ancak bu bagslangic deger
probleminin non-lineer dogast kapali formda analitik bir ¢6ziim elde etmeyi
zorlastirmaktadir. Hatta ¢ogu lineer olmayan problem igin tam c¢oziimii bulmak
olanaksizdir. Bu nedenle problemi daha basit hale getirilip getirilemeyecegi, eger
basitlestirilebiliyor ise bunun doguracagi sonuglar arastirilir. Ornegin bu problem igin X
(nesnenin yerkiire yiizeyine olan uzakligl) R’ ye gdére onemsenmeyecek derecede
kiigiik bir degere sahip ise (1.1) denklemi
iZ(=l|:\),‘,2:>x"(t)=—g, x(0) =0, x'(0)=v, (1.2)
a (R)
baslangi¢ deger problemine doniisiir. (1.2) probleminin (1.1) problemine gére ¢ok daha

basit oldugu agiktir. Ciinkii artik lineer bir problemdir. Probleme ait genel ¢6ziim



X'(t)=—gt+c=x(t) = —% gt’ +ct+c,
seklinde olup baslangi¢ sartlarinin uygulanmasiyla
x(t) = —% gt® +v,t

¢oziimiine ulasilir. Bu ¢oziim ise lise fizik derslerinden bilinen dikey atis hareketi

Vo

formiiliidiir. Basit tiirev islemleri ile cismin t, = — zamaninda (noktasinda) maksimum
yiikseklige ulasacagi ve bu yliksekligin
2
V
X, = X(t,) ===
0 = X() 29
oldugu bulunur [6].
Lo
ay 2
v
b /\
; —
U/ 9 2v4,/9 t

Sekil 1. Dikey atis hareketinin zamana bagl grafiksel gosterimi

Goriildiigh tizere (1.1) denklemi ¢esitli varsayimlarla kolayca ¢6ziilebilen bir problem
olan (1.2) problemine doniistii. Burada karsilasilan problem, (1.1) probleminde R*’ ye
gore ¢ok kiigiik oldugu i¢in ihmal edilen x teriminin (1.2) denkleminde yok sayiliginin
denklemin ¢oziimiinde meydana getirdigi hatadir. Bu konu daha sonraki boliimlerde

ayrintili bir bigimde islenecektir.

Denklem ve problemleri bu sekilde daha basit hale getirip ¢6zme islemini daha

sistematik hale getirmek icin degiskenleri dl¢ceklendirme yolu izlenir. Bunun i¢in (1.1)



X(t)

denklemi i¢in < :tl ve y(t) = —— doniisiimleri uygulanabilir. Burada t ve X sirasiyla,
X

C C
ilgilenilen problem icin karakteristik bir am1 ve karakteristik bir degeri belirtirler. Bu
karakteristik degerlerin secilmesinde ilgilenilen problemi iyi ifade edebilecek nitelikte

olmalarma dikkat etmekten bagka smirlayici bir durum yoktur. Ornegin (1.1) problemi

2

icin Sekil 1. yardimiile X, = Yo_ vet, = Yo secilebilir. Boylece problem
g g
2
gg == 12 7, ©>0,y(0)=0, y(0) =1 (1.3)
(1+ Yo y
Rg
v 2
baslangic deger problemine doniigiir. €= RL almmasi ile de (1.3) problemi
g
2
Y__ 1 50 y(0)=0 y(0)-=1 (1.4)
ot (1+ey)

problemine doniisiir. Goriildiigii gibi problemin ¢dzliimii € parametresine baglidir. € =0

noktasi civarlarinda Taylor seri agilim1 yardimiyla
Y~ Yo(0) +ey,(T) +... (1.5)
seklindeki yaklasimla bulunulur.

Ana hatlan ile asimptotik yaklagimlar onceki sayfalarda gosterilen Orneklerdeki
yaklasimlarla ilgilenirler. Bu tiir problemlerin ayrintili ¢éziimlerine gecebilmek igin

konuyla ilgili bazi tanim ve teoremleri bilmek faydali olacaktir.



2. BOLUM
ASIMPTOTIK YAKLASIMLARA AIT GENEL BILGILER
2.1. Taylor Seri A¢ilimlar: ve L’Hospital Kurah

Taylor Teoremi ve sonuglari matematikte kullanilan en Onemli araglardandir.

Asimptotik yontemlerde de genis kullanima sahiptir.

Teorem 2.1.1. Verilen bir f(g) fonksiyonunun n. mertebeye kadar olan tiirevleri

n+1

mevcut ve (n+1). mertebeden tiirevi olan ™ de belirli bir g, <e<g, aralif1 icin

sirekli olsun. Bu durumda, & Veg,, (g,,&,) arah@ina ait noktalar olmak iizere

fe)="T(g)+(e—¢gy)f '(80)+...+%(8—80)n f™M(e)+R,, (2.1.2)
ve
e (O M L (212
n+1 (n+1)| 0 L.

bigiminde tanimhdir. Burada & noktasi g,ve € arasinda bulunan herhangi bir noktadur.
Bu teorem ve sonuglari olduk¢a Onemlidir. Ciinkii herhangi bir f(g) fonksiyonuna
(n +1) terimli Taylor serisi yardimiyla yaklasildiginda (2.1.2) hata formiilii yardimiyla
bu yaklasimda yapilan hata belirlenmektedir.

Ornek 2.2.1. Baz1 6nemli fonksiyonlarin X =0 noktasi civarlarindaki Taylor seri

acilimlari:
sin(x) = x—tx sty
3! 5!

cos(x) Sl Ly
2 4!

arcsin(x) = X+ Jrix5 +...
6 40

arccos(x) Tyl S
2 6 40



cot(X) =——=X——X"+
) 3 45
1 2, 3
—— =1+ X+ X+ X +...
1-x
V+x=1+2x—=x2+—x*+

8 16

e* :1+x+1x2+lx3+...
2 6

ax :exm(a) ::I__i_xln(a)—|—%[X|n(a)]2 +...

sinh(x) = Xt
6 120

cosh(x) :1+£x2 +ix4 +...
2 24

tanh(x) = x— 1y +£x5 +...
3 15

seklindedir [6-8].

Simdi de matematiksel analizin 6nemli bir konusu olan limit islemi ile ilgili L’Hospital

kuralini verelim.

Teorem 2.1.2. f(g) ve (g) fonksiyonlar1 (g,,€,) araligi tizerinde diferansiyellenebilir

fonksiyonlar ve yine bu aralik iizerinde ¢'(e)#0 sart1i saglaniyor olsun. Ayrica

. f
—o0 < A <ooolmak tizere lim % = A olsun. Bu durumda asagidaki iki 6zellikten biri
&y (p 8
. f
saglaniyor ise lim ﬁ =A’ dir: € > ¢, igin
S—)EO (P(S)

e f—>0veep—0,
ya da

L G —>0 .



2.2. Mertebe Sembolleri

Asimptotik yaklagimlar ile ilgili tanimlari vermeden once mertebe sembollerinin ne
anlama geldigini vermek faydali olacaktir. Bu semboller ilk olarak Bachmann (1894)
tarafindan kullanilmaya baslanmis olsa da kullanimi Landau (1909) sayesinde
yayginlasmistir. Bu nedenle bu semboller ¢ogu zaman Bachmann-Landau sembolleri
olarak bilinirler [14,17].

Limit islemi altindaki bir fonksiyonun davraniginin dogru bir seklide belirlenebilmesi
icin mertebe fonksiyonlarindan yararlanilir. Ornegin, ¢(g) =¢ fonksiyonunun & —0
icin 0 a yakinsama hiz1 f () =&* fonksiyonuna gore daha diisiiktiir. Bu gergegi ifade

etmek ve bu tiir kiyaslamalari yapabilmek i¢in asagida tanimi verilen mertebe

sembollerinden yararlanilmaktadir.

f(e)

Tanmm 2.2.1. -0 < L <oo olmak Uizere lim ? = L saglaniyorsa bu durum € — ¢ i¢in
S*)SO (P 8

f =O(¢) seklinde ifade edilir ve “& —> g, i¢in f fonksiyonu ¢ fonksiyonunun biiyiik O’

sudur” bigiminde okunur.

Tanmm 2.2.2. Iim% =0 ise e —>¢, icin f =0(p) seklinde ifade edilir ve “€—¢g,
e ((€

icin f fonksiyonu ¢ fonksiyonunun kiiciik o’ sudur” bigiminde okunur.

Ornek 2.2.1. X — o igin >

= OLEJ esitligi ele alinsin.
X

1+x
Bu oOrnekte f(x)=:L ! > Ve g(x)=l seklinde alinir ve Tanim 2.2.2. kullanilirsa
+X X
1
2

lim~+ ) jim 1 jim X elde edilir
X—>0 g(x) X—>0 1 x>0 ] 4+ X

X

Ornek 2.2.2. x =0 icin 1 _ O() esitligi ele alinsin.
3+2x

7=

f(x)= # ve g(x) =1 alinip Tanim 2.3.1 g6z Oniine alinirsa
+2ZX

7



1

2
3+ 2X =Iimi 1

X))
lim ( )= lim =—=L olup -;o< L <oo Ozelligi saglanmaktadir.

o0 g(x) =0 1 x-0 34 2X?

Ornek 2.2.3. Asagida mertebe sembolleri ile ilgili cesitli drnekler ve hangi nokta

komsulugunda gegerli olduklar1 verilmistir.

x* =0(x), x = 0 igin
sin(x?) = o(x), x — 0 igin

1
3+ X

~=0(x?), |x| = icin

sin(3x) = O(x), x — 0 igin
tan(2x?) = O(x?*), x — 0 igin

1
4-3x—2e

1
4-3x—2e

=0(e"), X > —w igin

=0(x™), X > +o0 igin

x* =0(=3x* +5x°), x = 0 igin

x? In(x) = 0(x), || — oo igin,

-1
Ornek 2.2.4. f(g)=e= fonksiyonu incelenip L’Hospital kurali uygulandiginda o’ nin

tim reel degerleri icin f =0(e”) oldugu gorilir. Bu durum “ f, &*’ ya gore

transandantal olarak kiiciiktiir” seklinde ifade edilmektedir.
2.3 Asimptotik Yaklasimlar

Bu tezin ana amaci diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri i¢in asimptotik yaklasimlar
olusturmaktir. Bu yiizden “asimptotik yaklasim” kavraminin ne anlama geldiginin
anlasilmasi ¢cok onemlidir.

f(e)

Tanmm 2.3.1. f(g) ve p(e) fonksiyonlar1 verilsin. "mT:l kosulu saglaniyorsa
e>e (€

“e—¢g, igcin f ve ¢ fonksiyonlar: asimptotik olarak ozdestirler” denir. Bu durum



f ~¢ biciminde ifade edilir. Bu aslinda, € —>¢, i¢cin f(g) ve p(¢) fonksiyonlarinin

birbirlerinin asimptotik yaklagimlar: olmast demektir.

Ornek 2.3.1. —~ : ~i2, |x| = o0 dur. Tamm 2.3.1.” i kullanarak bunu gdstermek
3+2x°  2X
zor degildir.
" 5 -10
Ornek 2.3.2. — ~——, X—>0 dir. Tanim 2.3.1. yardimiyla
l1-x-e X
5
—X J— 2 j— —_
iml=x=e" _jim__ =X Tl 2X iy X
x—0 -10 x—0 2(]__X_e X) 2 x>0 _1+e* x20_14e*
XZ
= lim— 1
x—0 _97X
elde edilir.

Ornek 2.3.3. sin(3x) ~3x, Xx—0 oldugu da Tanim 2.3.1. kullanilarak kolayca

gosterilebilir.

Ornek 2.3.4. f(g)=sin(e) fonksiyonu ile ilgilenilsin. € —>¢&, =0 olmak iizere f(g)

fonksiyonunun €=0 civarlarindaki Taylor seri a¢ilimi ele alinsin. Boylece, Teorem

2.1.1. yardimiyla

1 1
f(e)=e—=e*+—¢°cos
(e)=¢ 5 € 120 g’ cos(&)

elde edilir. Bu sonug kullanilarak asagidaki asimptotik yaklasimlar elde edilebilir:

A. f ~g,

B. f~8—183,
6

C. f~g+2¢%.

Bu asimptotik yaklasimlardan en iyi (dogru, hassas) sonug¢ vereni B. iken en kotii

yaklagim C. dir. Tanim 2.3.1.” in bu karsilastirmay1 yapabilmek i¢in pek yardimci



oldugu soylenemez. Tanim 2.3.1.” in bu eksikligi 2.3.1. bolimiinde “Asimptotik

Ac¢tlimlar” baslig1 altinda incelenecek olan tanimlar yardimiyla giderilecektir.

—X

Ornek 2.3.5. f(x)=x+e¢ fonksiyonu 0< x <1 icin ele alinsin. Bu durumda kiigiik bir
¢ parametresi i¢in f ~ xoldugu aciktir. Bununla beraber bu asimptotik yaklasim ne
kadar iyi sonug verebilecegi sorusu akla gelmektedir. Bu nedenle bu 6rnek Sekil 2.3.1.
tizerinde incelenecektir. Sekil 2.3.1.” den kolayca goriilebilecegi {iizere X=0
noktasindan uzak noktalarda yaklasim oldukea iyidir. Ancak X =0 noktasi civarlarinda
ayn1 durumdan bahsetmek miimkiin degildir. €' un se¢iminden bagimsiz olarak f(0)=1
oldugundan bu durum meydana gelmektedir ve “yaklasimin 0<x<1 araliginda

Uniform olarak gegerli olmamasi” olarak adlandirilmaktadir.

Belir Bir Parametre Deger Igin f Fonksiyonu fle Asimptotik Yaklagiminin Kiyaslanmasi

0.9

08

0.7

06
@0,51
U,Al
03 \
02 \
01 \

0 01 02 0.3 04 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1

—fFonksiyonu
— Asimptotik Yaklagim

Sekil 2.3.1. Ornek 2.3.5. f ile asimptotik yaklagimi olan ¢(x) = x * in kiyaslanmasi

10



2.3.1. Asimptotik acilimlar

Daha once incelenen orneklerden de anlasilacagi gibi bir fonksiyona ait asimptotik
yaklagim tek degildir. Ayni zamanda belirtilmelidir ki, su ana kadar incelenen
asimptotik yaklagimlarin iyiligi ya da kotiiliigii konusunda pek de bilgilenildigi
sOylenemez. Bu yiizden daha giiglii yapilar incelenmelidir. Bu noktaya kadar olan

orneklerde €'un 0,1,2,... seklindeki kuvvetlerini (&’ ¢€',&%¢€’,.. ) kabul eden

asimptotik acilimlara yer verildi. Ancak bilinmelidir ki farkli sekildeki kuvvetlerle de
karsilasilmaktadir. Hatta yeri geldik¢ce bu farkli tiirdeki fonksiyonlarin kullanilmasi
ilgilenilen problem i¢in daha uygun olacaktir. Bu nedenle bazi tanimlara ihtiyag
duyulmaktadir. Henri Poincaré’ e atfen “Poincaré A¢ilimi” adi da verilen “asimptotik

acilim” tamim1 asagida verilmistir.

Tamm 2.3.1.1. ¢,(€), ¢,(€), d5(€),... seklindeki fonksiyonlar dizisi € —>¢g, iken
vV meN igin ¢,.,(€) =0(d,,(€)) 6zelligini gergekliyor ise bu dizi bir asimptotik dizidir.
(I)m+l

Yani VmeN igin lim "% =0 &zelliginin saglanmasi1 gerekmektedir.

E>E,
0
m

Tamm 2.3.1.2. ¢,(€), 9,(€), ¢;(€),... bir asimptotik dizi olsun. Bu durumda f(g)

fonksiyonu m terimli bir asimptotik agilima sahiptir < a, katsayilar1 &' dan bagimsiz

olmak iizere, € =&, i¢in f(e)=> ad, +0(¢,), M=12,3,... dur. Bu durumda & — &,
k=1

icin  f ~ad(e)+a,d,(e)+..+a,0,(€) yazilabir. Burada bahsedilen ¢, (€)

fonksiyonlar1 agilimin baz fonksiyonlar: ya da gauge fonksiyonlar: olarak adlandirilirlar.

Ornek 2.3.1.1. ¢ () =exp (ﬂj . m=123.. fonksiyon dizisi, §—0 icin bir
€

asimptotik  dizidir. Gergekten de Tanmim 2.3.1.1. geregince V meN icin

(—(m+l))
exp 1
lim Lt =lim & =lim exp(—)zo elde edilir. Bu ise ilgili dizinin bir
-0 (I)m g0 (—mj g0 g
exp| —
€

asimptotik dizi oldugunu gosterir.

11



Ornek 2.3.1.2. ¢ (g) =€" fonksiyon dizisi ¢ — 0 igin bir asimptotik dizidir.
Ornek 2.3.1.3. ¢, (g) =&"e™™ fonksiyon dizisi € — oo igin asimptotik bir dizi olusturur.

Yukarida verilen tanim ve drneklerden sonra sira asil soruya geldi: “Verilen bir f ()

fonksiyonuna ait asimptotik ac¢ilim nasil bulunur?”. Bunun igin en sik kullanilan

yontemler:

A. Taylor Teoremi,
B. L’Hospital Kurali,
C. Tahmin,

dir. Tahmin yoluyla asimptotik ag¢ilimi belirlemek bir sans olayidir ve tecriibe
gerektirmektedir. Bundan daha ziyade Taylor Teoremi ve L’Hospital Kurali
kullanilmaktadir. L’Hospital Kurali” na gore ise Taylor Teoremi’ nin kullanilmasi ¢ok
daha avantajhidir. Ciinkii Taylor Teoremi yardimi ile agilimda yapilan hatay1 analiz etme

sans1 dogmaktadir. Bu da Taylor Teoremi’ ni ¢ok daha 6nemli kilmaktadir.

Ornek 2.3.1.4. f(g)=exp(e) fonksiyonun ii¢ terimli asimptotik acilimi ele almsin.

Taylor seri agilim kullanilarak ya da dogrudan Ornek 2.2.1.” den
f (e) =exp(e) =€° =1+8+%82 +%83 +.. ~ 1+8+%82

elde edilir.

_ cos(g)

Ornek 2.3.1.5. f(g) fonksiyonu i¢in iki terimli asimptotik a¢ilim aransin.

Burada Taylor Teoremi’ ni dogrudan uygulamak olanaksizdir. Ciinkii f (g) fonksiyonu

€ =0 i¢in tanimsizdir. Bu nedenle tanimsizlik yaratan bolimii géz ardi edip € =0 igin

taniml1 boliimii Taylor serisi ile ifade etmek gerekmektedir. Boylece

f(8)~1(1—182+...j~1—18
€ 2 e 2

elde edilir. Beklenildigi gibi asimptotik agilim, f(g) fonksiyonu gibi € =0 noktasinda

tanimsizdir.
12



Ornek 2.3.1.6. f(g)= 1+e fonksiyonunun iki terimli asimptotik agilimi aransin.

sin(\/e)

L 3
Jl+e =1+%8+... ve Sin(«/g) = g? —%82 +... olduguna dikkat edilirse

1+ —e+.. 1 1+;g+
fe) ~— 3 TT1 1
85_782_{_ 85 1_*8+
6 6
~—1[1+18+ J(1+la+...j~il(l+lsj
8E 6 SE

asimptotik acilimi elde edilir.
Uyart 2.3.1.1. Verilen bir f(g) fonksiyonuna ait € —>g, i¢cin asimptotik agilim

Z a,0, (¢) bigiminde olsun. Bu durumda katsayilar

n=1

m-1
f (8) - z an(I)n (8)
a, =lim n=1

€& d)m (8)

ile tanimhidir. Bu sekilde olusturulan asimptotik acilim tektir.

1

Ornek 2.3.1.7. f(8)=1i+e£ fonksiyonu ve ¢,() =1 ¢,(c) =¢,¢,(e) =&°,... gauge
+e

fonksiyonlar1 verilsin. Bu durumda Uyar1 2.3.1.1.” den

. f
8 =lm--=1
a, =lim =1 4
>0 ¢
_lim =iy
e—0 P

-1
elde edilir. Dolayisiyla f ~1-g+&”+... elde edilir. Burada ilging olan e?

-1
fonksiyonunun asimptotik acilima hi¢bir etkisinin olmayisidir. Bunun nedeni ise e ®

13



-1
fonksiyonunun ¢ok hizli 0’ a yaklasmasidir. Yani e® =0(e"),VaeR i¢in, dir. Bu

-1
durumda bu e# fonksiyonuna “gauge fonksiyonlarina gore transandantal olarak

kiigiiktiir” denir. Yine bu ornekte de goriildiigi gibi iki farkli fonksiyon ayni asimptotik

acilima sahip olabilmektedir.
2.3.2. Asimptotik serilerin yakinsakhg: ve hassashgi

Taylor seri agilimi ile elde edilen bir asimptotik agilimda daha fazla terim ekleyerek
acilimin hassashigini artirmak miimkiindiir. istenilen hassasliktaki sonug elde edilene
dek terim ekleme isine devam edilir. Ancak bir asimptotik agilim i¢in bu her zaman
dogru sonug¢ vermeyebilir. Cilinkii asimptotik agilimlar € — ¢, i¢in limit durumuyla
ilgilenirken, serinin terim sayisinin artmast N —oo durumudur. Bilinmelidir ki bir
asimptotik agilim yakinsak olmayabilir. Yakinsak olan bir asimptotik ac¢ilim ise a¢ilimi

oldugu fonksiyona yakinsamayabilir. Ornegin, Ornek 2.3.1.7." de incelenen

-1
f(e)=— + e¢ fonksiyonuna ait asimptotik ac¢ilim f ~1—g+g”+... olarak

bulunmustu. Bu ac¢ilim ise aslinda % fonksiyonunun Taylor seri agilimidir.
+e

Dolayistyla asimptotik agilim % fonksiyonuna yakinsamaktadir. Bu ise asimptotik
+¢€

acilimin ag¢ilimi oldugu fonksiyona yakinsamamasina bir 6rnektir.

Iraksak asimptotik agilimlara Ornek olarak 6zel bir fonksiyon olan ve

J,(2) ile gosterilen Bessel fonksiyonu verilebilir.

1k 2k
10(0) =3 e

seklinde ifade edilen bu fonksiyon g6z Oniine alinir ve f(a)=J0(1) kabul edilirse
€

kiiciik bir € parametresi i¢in f(g) fonksiyonuna ait asimptotik agilim (Abramowitz ve

Stegun, 1972)

14



2¢ l = . (1 =
R R @3eD

seklinde tanimli olup buradaki a ve 3

1_1.3282 1.3°52.7%¢*

g T g (2:322)
e 13°5%°

~E 2323

P8 e (2:3.23)

ile verilir. 0’ dan farkli degerdeki her € i¢in (2.3.2.2) ve (2.3.3.3) agilimlarinin 1raksak
oldugunun gosterilmesi zor degildir. (2.3.2.1) seklindeki iraksak serinin ilk bir ya da iki

terimi kullanilarak elde edilen hassaslik,

0 (_1)k ZZk

J,(2)=) —/———

0( ) ; 22k (k|)2
serisinin en az yirmi teriminin agilmasi ile elde edilebilmektedir [7,14]. Asimptotik
acilimlar ile ugrasilirken yukarida incelenen iki ornek karsilasilabilecek durumlar

ac¢isindan unutulmamalidir.
2.3.3. Asimptotik acilimlarla islemler

Ayni baz (gauge, scale) fonksiyonlarina sahip olan asimptotik agilimlar igin toplama ve
cikarma islemlerinin yapilabilecegini gostermek zor degildir. Carpma islemi de zahmetli
olmasina ragmen zor degildir. Ancak bir fonksiyonun tiirevinin asimptotik aciliminin o

fonksiyonun asimptotik agiliminin tiirevine denk oldugunu sdylemek dogru degildir.

Ozel olarak € —>¢, igin f(X,€)~d,(X,€)+d,(X,€) alinsm. Burada ilgilenilen soru

€—>g, i¢in di f(x,¢€) ~di¢1(x,8)+di¢2(x, g) olup olmadigidir. Hemen belirtmeli ki
X X X

—X X

bu her zaman dogru degildir. Ornek olarak f(x,€) =e ¢ sin(e¢), 0<x <1 fonksiyonu

incelenirse kiigiik & parametresi igin f ~0+0.e+0.*+... asimptotik a¢ilimi elde

—X X

- -1 =
edilir. Oysa dif(x,a)=—e ¢ +=-c0s(e®) bir asimptotik agilim degildir. Diger bir
X € €

islem olan integral isleminde ise durum tiirev islemine goére daha iyimserdir.
15



e—g, IGinf (X €) ~a,(X)d,(e) +a,(X)d,(¢)  seklindeki  asimptotik agilim ile

ilgilenildiginde a <X <b sart1 saglanmak tizere € — €, i¢in

[ f(xe)dx~ ( [ ai(x)dx] 0,() +[ | an)dx} b,(e)

bagintis1 gegerlidir.

1
Ornek 2.3.3.1. f(g) :J‘egxzdx seklinde tanimli f fonksiyonunun iki terimli asimptotik
0

acilimi ile ilgilenilsin. Taylor Seri Agilimi yardimi ile

2 P - - - -
e =1+&x®+... bulunur ve bu 6zel olarak 0 < x <1 igin de gegerlidir.

Dolayisiyla

f(e) :j.(l+gx2 +...)dx :1+%s+...
0

elde edilir ki ilk iki terim istendiginden f (g) ~ 1+%s yazilir.

dx
e +x°

1
Ornek 2.33.2. f(e)= I fonksiyonunun iki terimli asimptotik a¢ilimi ile
0

ilgilenilsin.

seklinde Taylor agilimina sahiptir. Ancak bu 0< X <1 i¢in gegerlidir. X=0 noktasinda
€ —>0 ic¢in singilarite mevcuttur. Bu yiizden bu ac¢ilimm 0<Xx<1 igin

integrallenebilirliginden bahsedilemez. Bu nedenle &€ <« 6 <1 olmak iizere

S 1
dx dx
f(g) = i
'([82+X2 ~!z—:2+x2

16



yazilabilir. Burada iki parcaya ayrilan integrallerden ilki ¢ok kiiciik bir aralikta

singiilarite ihtiva etmektedir. Ikinci integral ise singiilarite ihtiva etmediginden

1 1 &

>—— =—5 ——7 t... agtlim1 uygulanabilir durumdadir. Yani

e +X X X

integrandi i¢in

elde edilir. i1k integral igin de

3
I =—arctan( )—E(E—l-i-...j
X e e\2 9

bulunur ki bu iki integral agiliminin toplanmasiyla

1
f(e) = .[ 5 1(E—E+...)+—l+l8 +———3~——1+£g +...
g+x° e\2 & 3 d 3 2 3

0
acilimi elde edilir.

Ornek 2.3.3.3. Hemen onceki drnekteki ¢dziime benzer yaklasimda bulunularak

3
N@=j2 —mm@+m-ég

v € +sin(x) 3
asimptotik acilim1 elde edilir. Goriildigii gibi bu agilimda logaritmik bir gauge
fonksiyonu bulunmaktadir. Bu ¢ok sik karsilasilan bir durum olmamakla beraber bazen

karsilasilabilinmektedir.
2.4. Cebirsel ve Transandantal Denklemlerin Asimptotik Coziimleri

Girig boliimiinde de belirtildigi gibi yaklasik ¢oziimler iiretebilmek adina asimptotik
metotlarin kullanim alanlar1 oldukg¢a genistir ve bunlarin en kolay tipte olanlarina
cebirsel denklemlerde rastlanmaktadir. Bu tezin asil amaci diferansiyel denklemlerin
¢oziimlerine asimptotik yaklasimlarda bulunmak oldugundan bu boliim bir 6n hazirlik

gibi diisiliniilebilir.
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Ornek 2.4.1. Basit bir 6rnek olarak x*+0.002x—1=0 kuadratik denklemi ele almsin. X
degiskeninin katsayis1 olan 0.002 degerinin diger katsayilardan oldukga kiiciik oldugu
gozlenmektedir. Bu yiizden yaklasik bir ¢oziim elde edilmeye calisilacaktir. Oncelikle
hemen belirtilmeli ki MATLAB R2012a programi kullanilarak tam ¢dziimler (exact

solutions) hemen asagida verilen kod yardimiyla

>> format long
>> roots([1.002 -1]
ans =

X, = 0.999000499999875...

(2.4.1)
X, =-1.001000499999875...

seklinde bulunur. Bu koklerin kuadratik denklem kokii formiilleriyle bulunmasi biraz
zahmetli oldugundan MATLAB R2012a programindan yararlanilmistir. Simdi de
asimptotik bir yaklasimda bulunulacak ve en son gergek ¢oziimle olan farklar1 (mutlak

hatalar)  degerlendirilecektir. ~ x*+0.002x—1=0 denkleminin £=0.001 igin

x* +2ex—1=0 formunda oldugu agiktir. Bu problem icin
X~ Xy +&"% +... (2.4.2)

seklindeki bir yaklagimin benimsenmesi olagandir ve burada o >0'dir.

(2.4.2) yaklagimi ¢dziim olarak kabul edilip x* +2ex—1=0 denklemine uygulanirsa
x(f+2:3“x0x1+...+28(x0 +s°‘x1+...)—1=0 (2.4.3)
esitligine ulagilir. Polinom esitligi kullanilirsa oo =1 ve
O(l) x-1=0=>x,=+1
O(e) 2% X +2% =0=>x=-1
elde edilir. Boylece (2.4.2) yaklagimi

X~tl—g (2.4.4)

iki terimli asimptotik yaklasimina dontisiir. Coziimlerin kiyaslanmasi grafik tizerinde

incelenirse Sekil 2.4.1.° den de gorildigi tizere €& parametresinin degeri 0’ a
18



yaklagtikga asimptotik yaklasim gergek ¢Ozliime olduk¢a 1iyi bir hassaslikla
yaklagsmaktadir.

Ornek 2.4.1. ile verilen problem formunun “regiiler pertiirbasyon problemi” olarak
anilmasina sikca rastlanmaktadir. “regiiler” sifati, €' un farkli degerleri i¢in denklemin

dogasinin (denklemin mertebesinin, derecesinin,...) degismedigini belirtmektedir.

Parametre Degerleri Igin Tam Goziimler lle Asimptotik Gziimlerin Kiyaslanmas!
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Sekil 2.4.1. Ornek 2.4.1.” in ¢dziimlerini €' un farkli degerleri igin kiyaslayan grafik

Ornek 2.4.2. Bu konunun ikinci &rnegi olarak ex®+2x-1=0 seklindeki kuadratik
denklem ele alinsin. Burada ise & parametresi en yiiksek dereceli terimin Oniinde
katsay1 olarak bulunmaktadir. Bu ise 6zel olarak €=0 i¢in denklemin lincer hale
gelmesi anlamini tagir. Yani denklemin derecesi diisecektir. Bu 6nemli bir durumdur
clinkli denklemin dogasi degismektedir ve problemin “singiiler” sifatin1 almasina neden
olmaktadir. Bu tiir problemlere “singiiler pertiirbasyon problemi” denilmektedir. Ornek

2.4.1." de uygulanan yaklagim burada da uygulanirsa
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X~=—= (2.4.5)
yaklasimi elde edilir. Beklenildigi iizere x:% noktasi civarlarinda bir asimptotik

yaklasim elde edildi. Ciinkii € =0 igin olusan lineer denklemin kokii x = % dir. Ancak

ex’+2x—1=0 denklemi kuadratik bir denklemdir ve iki kokiiniin olmasi
gerekmektedir. Oysa (1.5.2.1) yaklagimi ise yalniz bir tek ¢6ziim tretmektedir. Bu

nedenle farkli bir ¢6ziim yaklagiminin benimsenmesi gerekmektedir. Bu yaklagim
X ~€" (X, +&"X +...),0. >0 (2.4.6)

formunda olsun. o >0 alinmasiyla agilimin iyi sirali olmasi sart1 saglanmis olur. Sonug
olarak (2.4.6) agilimimin ex* +2x—1=0 denklemine uygulanmasiyla

g (x§ +2e"X X, +...)+28* (x0 +&%X, +...)—s°l: 0 (2.4.7)

A B C

denklemi elde edilir. Bulunulan bu nokta olduk¢a 6nemlidir. (2.4.7) denkleminin sol

yani 0’ a esit olmalidir. Bunun i¢in ise polinom esitligi kuralinca birbirini dengeleyen
(balancing) terimlere ihtiya¢ vardir. Bu ise [2} =3 farkli durumun s6z konusu

olabilecegine isaret eder (terimler ikililer olarak birbirlerini dengeleyeceklerdir, aksi
durumu saglayan A reel kokii yoktur). Simdi ise bu durumlari teker teker incelenmesi

gerekmektedir.

e Durum 1: A =0 olmast durumudur ki bu durumda B ve C terimleri birbirlerini

dengeleyeceklerdir. Dengelemekten kasit ayni dereceden olmalaridir. Bu

durumda daha 6nce elde edilmis olan x ~ % —g (2.4.5) yaklagimi elde edilir. Bu

nedenle diger ¢oziimii bulmak i¢in diger durumlar incelenmelidir.

e Durum 2: A ve C terimlerinin birbirlerini dengeledigi durum ele alinsin. Bu

durumda 1+2X=O:>k=? elde edilir. Bu durumda B teriminin katsayisi

¢' dan bagimsiz, yani A =0 olmaldir ki bu bir geliskidir. Dolayisiyla diger
durum incelenmelidir.
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e Durum 3: Son olarak A ve B terimlerinin birbirlerinin dengeleyicisi oldugu

durum incelendiginde 1+2A =X olup A =-1 elde edilir. Dolayisiyla polinom

esitligi saglanmis olur.
Boylece (2.4.7) esitligi

xg+2<e,°‘x0x1+...+2(xO +e°‘x1+...)—s=0 (2.4.8)
esitligine dontigiir. Buradan ise
OQ) X +2%, =X,(%, +2) = X, =2 ve a=1 igin

O(e) 2%&+2&—1=0:>&=_%

elde edilir. Bu degerlerin (2.4.8)’ de yerlerine yazilmasiyla

1 €
X~EPQ_E) (2.4.9)

ikinci asimptotik yaklasimi elde edilir. € parametresinin farkli degerleri i¢in asimptotik
cozliimler ile gergek (MATLAB R2012a) ¢oziimleri kiyaslayan grafik Sekil 2.4.2.” de

verilmistir.

Ornek 2.4.3. Son olarak transandantal fonksiyon iceren x*+e™ =5 denklemi ele
alinsin. Bu denklemin iki reel degerli ¢oziimiiniin oldugu agiktir. Denklemin ¢6ziimiine

asimptotik yaklagimda bulunmak adina
X~ Xy +&"% +... (2.4.10)
¢ozlim 6nerisinde bulunulur. e* fonksiyonunun Taylor seri agiliminin kullanilmasi ile
X2 + 2% X E" +...+ 1+ X, +...=5 (2.4.11)

elde edilir ki buradan ise iki terimli asimptotik yaklagimlar

&2~i2—§ (2.4.12)

seklinde bulunur.
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Sekil 2.4.2. Ornek 2.4.2.’nin &' un farkli degerleri icin asimptotik-gercek ¢oziim grafigi

2.5. Diferansiyel Denklemlerin Asimptotik Coziimleri

Onceki boliimlerde cebirsel ve transandantal fonksiyonlarin yaklasik ¢dziimlerini
bulmak icin kullanilan yapilar diferansiyel denklemler i¢in de benzer bicimde
kullanilabilinmektedir. Bu boliimde sadece regiiler tipteki adi (ordinary) ve kismi
(partial) diferansiyel denklemler giris amaci ile incelenecektir. Bu tezin asil amaci olan
singiiler pertlirbasyon problemleri ve bunlara ait ¢6ziim yontemleri daha sonraki

boliimlerde detayli bigcimde ele alinacaktir.

Ornek 2.5.1.
2
%m%u:o, y(0)=0, y'(0) =1 2.5.1)

baslangi¢ deger problemi ele alinsin. Bu problem fiziksel temellere sahip olan bir
problemdir ve hava siirtinmesini de dikkate alan atig hareketini modellemektedir.

(2.5.1) denkleminde k sabiti hava siirtiinme katsayisini, g yer¢ekim sabitini, m cismin
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kv,
agirh@m ve V, ilk hiz1 belirtmek iizere ¢ katsayis1 € =—2> ile tammlidir. Burada da

mg
cebirsel denklemlerin asimptotik ¢dziimlerinde kullanilan  yOntemin aynisi

benimsenecektir. Yani

y(x)= yo(x)+ayl(x)+82y2(x)+... (2.5.2)

yaklagimi ¢oziim kabul edilir ve baslangi¢ kosullarina da dikkat edilerek verilen

diferansiyel denkleme uygulanirsa (ii¢ terimli bir asimptotik yaklasim ile ilgileniliyor)

Y'(X) = Yo '(X) +8y, (X) +&°Y, () +...
= Yo () +ey, '(x) + %y, '(x) + O(&?)
y"(X) = ¥ "(¥) + &y, "(X) +87Y, "(X) +...
= Yo "(X) + ey, "(X) + €7y, "(x) + O(&”)
= ¥, () +ey, () + &%y, "(¥) + ey, () +£°Y, '(¥) +1+0(e°) =0

=2 (V,"() + ¥, () +e (¥, ") + ¥, (X)) +€° (Y, "(X) +1) + O(e®) =0
polinomal esitlik kullanilarak

Y, "0+ ¥, '(0 =0, ¥, ") +Y, () =0, y,"(x) +1=0
ve baslangi¢ kosullarinin da kullanilmasi ile

Y(0) =0=> Y, (0) +y,(0) + &%, (0) + O(&*) = 0
= yo(o) =0, yl(o) =0, yz(o) =0
Yi(0) =1= y,'(0) + ey, '(0) + %Y, (0) + O(¢*) =1

= Yo '(0) =1 Y1 '(0) =0, Y, I(O) =0
elde edilir. Bulunan tiim bu degerler diizenlenip yeniden yazilirlar ise

O(l) - Yo "(X) =-1, Yo (O) =0, Yo I(O) =1
O(e): ¥,"(¥)+Y,'(x)=0, y,(0) =0, y,'(0) =0 (2.5.3)
0(82) DY, ")+, '(x) =0, v,(0)=0, y,'(0) =0
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baslangic deger problemlerinin elde edildigi goriiliir. Simdi de bu denklemlerin her

birinin ¢Oziilmesi ile

R
0 2’
x2 X
h=-th (2.5.4)
s
> 6 24’

¢oztimleri elde edilir. Bu ¢oztimlerin (2.5.2) denkleminde yerlerine yazilmasiyla

X2 x> XY L(x X!
y(X)N[X_?J-’_S(_?—FEJ_FS (E—ﬂj (255)

ti¢ terimli asimptotik agilimi elde edilir. (2.5.1) denklemi lineer bir denklem oldugundan

analitik olarak ¢oziilebilmesi zor degildir. Bu denklemin tam (exact) ¢coziimii

1+¢ w0\ X

y(x) = ( > )(1—e )-= (2.5.6)
€ €

bigimindedir. Bu tam ¢oziimii asimptotik ¢oztimle kiyaslamak i¢in bu 6rnek i¢in grafik

kullanimindan farkli bir yol izleyelim. (2.5.6) denkleminde yer alan (1-e™*) teriminin
Taylor seri agilimi ile

ex &8

+
2 3!

(1-e)=ex— —. (2.5.7)

elde edilir. Bunun tam ¢6ziim (2.5.6)’ ya uygulanmasi ile

e’x? &%’ (1+e) x
y(x)_ﬂgx— 5 + 3l +j

2 3 2 3
:SZLE_X_+ﬂ+._j(l+S)_§:(1+8)[§_X_+ﬁ+_}_§

e 2 3
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X X° ex ex®  €°X X
= —— X ——+ —=
e 2 3 2 3! €
2 3 2 23
X BB EX (2.5.8)
2 3 2 3!

2 2 3 3 4
:(x_x_]+{_x_+x_]+gz(X__X_}o@
2! 2! 3! 3! 41

elde edilir. Bu ise bulunan asimptotik agilima &zdestir. Yani asimptotik yontem

kullanilarak tam ¢6zlim elde edilmis oldu.

Ornek 2.5.2. Simdi ise giris boliimiinde kabaca incelenmis olan (1.1) atis denklemini
farkli bigimde tekrar ele alalim.
d’y 1

-  y(0)=0, y'(0)=1,t>0 2.5.9
& (trey) y(0) y'(0)=1,t> (2.5.9)

denklemi lineer olmayan bir denklemdir ancak € =0 ig¢in lineerlik elde edildiginden
“zayif non-lineer denklem” olarak bilinir. Daha 6nceki 6rnekten biraz farkli olarak (

o nedeniyle ) daha esnek bir yaklagim olan

y(t) ~y, () +&*y, () +..., >0 (2.5.10)
yaklasimi benimsensin.

Boylece

Yo ") +e%y, ") +...= > (sag yanin Taylor yaklagimiyla)

B [1+ey,(t) +...]
=—1+2¢gy,(t) + O(¢?)
=Y, "(t) +&%y, "(t) +1-2gy, (t) +O(¢*) =0
elde edilir. Burada oo =1 alinmalidir. Baglangi¢ kosullar1 da
y(0)=0= y,(0)+&"y,(0)+...=0=Y,(0) =0, y,(0) =0,
y'(0)=0=y,'(0)+&"y,'(0)+...=1=,'(0) =1, y,'(0) =0,

seklinde bulunur. Bulunan tiim bu veriler diizenlenip tekrar yazilirsa
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o@D v,"(t)=-1 y,(0)=0, y,'(0),
O(e) y,"(t)=2y,(t), ¥,(0)=0, y,'(0) =0,

baslangi¢ deger problemleri elde edilir. Bu problemlerin ¢6ziilmesiyle de

1, 1, 1,
X)=X—=X"VeYy,(X)==—X ——FX
(0 =X vey, (9 =32~ -

fonksiyonlar1 elde edilir. Bu fonksiyonlarin da (1.6.2.1) agiliminda o =1 igin yerlerine

yazilmasi ile

t2 t* t
y(t) {t—zj%[g—ﬁj (2.5.11)

iki terimli asimptotik yaklagimi elde edilir. Bulunan asimptotik yaklasimin ne kadar iyi
bir yaklasim oldugu MATLAB R2012a programi yardimiyla olusturulan Sekil 2.5.1.” de

incelenebilir.

Ornek 2.5.3. Boliimiin son &rnedi olarak daha sonraki béliimlerde “singiiler
pertiirbasyon problemi” olarak adlandirilacak olan ve regiiler ag¢ilim yardimiyla

¢Oziimiine ulasilamayan bir sinir deger problemini ele alalim.

ey"(X)+2y'(X)+2y(x) =0, 0<x<1,

y(0)=0, y(1) =1, (2.5.12)

siir deger problemi (boundary value problem) verilsin. Daha 6nceki drneklerde oldugu

gibi
Y(X) ~ Yo (X) +&y, (X) +... (2.5.13)

regiiller yaklagimi benimsensin. Bdylece (2.5.13) regiiler asimptotik yaklasiminin

(2.5.12) problemine uygulanmast ile

Y1 "(X) + 2y2 I(X) + 2y2(x) =0, Y1(O) =0, yl(l) =0,
Yo "(X) +2y1 I(X) +2y1(x) =0, yz(o) =0, yz(l) =0,
yo(x) + Yo '(X) =0, yo(o) =0, yo(l) =1,

denklemleri elde edilir.
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Ornegin,

Yo(X) +¥,'(X) =0, ¥,(0) =0, y, (1) =1
problemi icin

Yo(X) =ce™
bulunur ki bu y, fonksiyonunun bu iki sinir sartini birden saglamasi miimkiin degildir. Bu
ise bir singularite etkisidir. Dolayisiyla bu tiir singiiler perttrbasyon problemlerini reguler
acilim kullanarak ¢6zmek miimkiin degildir.

140 Parametre Degeri Igin Nimerk Gdzim lle Asimptotik Yaklagmin Kiyaslanmasi
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Sekil 2.5.1. Ornek 2.5.2.” nin asimptotik ve niimerik ¢dziimlerini kiyaslayan grafik

2.6 Asimptotik Yaklasimlarin Gegerliligi

Bulunan asimptotik yaklasimin, ilgili problemin tanim araliginin tamaminda gegerli

olmasi yaklagimin uniformlugunu yani her yerde gegerliligini ifade etmektedir. Daha

—X

énce Ornek 2.3.5. te de gordigiimiiz iizere f(X)=X+e ¢ fonksiyonu icin elde edilen
f ~x asimptotik acilimi X=0 noktasi civarlarinda gegerliligini kaybetmektedir. Iste

bu durum problemin tanim kiimesi olan 0 <X <1 araliginin tiimiinde gecerli olan bir
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asimptotik yaklagim edilmedigini gostermektedir. Yani f ~x asimptotik yaklasimi

uniform bir asimptotik yaklagim degildir.

Asimptotik yaklagimlarin tiim tanim kiimesi iizerinde gecerli olmamalar1 genelde
acilimi yapilan ilgili fonksiyonun tanim araliginin ug¢ noktalarindaki davranisindan
kaynaklanmaktadir. Ornek 2.3.5. te de bunu &rnekleyen bir durum incelenmistir.

Asimptotik acilimlarin uniformlugunu test etmek icin basit bir limit testi kullanilabilir.

[a,b]" da sireklive (a,b)" da f(x,€)~d(x ) sarti saglayan f ve ¢ fonksiyonlar:
ile ilgilenilsin. X, noktas1 ise araligin u¢ noktalarindan (a ya da b’ den herhangi biri)

olsun. lim (%)

=0y (€)

#1 olmasi durumunda f(X,€) ~ ¢p(x,€) asimptotik yaklagimi uniform

olmayan bir yaklasimdir. Bu test uniformlugun saglanmadigini gostermek icin

—X

kullanilmaktir. Ornek 2.3.5. igin bu test uygulanir ise; 0<x <1igin f(x)=x+e* ~X

bulunmustu ve Sekil 2.3.1.” de Xx=0 noktasi civarlarinda uniformlugun bozuldugu

acikca gosterilmisti. Bunu test etmek bir de yukarida verilen kural kullanilirsa,

—X

f(x,e)=x+e*, d(X,g) = x ve X, = 0 segilmesi ile birlikte
f (X, €)=y (e) =1

ve

80%,&) = 0= lim 2028 _ g1

w0 ¢y (€)

elde edilir ki bu da asimptotik yaklasimin X, =0 noktasi civarlarinda gegerli olmadigini

gostermektedir.
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3. BOLUM
ESLESTIRILMIS ASIMPTOTIK ACILIMLAR METODU

3.1. Eslestirilmis Ac¢ilimlar

Asimptotik metotlarin temelleri, 6zel fonksiyonlar1 (special functions) hesaplamanin
yogun ilgi gormeye basladigi 18. yy’ a kadar dayanmaktadir. Bu 6zel fonksiyonlarin en
giizel orneklerinden biri de daha onceki boliimlerde incelenmis olan ve asimptotik
yaklasimi (2.3.2.1) denklemi ile verilmis olan Bessel fonksiyonudur (Poisson, 1823).
Ayni ylizyilin sonuna gelinmeden dikkatler diferansiyel denklemlerin asimptotik
¢Oziimlerinin bulunmasi iizerinde odakland1 ve oOzellikle de gk mekanigi ile ilgili

caligmalarda 6nemli gelismeler kaydedildi [1,4-8].

Bu boliimde eslestirilmis asimptotik acilimlarin tam olarak ne anlama geldigi ayrintisi
ile ele alinacaktir. Bu metodun temelleri akiskan mekanigi (fluid mechanics) ile sikica
iligkilidir. Konuyla ilgili ilk gelismeler kat1 bir cisim etrafindaki akiskan akis1 {izerinde
caligmalar yapan Ludwig Prandtl (1875-1953) tarafindan kaydedildi (1905). 1950’ li
yillar ise Eslestirilmis Asimptotik A¢ilimlar Metodu’ nun altin ¢agiydi. Bu donemde
metot, Friedrichs ve 6grencileri tarafindan giiniimiizdeki haliyle kullanilmaya basland1
ve optik de dahil olmak iizere birgok fiziksel probleme uygulanabilir duruma geldi.
1970’ 1i yillarda metotla ilgili basilan genis kapsamli kitaplar da yontemin ¢ok daha
popliler hale gelmesini saglamistir ve metot giiniimiizde bile gelistirilmeye devam
edilmektedir. Yontemin “uygulamali matematik temellerinden” oldugu kabul
edilmektedir. Baslarda “i¢ ve dis agilimlar metodu” (the method of inner and outer
expansions) ve “cift asimptotik agilim metodu” (the method of double asymptotic
expansions) seklinde anilan metot daha sonralar1 Francis Patton Bretherton’ un deyimi

ile giiniimiizdeki adiyla anilmaya baslanmistir [9,11-12,17].
3.2. Metodun Isleyisi

Yontemin igleyisini 6rnek {izerinde ayrintili olarak incelemek daha agiklayict olacaktir.
Bu nedenle Ornek 2.5.3. te incelenmis ve bir singiiler pertiirbasyon problemi oldugu

icin ¢oziimiine ulasilmamis olan (2.5.12) denklemi yeniden numaralandirilarak
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ey"(X)+2y'(x)+2y(x)=0, 0<x<1,

3.2.1
y(0)=0, y()) =1, 824

seklinde ele alinsin. Denklem, ikinci mertebeden lineer adi bir diferansiyel denklemdir
ve tam ¢Ozimiini bulmak zor degildir. =0 igin (2.2.1) denklemi mertebe
kaybedecektir. Daha 6nce de bahsedildigi tizere bu tip problemler genelde singiiler
pertiirbasyon problemi olarak adlandirilmaktadir (ancak bunun ters ornekleri de
mevcuttur). Bu tiir problemlerin Eslestirilmis Asimptotik A¢ilimlar Metodu ile
¢Ozlimiinde dort ana adim izlenecek ve tek terimli asimptotik yaklasim elde edilecek,
sonrasinda besinci adimda ise ikinci terim de elde edilerek iki terimli asimptotik agilim

elde edilecektir.
3.2.1. D1 ¢oziim (Adim 1)

[k béliimde regiiler agilimlarda yapildig: gibi

Y(X) ~ Y, (X) +ey,(X) +... (3.2.1.1)
seklindeki asimptotik ¢6ziim benimsenir. Bu yaklasim (3.2.1) denklemine uygulanarak

e( Yo +ey,"+..)+2( Y, ey, +..)+2(Y, +ey, +...)=0 (3.2.1.2)
denklemi elde edilir. Buradansa

O Y, +Y,=0=y,(X)=0e™, aecR

elde edilir. Ancak burada bir ikilem igerisinde kalinmistir. Ciinkii iki sinir sart1 olmasina
ragmen Y,(X)=oe ™ genel ¢oziimiinde yalmz bir tane keyfi sabit bulunmaktadir.
Bunun anlami, (3.2.1.1) formunda benimsenmis olan ¢6ziim yaklasiminin 0<x<1
tanim kiimesinin tamami {izerinde gecerli olacak bir ¢6ziim (uniform ¢o6ziim)
iiretemeyecek olmasidir. Su ana kadar bu genel ¢oziimiin hangi sinir sartin1 saglamasi
gerektigi konusunda bir bilgi verilmedi. Su an icin bilinen sey x=0yadax=1
noktalarindan birinde farkli bir ¢6ziim anlayiginin benimsenmesi gerektigi bir bolgenin
(sinir tabaka) varligidir. Simdilik bu smir tabakanin X=0 noktasinda bulundugu

varsayilsin. Boylece
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X

YyD=ae'=l=a=e=y,(X)=ee* =¢"

dis bolge ¢coziimii elde edilir.

3.2.2. Smir tabaka ¢oziimii (Adim 2)

[lk adimda sinir tabakanm X =0 noktasinda oldugu kabul edilmisti. Bu kabule bagh
olarak yeni bir koordinat sistemi benimsenmelidir.

=2 a>0 (3.2.2.1)

o

’

doniistimii ile elde edilecek olan bu yeni koordinatlar “simur tabaka koordinatlart’
olarak bilinmektedir. Bu doniisim yardimi ile X=0 i¢in € >0 durumunda bdlgeyi
gerebilme (zoom yapabilme) olanagi sunar. Bu yiizden (3.2.2.1) doniisiimii ¢ogu zaman
“germe dontigiimii” seklinde adlandirilir. (3.2.2.1) doniistimiiniin  zincir kural
yardimiyla uygulanmasi ile

d dxd 11

dx dxdx & dx

elde edilir. Y (>_(), problemin sinir tabakadaki ¢Oziimiinii gostermek {izere
ey"(xX)+2y'(x)+2y(x)=0

denklemi

2
groe 0 | 5pa O

—2

“Liav=0 (3.2.2.2)
dx dx

denklemine dontisiir. Sinir sart1 i¢in ise X =0 i¢in

X

y(0)=0=x=—=0=Y(0)=0
ed
elde edilir. Burada ise
Y (%)~ Yo (X)+ &Y, (x)+..., 2>0 (3.2.2.3)
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siir tabaka yaklagimi benimsenebilir. Bu agilimin da (3.2.2.2) denklemine uygulanmasi

ile
7% (Yo + e Y, )+ 267 (Yo + e Y, o)+ 2(Yp +EY, +..) =0,
= g7 "+ PN, " 2870+ 268, '+ 2, + 261, +... =0,

elde edilir ki tek terimli asimptotik acilim elde edilmek istendiginden

&7, "+ 267, '+ 2Y, =0
elde edilir. Dengeleme yapmak amaciyla terimler etiketlenirse

£72Y, "+ 26 Y, + 2 Y, =0

A B C
elde edilir. Burada ti¢ durum s6z konusudur. Bu durumlar;

e B~ C olmasi durumu:

N - X e e e e T .
Bu durum o=0 olmasm gerektirir ki bu da X =— doniisiimiiniin x = x sekline
€

gelmesine neden olur. Bu ise 1. Adimda incelenen durumdur. Dolayisiyla diger

durumlar incelenmelidir.
e A ~C olmasi durumu:

Bu durumda
1-200=0=oa= 1
2
elde edilir. Boylece

1
&%, "+ 2¢ 2Y,'+2Y, =0

elde edilir ki dengelemenin olmadigi asikardir. Ciinkii polinomsal esitlik

saglanamamaktadir. Bu durum da son durumun incelenmesi gerekmektedir.

e A~ B olmasi durumu:
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1-20=—0a=a=1

elde edilir ki buradan da
a(YO (X)+Ys (x))+ 2% (x) =0,
bulunur.

Boylece dogru dengelemeye ulasilmis olur. Buradan ise Y,"+Y,'=0veY,=0
denklemleri elde edilir. Ancak Y, =0 c¢ozimi ile ilgilenilmeyecektir (sifir ¢éziim

oldugundan). Artik problem Y,"+Y,'=0, Y(0)=0 seklini almigtir. Bu problemin

¢coziimiiyle de A e R keyfi bir sabit olmak iizere
Yo (X) = A(l—e*?) (3.2.2.4)

denklemi elde edilir. Ancak dikkat edilirse bu ¢6ziim A sabitini i¢ermektedir ve bu

sabitin belirlenmesi gerekmektedir. Bu ise sonraki adimda incelenecektir.

3.2.3. Ac¢ilimlarin eslestirilmesi (Adim 3)

Sinir tabaka ¢oziimii (i¢ ¢6ziim) Y, ()_(>:A(1—e‘;) seklinde bulunmustu. Buradaki

AcR sabitini belirlemek gerekmektedir. Onceki adimlarda bulunan i¢c ve dis
yaklagimlarin aslinda ayni fonksiyona ait fakat farkli bolgelerde gecerli olan agilimlar
oldugu biliniyor. Friedrichs’ in modeline gore i¢ ve dis bolgelerin birbirlerine temas
ettikleri gegis bolgesinde her iki agilimin da ayni degeri almasini beklemek yanlis
olmayacaktir. Yani i¢ acilim degiskeni sinir tabakadan ¢ikarken ve dis agilim degiskeni
sinir tabakaya girerken aldiklar1 degerler ile sirasiyla i¢ agilim fonksiyonu ile dis agilim

fonksiyonu birbirlerine esit olmalidir. X=0 noktas: civarlarindaki sinir tabaka varligi

.. . . — X - v e
ve &£ — 0 igin x sabit tutulur ise x == — o oldugu goz oniine alinarak
€

lim y, (x) = limY (%) (3.2.3.1)

“esleme prensibi”’ (matching condition) elde edilir. Dolayisiyla
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lim e =lim A(l—e’;) —=e=A

x—0 X—>00

=Y,(x)=e—e"?¥

bulunur. Artik i¢ ve dig bolge i¢in gecgerli olan iki farkli ¢6ziim elde edilmis durumdadir.
Ancak ¢6ziim bitmis degildir. Ciinkii farkli bolgelerde gecerli olan farkli ¢oziimlerle
ugragsmaktansa tek bir ¢oziimle ugrasmak c¢ok daha akillicadir. Bu ise 4. Adimda

gerceklestirilecektir.

Hemen belirtilmelidir ki (3.2.3.1) ile verilmis olan esleme prensibi her probleme

uygulanamaz. Ornegin x=2 — o0 i¢in ¢Oziim singlilariteye sahip olabilir. Dolayistyla
€

esleme prensibinin farkli durumlarda farkli formda kullanilmasi gerekebilmektedir. Bu
nedenle baslangic calismalar1 Kaplun ve Lagerstrom tarafindan yapilmis olan “ara
esleme” (intermediate matching) kavrami ortaya ¢ikmigtir. Daha sonraki boliimlerde bu

kavrama deginilecektir.
3.2.4. Birlestirilmis ¢oziim (Adim 4)

Daha 6nceki adimlarda da goriildiigii iizere tanim kiimesi olan 0 < x <1 araliginin farkl
bolgelerinde gegerli olan farkli iki ¢oziim elde edildi. Asil amag ise 0 < X <1 kiimesinin
tamaminda gegerli olan (uniformly valid) bir ¢6ziim elde edebilmektir. Bunun i¢in
yapilmast gereken i¢ ve dis ¢oziim olarak bulunan bu iki ¢6ziimiin toplanip ortak
bolgedeki (overlapping region) degerlerinin ¢ikarilmasidir. Boylece ortak noktadaki

degerleri iki kez sayilmamis olacaktir. Yani
Y ~ Yo () +Y, (X) = ¥ (0),

ya da buna denk olarak
Y~ Yo () +Yo (X) =Y, (),

prosediirii birlesik ¢6ziimii verecektir ve boylece

2X
y~e—g ©
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tek terimli (i¢ ve dig bolge ¢Oziimlerinin her birinin ilk terimi alinarak olusturulan)

asimptotik yaklasim elde edilir.

eps=0.1 Parametre Degerleri in Tam Céziim lle Asimptotik Géziimiin Kiyaslanmas

25
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Sekil 3.2.4.1. £=0.1 igin (3.2.1) denkleminin asimptotik ve tam ¢6ziim grafigi
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Boliim 3.2.4° te birlesik ¢oziim toplamsal olarak yani i¢ ve dis ¢oziimiin toplanip ortak
bolgedeki degerlerinin ¢ikarilmasi ile elde edildi. Pratikte cok kullanilmasa da ¢arpimsal
olarak elde edilen farkli bir birlesik ag¢ilim elde etme yolunun varligindan
bahsedilmelidir. Ancak kolaylik agisindan toplamsal yol kullanilmaktadir. Dolayistyla

birlesik ¢ozlimiin tekliginden bahsetmek miimkiin degildir.

(3.2.1) denkleminin tek terimli asimptotik yaklasiminin grafige dokiimiinden de
anlasildig1 lizere i¢ ve dis ¢oziimlerin birer teriminin kullanilmasi ile olusturulmus tek
terimli birlesik ¢6ziim bile problemin tam ¢ozliimiine olduk¢a yakin bir yaklasim
vermistir. Ancak daha da hassas ¢oziim elde etmek icin acilimlarda daha fazla terim
kullanmaya ihtiya¢ duyulabilir. Bunun i¢in ise ilk terimi bulmada uygulanan adimlarin
bir benzeri uygulanir ancak burada eslestirme prosediirii bazen biraz karmasik
olabilmektedir. Ayrica bazi durumlarda (3.2.3.1) ile verilmis olan eslestirme kurali
gecerli olmayabilmektedir. Daha sonra deginilecegi lizere i¢ ya da dis agilimin bir limite
sahip olmamasi bu duruma 6rnek olusturmaktadir. Bu nedenle “eslestirme metodu”
daha ayrintili bir incelemeyi hak etmektedir. Asagida verilen sekil, birlesik ¢oziimiin

nasil olusturuldugunu gorsel olarak agiklamaktadir [1-3].

(INNER) (OUTER)
IC ACILIM  DIS ACILIM

v

0 € n n (8) n, 1 X
N J
.. .. Y .. .
ORTUSME BOLGESI

(OVERLAPPING DOMAIN)

Sekil 3.2.4.3. Eslestirme Metodu’ nun temel mantigini olusturan, i¢ - dis agilimlarin
ortak gegerlilik bolgesi olan “ortiisme bolgesi” * ni ifade eden sekil
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Sekil 3.2.4.3. ten de goriildiigii lizere [n,,m,] araligi, i¢ agilim (inner expansion) ve dis
acilim (outer expansion) fonksiyonlarinin ortiistiigi bolgedir. Bu bolgenin varliginin
kanitlanmasi bu tezin konusu disindadir ve bilinmelidir ki su ana dek tatmin edici
nitelikte bir ispat yayinlanmis degildir. Bu nedenle “értiisme bélgesinin varligi” ¢ogu

kez “Kaplun’ un Hipotezi” seklinde anilmaktadir [5,10,13].
3.2.5. Ara eslestirme

Bu yontemin calisma prensibi tamamen Sekil 3.2.4.3.” te verilmis olan diyagram
tizerine kuruludur. Saul KAPLUN (1924-1964) ve Paco Axel LAGERSTROM (1914-
1989) tarafindan gelistirilmis bir yontemdir. Belirtilmelidir ki bu metodun problemlere

uygulamasi bazen ¢ok karmasik olabilmektedir.

Bu boliimde “ara degisken” (intermediate variable) olarak adlandirilan, Ortiisme
bolgesi lizerinde tanimli olan yeni bir degisken tanimlanacak ve bulunan i¢ ve dis
¢oziimler bu degisken cinsinden yazilacaktir. Bu ortak tanim bélgesinde i¢ ve dis

acilimlarin ayn1 sonucu vermesi yontemin oziidiir.

Eslestirilmis asimptotik agilimlarin 5. adimi olarak islenecek olan bu konuda ara

degisken yardimiyla iki terimli birlestirilmis ¢6ziim elde edilecektir.

(Yo "(X) +ey, "(X))+ 2y, '(X) + 2y, '(X) + 2y, + 2ey, =0,

= gy, "(X) + 2y, '(X) + 2ey, '(X) + 2y, + 2¢ey, =0,

= (Y, "(X)+2Y,'(X) +2y, ) +2Y, '(X) + 2y, =0,

= Yo ") +2y,'(X) +2y, =0, 2y, '(X) +2Y,, Yo (D) =1, y,(x) =0,

denklemlerine ulasilir ki y,(x) = & oldugu daha 6nceden bilindiginden

1-X 1.

=S n =%,

Y1 "(X) + y1(X) =

= Y(X) ~ Yo (X) + ey, (X) +...

seklinde tanimlanmis oldugu hesaba katilarak iki terimli dig bolge ¢6zimi

1-x

2

= Y, (X) =€ +a[e (1- X)J =g (1+§(1— x)j, (3.2.5.1)
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seklinde elde edilir. Benzer islemler i¢ ag¢ilim igin uygulanir ise (3.2.2.2) ve (3.2.2.3)

denklemlerinin yardimi ve A =1, a =1 alinmasi ile

Y (X) ~ Y, (x)+Y, () (3.2.5.2)

= %(Y0 "+eY, ")+§(YO +eY, ) +e(Y, +eY,) =0,
=Y, "+, "+ 2Y, "+ 2V, '+ 2&Y, =0,
ve €' un kuvvetlerine gére duzenlenir ise
€ (Yl "+2Y, '+ 2Y, ) + (Y0 "+ 2Y, ) =0,
= Y,"+2Y,"+2Y, =0, Y,"+2Y,'=0, Y,(0) =0, Y,(0) =0,
denklemlerine ulasilir. Y, ()_() zaten daha 6nce
Y, (>_<) —e—g ¥
seklinde bulunmustu.
Y, "+Y, +2e - 26" =0 = Y,"+Y,"' = 2" —2e, Y,(0) =0
problemine ulasilir. Homogen olmayan ikinci mertebeden bu adi denklem icin belirsiz

katsayilar metodu uygulanirsa

-2x
Ylhomogen = A+ Be
bulunur ve
al-2X o
Yo =Ci e +C, X

Ozel ¢ozum Onerisi ile
yal-2x v
C,=-1C,=—e=Y,, =—x 7 —ex

olup

Yl

= Ylhomogen + Ylt‘)zel

Y, (X)= A+ Be ™ —xe " —ex, Y,(0) =0,
= B=-A=Y,(x)= A(1—e*2?)—e§(1+ e*ﬂ), (3.2.5.3)

=Y (x) ~Y, (x)+Yl(x) —e—g" ¥ +8(A(l—e‘2;)—e>_((l+ e‘zi))
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elde edilir. Boylece iki terimli i¢ agilim da elde edilmis olur. (3.2.5.3) denklemindeki

A e R bir sonraki adim olan esleme siirecinde belirlenecek olan bir sabittir.

Simdi ise esleme islemini gergeklestirmek iizere i¢ ve dis agilimlarin birbirine denk
olmalar1 gercken oOrtiisme bolgesi {izerinde tanimli olan ara degisken (intermediate

variable)

X =—— =2 0<a<l (3.2.5.4)
&

biciminde tanimlansin. Bu ara degiskenin sirasi ile iki terimli i¢ ve dis agilimlara

uygulanmasi ile
_ l—xns“ € o
Yo, =€ @+E@—MSU (3.2.5.5)
ve
Y, —e—e 4g ( A(l— e 2 ) —ex e’ (e’zx“gH )) (3.2.5.6)

denklemleri elde edilir. Artik iki terimli (3.2.5.5) i¢ agilim denklemi ve (3.2.5.6) dis

acilim denklemi ortak tanim bolgesi degiskeni olan X, ara degiskeni sayesinde esleme

prosediiriine hazir durumdadirlar ancak bazi terimlerin Taylor seri agilimlar: yardimiyla
ortak (daha sonra birlesik ¢oziim bulma asamasinda iki kez sayilmamasi adina

c¢ikarilacak olan) terimleri belirlemek gerekmektedir. Yani

ho = (15 amx)

£

denklemindeki €™ teriminin Taylor seri agilimi yardim ile (MacKichan Scientific

Workplace 5.5 programi kullanilarak)
e ae 1 2 2ae OH—le € e € 2,20 (3 2 5 7)
Yas; ~€— X8 +§Xﬂ8 —X.& —E +5Xn8 +... 2.0,

denklemi elde edilir.
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(3.2.5.6) denklemi igin ise basitlestirmek igin —2an°“1 =§ seklindeki doniisiim yardimi

ile (ki boylece e — 0 icin & — —oo oldugu agiktir) limite gegilir ise

Y, ~e—g’X e+ Ae (3.2.5.8)

elde edilir. (3.2.5.7) ve (3.2.5.8) denklemlerinin eslestirilmesi ile Az% bulunur.

Boylece (3.2.5.7) yaklasimi
o e
Yo ~€-¢ xne+§s (3.2.5.9)
seklini alir. Buradan da
o e
Yortak =€ 8 Xne+§8 (32510)

elde edilir. Birlesik ¢oziim Y ~ Y, +&y, +Y, + €Y, — Y« seklinde tanimli oldugundan

alx €. 12X € a2x\_ a7 2x) | By o ©
y~e (1+2(1 x)]+e e +a(2(l e ) ex(l+e )J e+e'xe 28

2x —2X -2X
~e1r Ea-x) te—e ¢ +g o|1-e: |-el1+ec ||-e+xe—¢
2 2 € 2

(3.2.5.11) iki terimli birlesik ¢oziimii elde edilir. Simdi ise bulunan bu iki terimli

asimptotik yaklasim ile problemin tam ¢6ziimii grafik {izerinde kiyaslansin.
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eps=0.1 Parametre Degeri Icin Tam Goziim lle 2 Terimli Asimptotik Gozimin Kiyaslanmasi
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Ara esleme (intermediate matching) ile ilgili daha detayli bilgi i¢in Paco Lagerstrom’

un “Matched Asymptotic Expansions: Ideas and Techniques” kitab1 incelenebilir [8,16].
3.3. Birden Fazla Sinir Tabakaya Sahip Problemler

Su ana dek tanim araliginin yalniz bir sinirinda meydana gelen sinir tabakalarla ele
alindi. Ancak durum her zaman bu sekilde olmayabilir. Yani i¢ acilim fonksiyonu sinir
kosullarinin her ikisini birden saglamayabilir. Bu boliimde yine ¢6ziim prosediirii 6rnek

problem iizerinde alinacaktir. Bu amagla

gy"+exy'—y=-€", 0<x<l,

y(0)=2, y@)=1

(3.3.1)

problemi ele alinsin. Goriildiigi tizere (3.3.1) problemine ait diferansiyel denklem daha
onceki Orneklerdeki denklemlerin aksine degisken katsayilidir. Ancak hemen
belirtilmelidir ki tanim araliginin her iki ucunda da tabaka bulunmasinin nedeni bu
degildir. Problemin ¢6ziimiinde, daha Onceki Ornekte de oldugu gibi, islemler

siniflandirilarak adim adim islenecektir.

3.3.1. Di1s ¢oziim (Adim 1)

€ =0 i¢in denklem
—y=—e"=y(x)=¢"

formunu alir ki bu dis agilim yaklagimi olan Y, in kendisidir. Dolayisiyla

Yo (X) =

elde edilmis olur. Ancak gorildigi tzere VY,(X) her iki smur sartini da

saglamamaktadir. Bu nedenle hem X=0 hem de X =1 noktalarinda (ki bu noktalar

problemin tanimli oldugu araligin u¢ noktalaridir) sinir tabaka mevcuttur.

3.3.2. Siir tabakalar ve esleme islemi (Adim 2)

Oncelikle X=0 noktasindaki sol sinir tabaka i¢in X=— smir tabaka doniisiimii
€

uygulansin.
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Boylece gy"+exy'—y =—e diferansiyel denklemi

2 - a0
sz’zad—_YeraXd—Y_—Y =—e* (3.3.2.1)
dx dx
denklemine doniisiir. (3.3.2.1) denkleminde homojenligi bozan kisim olan € in
Taylor seri agilim1 kullanilarak
2 — pa—
sZ-ZQd—_\;ﬂxd—t—Y =-1-g"X+... (3.3.2.2)
dx dx
denklemi elde edilir. Simdi ise sira (3.3.2.2) esitliginin dengelenmesi igin belirlenecek
olan o sabitinin bulunmasindadir. Daha oOnceki boliimlerdeki oOrneklerden de
cikarilacagi iizere (3.3.2.2) denklemi i¢in o =1 olarak bulunur. Artik (3.3.2.2) denklemi
d’  —dy

— feX—-Y =—1—gX+... (3.3.2.3)
d)(2 dx

denklemine doniisiir ki
Y ~ Yo (X) Y, (%) + .

formunda bir ¢6ziim arayis1 benimsenebilir. Ancak sadece tek terimli birlesik ¢6ziim ile

ilgilenileceginden Y, (>_<) fonksiyonunu bulmakla yetinilecektir. Buradan ise

Y,"-Y, =-1 0<x<oo, Y,(0) =2 (3.3.2.4)
problemi elde edilir. (3.3.2.4) probleminin ¢6ziimii Ae R olmak iizere
Yo (X) =1+ Ae™ +(1-A)e* (3.3.2.5)

seklinde elde edilir. (3.2.3.1) denklemiyle verilmis olan esleme prensibi yardimiyla

Yy () =Y,(0) olmas: gerektiginden A=1 elde edilir. Bu durumda ise (3.3.2.5)

denklemi
YO(>_<) =1+Ae (3.3.2.6)
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sekline doniisiir.

Simdi de tanim araliginin sag smiri olan X =1 noktasindaki smir tabaka incelensin.

Burada ise sinir tabaka X =1 noktasinda oldugundan dolay1
X=— (3.3.2.7)

seklindeki yeni sinir tabaka koordinat donilisiimii uygulanacak ve bu bolgedeki ¢6ziim

Y (X) ile gosterilecektir. (3.3.2.7) doniisiimiiniin (3.3.1) problemine uygulanmasi ile

2
& L (Lrex)e? Doy g (3:328)
dX dX

denklemi elde edilir ki burada da dengeleme kosulu =1 i¢in saglandigindan (3.3.2.8)

denklemi
2
ay +(1+ex d—Y—Y = —g!"x (3.3.2.9)
d ? dx
X

denklemine doniisiir. Tek terimli asimptotik yaklagim istendiginden Y ~YO(X)

seklindeki ¢6ziim arayisinin benimsenmesi yanlis olmayacaktir. Boylece (¢ -0 igin)

denklem
Y, "+Y, =Y, =—e, —0o<x<0, Y,(0)=1 (3.3.2.10)
problemine doniisiir. Bu homogen olmayan sabit katsayili adi lineer diferansiyel

denklemin ¢oziimii ise Be R ve
.- 31448]
olmak {izere
Yo(x)=e+Be" +(1-e~B)e™" (3.3.2.11)

seklinde elde edilir.
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Simdi de B sabitini belirlemek adina 0 < X <1 i¢in

.o x=1 .
lIim——=limx=—-w

e>0 ¢ e—>0

oldugu da dikkate alinarak esleme islemine gegilirse

Yo (_OO) =Y, (D)

esleme sart1 elde edilir. Buradan ise B=1-e bulunur ki bu (3.3.2.11) denkleminde

yerine yazilirsa
Y, (x) =e+(1-e)e" +(1-e—(1-e))e* =e+(1-e)e™ (3.3.2.12)

sag tabaka ¢oziimii elde edilir.
3.3.3. Birlesik ¢oziimiin elde edilmesi (Adim 3)

Bu problem i¢in de son adim birlesik agilim (composite expansion) bulmaya ayrilmistir.
tic farkli bolge i¢in elde edilmis olan {i¢ farkli asimptotik ¢oziim tek bir ¢oziim altinda
birlestirilecektir. Yani 0 <X <1 tanim bdolgesinin tamaminda gegerli olan bir uniform

¢Oziim aranmaktadir. Bu ise tek siir tabakali durumdakine benzer olarak
Y~ Yo(X) +Yo (X)+Y, (x)—\(0 (20) =Y, (o) (3.3.3.1)
denklemi yardimiyla elde edilecektir. Sonug olarak

X LXB[,hﬁﬂ

y~e‘+e c+(l-e)e* (333.2)

birlesik ¢6zlimii elde edilir. Bulunan bu tek terimli birlesik asimptotik ¢éziimiin €
parametresinin farkli degerleri i¢in niimerik ¢oziimlerle kiyaslanisi asagidaki grafikler
tizerinde verilmistir. Sekil 3.3.3.2° den de gozlemlendigi lizere € =0.01 igin oldukc¢a

hassas bir ¢6ziim elde edilmistir.
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Sekil 3.3.3.1. (3.3.1) denkleminin ¢dztimlerini € =0.1 degeri i¢in kiyaslayan grafik
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Sekil 3.3.3.2. (3.3.1) denkleminin ¢6ziimlerini € =0.01 degeri igin kiyaslayan grafik
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3.4. Transandantal Olarak Kiiciik Terimler

Su ana kadar ele alinmig (nispeten kolay) olan pertiirbasyon problemlerine ait bulunan
sonuglarda (ki bunlar asimptotik yaklagimlar idi) goz ardi edilmis (missing) terimlerin

ne olduklari ve ne islevde olduklari ile ilgili sorular akla gelebilir. Ornegin,
ey"+y'=2, 0<x<1 y(0)=0, y@) =1 (3.4.1)

siir deger problemi ile ilgilenilsin. Problem x=0 noktasinda sinir tabakaya sahiptir.

Di1s agilim igin alisilmis formdaki

Y ~ Yo (X) +&y, (X) + &%y, (X) +... (3.4.2)
¢Oziim Onerisi benimsensin. € =0 alinarak ¢éziim yapilir ise

Yo '(X) =2=> Y (X) =2x+Cy, ¢, e R(y(1) =1) = y,(x) =2x—1

elde edilir. Diger terimler i¢in &' a gore polinomal esitlik kullanilir ve denklemler

¢Ozilir ise
yl(X) = yz(x) = y3(x) =..=0

elde edilir. Bunun anlami ise, dis ac¢ilim igin (3.4.2) Onerisi kullanilarak elde
edilebilecek tiim yaklasimin y~2x—-1 olmasidir. Ancak y=2x-1 tam c¢oziim
degildir. Dolayisiyla (3.4.2) onerisi ile bulunan ¢6ziimde eksik bir seyler vardir. Bu
eksiklik ¢’ un kuvvetlerine gore kiyaslandiginda transandantal olarak kiigiik olan
terimlerden baska bir sey degildir. Su ana kadar ¢oziilen 6rnek problemlerde bu terimler
hep goz ardi edildi ancak buna ragmen gayet iyi yaklagimlar elde edildi. Baz1 6zel
durumlarda ise bu terimlere ihtiya¢ duyulabilmektedir. Bu terimlerin islevini anlamak
adma sonraki sayfalarda iki ornek coziilecektir. ilk ornekte transandantal terimlerin
asimptotik yaklagimlarda bulunup bulunmamasinin ¢éziimiin hassasliginda “olmasa da
olur” seklinde bir etkiye sahip oldugu gdzlemlenecektir. Ikinci 6rnekte ise ¢dziimiin

tamamlanabilmesi i¢in transandantal olarak kiigiik terimlerden yararlanilacaktir.
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Ornek 3.4.1. 1k 6rnek olarak yukarida dis agilimimin ilk terimi bulunmus olan (3.4.1)
problemi ele alinsin. Dis bolge ¢ozlimii i¢in dogrudan )_(=£ seklindeki sinir tabaka
€

koordinat doniistimii kullanilir ise

s (X)+ 2V (x) =2

denklemine ulasilir ki esitligin her iki yani da ¢ parametresi ile ¢arpilir ise
Y "(>_<)+Y '(>_<)=2s (3.4.3)

sabit katsayili lineer homogen olmayan adi diferansiyel denklemi bulunur. Dis ¢6ziim

yaklagimi olarak
Y (X) =Yy (X)+eY, (x)+27Y, ()

¢Oziimii benimsenir ise
(Y0 "+eY, "+£°Y, "+ ) + (Y0 +eY, +e%Y, '+ ) =2¢

esitligi bulunur ki bu denklem de ¢’ un kuvvetlerine gore diizenlenir ise
e (Yo "+Y, ) +e (Y "+Y )+ (Y, "+Y, ) +...=2¢

elde edilir. Bu denklemden de

Y,"+Y,'=0, Y,(0) =0,
Y,"+Y,'=2, Y,(0) =0,
Y,"+Y,'=0, Y,(0) =0,

denklemlerine ulagilir. Bu denklemlerden Y,"+Y,'=2, Y;(0)=0 problemine ait olan

denklem haricinde digerleri homogen denklemler oldugundan ¢oziimleri (karakteristik

denklem yardimiyla) gayet kolaydir. Bu nedenle yalnizca Y,"+Y,'=2, Y;(0)=0

probleminin ¢dziimiiyle ilgilenilsin. Bunun i¢in homogen olan ve homogen olmayan
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kisimlara ait ¢éziimler ayr1 ayr1 bulunup toplanacaktirlar. Homogen kismin ¢6ziimii igin

karakteristik denklem yazilir ise
r’+r=0=r(r+1)=0=r=0,r,=-1
elde edilir ki buradan da S, T € R sabitler olmak tizere

Y,

1homogen

(>_<) =S+Te™

¢oziimii elde edilir. Homogen olmayan kisim igin ise belirsiz katsayilar metodu

kullanilir ise D € R olmak tizere

Y,

1dzel

(x)=Dx

¢Oziim Onerisi yardimiyla D = 2 elde edilir. Dolayisiyla 6zel ¢oziim

seklinde bulunur. Boylece

+Y.  =S+Te ™ +2x

16zel

Y, (x)=.

1homogen

genel ¢oziimii elde edilir. Y;(0) =0 sartinin uygulanmasiyla de T =-S bulunur ki bu da
Y, (x)=2x+8(1-¢7)

olmasina neden olur. Boylece dis ¢Ozlim
Y(x)=A, (1—e-*)+g[2>_<+Al (1—6_;):|+82A2 (1-e7)+...

seklinde bulunur.

Dis ¢6ziimde yer alan denklemlerin katsayilarinin belirli bir diizende bulunmasi adina S
katsayist A, olarak alindi. Goriildigii tizere bu yaklasim x=0 i¢in smir sartin

saglamaktadir.

Ic ve dis yaklasimlar elde edildi. Simdi ise dis agilimda goz ardi edilen (missing)

terimlerle ilgilenilecektir.
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Bu terimleri belirlemek igin

Y~ Yo +ey, +€7Y, +ot+ 2 (X,8)+ 2, (X, 8) +... (3.4.9)

yaklasimi ele alinsin. Burada z; fonksiyonlari iyi sirali ve kuvvet fonksiyonlarina gore
transandantal olarak kiigiik fonksiyonlardir. Yani Vi, | i¢in i< j iken z; <z, ve Vi,n

igin z; <&" dir. Ancak z;(x,e) fonksiyonlarmda e parametresinin ne sekilde

bulundugu hakkinda herhangi bir ipucu su an i¢in bulunmamaktadir. Bilinen sudur ki
(3.4.4) yaklasimi dis agilima ait oldugundan 0< X <1 i¢in x sabit tutulup € -0 igin
limite gecildiginde dis acilimi saglamalidir. (3.4.4) yaklasimi (3.4.1) denklemine

uygulanir ise

e(Yo "F ey, ot 2+ 2 )+ (Yo HaY, FoH ZgH+ 2+ ) =2

elde edilir. Bu denklem yardimui ile Y; Ve z; fonksiyonlari i¢in esitlikler elde edilecektir.
Ancak Yy, fonksiyonlar: i¢in daha once elde edilmis olan denklemler gecerliligini
korumaktadir. Ciinkii z, fonksiyonlar1 ayn1 zamanda ¢ parametresinin fonksiyonudur

ve Y, fonksiyonlari icin daha once elde edilmis denklemlerin kabul edilmesi z,

fonksiyonlarmin bu duruma uygun deger almasina neden olacaktir. Yani yine
Yo (X) =2x-1 ve y,(X) =Y,(X) = Y,(X) =...=0 dir. Simdi ise yalnizca z, fonksiyonu ile
ilgilenilecektir. z, fonksiyonunun & parametresine ne sekilde bagl oldugu tarafimizca

belirleneceginden
€2,"+12,'=0, 7,(0,e)=0

denklemi yazilabilir. Buradan ise
> 1
Zy(X,€)= u(s)(e s —eS] (3.4.5)

¢oziimiine ulagihr. z, fonksiyonunu tam olarak belirleyebilmek (yani p(e)

fonksiyonunu bulmak) i¢in ara esleme (intermediate matching) kuralindan

yararlanilacaktir. Bunun i¢in i¢ ve dis yaklagim fonksiyonlari ortak tanim araliginda
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.. . ) X
tammli olan ara degisken cinsinden yazilacaktir. Yani X = - O0<B<1 ara
€

degiskeninden yararlanilacaktir. Boylece
x 1
Yo ~—1+ 2anﬁ+...+u(e)[e e —egj (3.4.6)
ve

Vo~ A (L-e )+ S[ZXneﬁl +A(1-e )} i (34.7)

denklemleri elde edilir. Artik i¢ ve dis ¢oziim yaklagimlari esleme ara esleme islemine

hazir durumdadirlar. Esleme islemi yardimiyla Ay =—1 ve p(e)=21bulunur. Béylece

zo(x,s):[eeX —eiJ (3.4.8)

elde edilir. (3.4.8) teriminin O0<x<1 0zelligini tasiyan X degerleri i¢in €’ un
kuvvetlerine gore transandantal olarak kiigiik oldugunu gostermek zor degildir. Sonug

olarak

—X ;l

y~2X—1+..+€° —e°® +... (3.4.9)

dis agilimi elde edilir. Ornegin X =0.85 ve & =0.01 segilsin. Bu durumda Y, =0.7 iken

Z, ~1.2161x10*" bulunur. iste bu ve bundan 6nceki 6rneklerde dis acilim icin bu
terimlerin goéz ard1 edilmesinin nedenidir. Asagida verilen grafik, Xx=0 noktasindaki sinir
tabakadan uzak yerlerde (dis agilimin gecerli oldugu bdlgede) z, teriminin ne kadar

kiiciik etkiye sahip oldugunu gorsel olarak gostermektedir.

Hemen belirtilmelidir ki (3.4.4) ile transandantal olarak kiiglik olan terimleri bulmaya
yonelik benimsenen yaklasim daha farkli formlarda da olabilmektedir. Ilgilenilen

problemin dogasina gore farkli formlardaki yaklasimlar  benimsenebilir.
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DIS AGILIM IGIN TRANSANDANTAL TERIMIN ETKISINi GOSTEREN GRAFIK
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Sekil 3.4.1. Ornek 3.4.1.” de dis acilima ait transandantal olarak kiiciik terimlerin etkisi

Ornek 3.4.2. gy"—xy'+exy=0, -1<x<1 y(-)=y,,, yQ= Yee Problemi ile
ilgilenilsin. Her iki sinirda da tabaka mevcuttur. Buradaki yg,ve Y., simr degerleri

daha sonra 6zel olarak sirayla 2 ve —2 segilip durum incelenecektir. Dis agilim igin
Y~ Yo +ey, +Y,

seklindeki yaklagim benimsenir ise Y, =C,CeR elde edilir. Yani dis agilima ait ilk

. . o .. e - x+1
terim yalnizca bir reel sabittir. x =—1 i¢in sinir tabaka ¢oziimii ele alinsin. X =——

€
koordinat doniistimiimiin uygulanmasi ile

Y, "+Y, ' =0

denklemi elde edilir. Buradan da sol simir kosulunun da uygulanmasi ile sol tabaka
aciliminin ilk terimi olarak

Y, (§)=c+(yso, —c)e™

- .. .. x-1 .
elde edilir. Benzer bicimde sag smir tabakasi icin X=—— koordinat doniistimii
€

uygulanir ve ilgili sinir kosulu uygulanir ise
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X

Yo=c+(yy —C)e

elde edilir. Bulunan bu ¢éztimlerin tek bir fonksiyon ile ifadesi

X

C+(ySol —c)e* , X=-1smir

y~+4C )

X

C+( Ve —C)e",

seklinde elde edilir. Ancak burada esleme prensibi kullanilsa dahi bilinmeyen c sabiti
varhigim stirdiirecektir. Bu alisilmig bir durum degildir. Bu sorunu ¢6zme prosediirii
problemden probleme farklilik gdstermektedir. Bazi problemler igin 2. terimlerin
bulunmasi bu sorunu ¢dzmek i¢in yeterli iken bazi lineer problemler iginse WKB
(Wentzel-Kramers-Brillouin) metodu adi verilen yaklagim uygulanabilir. Sorunun
¢Oziimii i¢in dis bolgede transandantal olarak kiiciik terimlerin bulunmasi islemi diger
yontemlere gore oldukca zahmetli olmasina ragmen agikca gozlenen avantajlara
sahiptir. Ciinkii lineer ve lineer olmayan ¢ok cesitli problemlere uygulanabilirdir.

Yukaridaki problemde uygulanan islemler benzer olarak uygulanirsa

e(Yo "+t 2"+ ) X(Yo ot Zg F o) +EX( Yo+ Zg+...) =0

elde edilir. Tipki onceki Ornekteki gibi sadece z,’1 igeren denklemle ilgilenilirse

€2,"— X2, +exz, =0

denklemine ulasilir.
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4. BOLUM
ARDISIK TAMAMLAYICI ACILIMLAR METODU

Successive Complementary Expansion Method (SCEM) adi ile anilan bu metot, J.
Cousteix ve J. Mauss’ un [1] kitabinda tanitilmis ve bu ¢alismanin ii¢lincii boliimiinde
detaylica incelenmis olan Eslestirilmis Acilimlar Metodu (MMAE)® ye alternatif olarak
ortaya cikmistir. Asagida, Ardisik Tamamlayict Acilimlar Metodu’ nun oOzellikleri
incelenecek olup temel anlamda Eslestirilmis Acilimlar Metodu’ nun isleyisinin tersini
benimsemis olan bir metot oldugu sdylenebilir. Yani oncelikle uniform olarak gegerli
olan bir ¢6ziim anlayis1 benimsenir ve daha sonra sinir kosullari ile ilgilenilir. Regiiler

ve genel olmak iizere iki farkli SCEM yaklagimi mevcuttur. Bu yaklagimlar, 5, ler
asimptotik diziler, y; ler tamamlayici fonksiyonlar ve ¢, ler MMAE ile bulunmus olan

dis ¢oziimler olmak iizere

(xxa) 28 |:(pi(X)+\Vi()_()] (4.1)

ve

n

0, (x%,8) =Y 5 (8)|:(_pi(x,8)+\_|li (i,g)} (4.2)

i=1
formundadir.

Metodu daha anlagilabilir hale getirmek adina 6zel olarak ikinci mertebe sabit katsayili
singiiler pertiirbasyon problemlerinin en genel hali ile ilgilenilsin. f siirekli bir

fonksiyon, O0<e<l1; a=0,b, a, R olmak iizere

gy "(X)+ay'(x) +by(x) = f(x), 0<x<1 (4.3)

y(0)=a (4.4)
ve

y@®=p (4.5)

siir tabaka problemi i¢in
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y(X,€) =Y, (X) +ey,(X) +... (4.6)

basit agilimi Onerilirse indirgenmis dis agilim denklemi olan

Yo 09+ 2 o9 = (¥ @)

elde edilir ki ¢oziimii elde etmek integrasyon g¢arpani yardimiyla olduk¢a kolaydir.
Ancak iki sinir sarti meveut olup (4.4) ve (4.5) smir sartlarinin ayni1 anda saglanmasi
6zel durumlar haricinde miimkiin degildir. Dolayisiyla problemin tanim araliginda ani
degisimlerin yasandig1 (daha dnceki boliimlerde i¢ (inner) bolge olarak adlandirilmis

olan) bir bolge mevcuttur. Bu bolge €, ile gosterilsin ve ani degisimin yasandig1 bolge
X, E[O,l] olsun. I¢ bélge icin ¢dziim elde edebilmek adma siir bolgesi degisken

degisimi uygulanmalidir. Bu degisken

x=2"% (4.8)
5(¢)
formundadir. Dolayistyla y(X,€) = Y(;(, 8) ¢Oziimii aranir ve (4.1) problemi
2 —_—f —
60+ 8()a s +0(3) = T (X) (4.9)
dx dx

problemine déniisiir. Ozel olarak (probleme gore degiskenlik gosterebilir) 8(g) =&

alinir ve
y(x,€) =Y, (>’<)+a\(1 (>_<)+... (4.10)

¢Oziimii Onerilirse

2 —_—
o a2 _F(x) (4.11)
dx X

i¢ agilim denklemi elde edilir. (4.7) ve (4.11) denklemleri matematik lisans bilgileri ile
kolayca ¢oziilebilen denklemlerdir ve c¢oziimde olusan sabitler eslestirme metodu
yardimiyla belirlenebilirdir. Ancak daha 6nceki boliimde detayli bir sekilde incelenen

bu esleme problemine deginmeden SCEM yardimiyla tim tanim kiimesi {izerinde
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uniform olarak gecerli olan bir ¢oziim elde edilecektir. Buna ge¢gmeden Once farkl

durumlar i¢in sinir tabakanin lokasyonu ile ilgili birkag incelemede bulunulsun:

e Durum 1: Eger a >0 ise sinir tabaka X =0 noktasi civarlarinda olusacaktir.
e Durum 2: Eger a <0 ise sinir tabaka X =1noktasi civarlarinda olusacaktir.

e Durum 3: Eger x<X, i¢cin a>0 ve X>x, i¢in a<0 ise tanim aralifinin ug

noktalarinda olusan iki sinir tabaka mevcuttur.

e Durum 4: Eger x<X, icin a<0Ove X>X, i¢cin a>0 ise tanim aralifinin

herhangi bir noktas1 olan X = X, noktasi civarlarinda sinir tabaka mevcuttur.

Bu genel bilgilerden sonra tek terimli SCEM yaklagimu ile ilgilenilirse (4.2) denklemi

yardimiyla bu agilimin
Yo™" (%, %,8) = Yo 00 + Y, (x,8) (4.12)

formatinda olacag: agiktir. SCEM’ in iizerine kurulu oldugu mantik (4.12) denkleminin

sinir sartlarini saglamasi gerektigidir.

Ornek 4.1. Eslestirilmis Acilimlar Metodu béliimiinde incelenmis olan (3.2.1)

denkleminin SCEM ile ¢6ziimii dogrudan tam (exact) ¢6ziimii vermistir.

Ornek 4.2. Akiskanlar dinamiginde az akiskanlhiga sahip sivilar i¢in bir modelleme olan

singiiler pertiirbasyon problemi
ey"+y'=1+2x 0<x<1 y(0)=0, y@ =1 (4.13)

ile ilgilenilsin. Bu problem x=0 noktast civarlarinda ani degisimlere sahiptir. Tam

¢Ozlimii bilinen bir problem olan (4.13) icin MMAE ve SCEM asagidaki gibidir.

Yo () = X + (L 26)x + 22 __j (1—e'sj (4.14)
1-e*

X

()~ x> +x—1+e © (4.15)

ymmae
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yscem(x)zx2+x—1+2 —+ — |e £ —2&x (4.16)
1-e¢ \l-ec=
Ornek 4.3.Asagida verilmis olan
ey"(x)-y'(x) =0, xe[0,1], y(0) =1 y()) =0 (4.17)

problemi ile ilgilenilsin. Problemin ¢éziimii X =1 noktasi yakinlarinda ani degisimler
gostermektedir. Bu noktada sinir tabaka mevcuttur ve probleme ait ¢éziimler asagidaki

gibi bulunmustur.

ymmae

x-1

es -1

Yiam (X) ="

ec —1

x-1

(X)~1l-e*

x 1
es —e¢

Yscem (X) ~ 1

1—e®

(4.18)

(4.19)

(4.20)

Asagida verilen tablo ve grafiklerde bulunan bu sonuglar kiyaslanmistir.

Tablo 4.1. (4.13) probleminin € =0.1 igin mutlak hatalarin1 veren tablo

X

MMAE results

SCEM results

Abs.Err. MMAE

Abs.Err.SCEM

0.0

0.0000000000

0.1 —0.5221205588
0.2 —0.6246647167
0.3 —0.5602129316
0.4 —0.4216843611
0.5 —-0.2432620530
0.6 —0.0375212478

0.7
0.8
0.9
1.0

0.1909118819
0.4403354626
0.7101234098
1.0000453999

1.1102 x 1016
—0.4157194066
—0.4917631794
—0.4302048585
—0.3053831452
—0.1446457192

0.0419467701

0.2506932171

0.4802320606

0.7300624107

1.0000000000
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0.0000000000
0.1064011521
0.1329015373
0.1300080730
0.1163012158
0.0986163337
0.0794680180
0.0597813351
0.0398965980
0.0199390009
0.0000453999

1.110 x 10716
5.551 x 10717
0.0000000000
5.551 x 10717
5.551 x 10717
2.775 x 1077
0.0000000000
2.220 x 10716
5.551 x 10717
3.330x 10716
0.0000000000



Tablo 4.2. (4.13) probleminin € =0.01 i¢in mutlak hatalarin1 veren tablo

X  MMAE results SCEM results Abs.Err MMAE Abs.Err.SCEM
0.0 0.000000000 0.00000000 0.0000000000 0.0000000000
0.1 —-0.889954666 —0.87195555 0.0179990000 0.0000000000
0.2 —0.759999999 —0.74399999 0.0159999999 0.0000000000
0.3 —0.609999999 —0.59599999 0.0139999999 0.0000000000
0.4 —-0.440000000 —0.42800000 0.0120000000 0.0000000000
0.5 —0.250000000 -0.24000000 0.0100000000 2.775x10717
0.6 —0.040000000 —0.03200000 0.0080000000 0.0000000000
0.7 0.190000000 0.19600000 0.0060000000 2.775x10°t7
0.8 0.440000000 0.44400000 0.0040000000 0.0000000000
0.9 0.710000000 0.71200000 0.0020000000 2.220x 10716
1.0 1.000000000 1.00000000 0.0000000000 0.0000000000

Tablo 4.3. (4.17) probleminin € =0.1 i¢in mutlak hatalarin1 veren tablo
X MMAE results SCEM results  Abs.Err. MMAE  Abs.Err.SCEM
0.0 0.999954600070238 1.000000000000000 0.00004539992 0.00000000000

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.999876590195913
0.999664537372097
0.999088118034446
0.997521247823334
0.993262053000915
0.981684361111266
0.950212931632136
0.864664716763387
0.632120558828558
0.000000000000000

0.999921986583872
0.999709924132436
0.999133478624198
0.997566537274059
0.993307149075715
0.981728931535803
0.950256073191115
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Tablo 4.4. (4.17) probleminin € =0.01 i¢in mutlak hatalarin1 veren tablo
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Sekil 4.1. (4.13) probleminin € =0.1 i¢cin SCEM ve tam ¢dziimiinii kiyaslayan grafik

59



1.2

TAM Cézim

o MMAE Yaklasimi
0.8 (?J

0.6 /6§§

0.4

0.2

-0.2

-0.4 )

-0.6

-0.8

Sekil 4.2. (4.13) probleminin £ =0.1 i¢in MMAE ve tam ¢6ziimiinii kiyaslayan grafik

TAM Gézim
0.8

O SCEM Yaklasimi

0.6

0.4
0.2

o %
0.2
0.4
06 K
08 \&\E

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

-1

Sekil 4.3. (4.13) probleminin &€ =0.01 i¢in SCEM ve tam ¢dziimiinii kiyaslayan grafik
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Sekil 4.5. (4.17) probleminin € =0.1 i¢in SCEM ve tam ¢6ziimiinii kiyaslayan grafik
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5. BOLUM
TARTISMA, SONUC, ONERILER

“Singiiler Pertiirbasyon Problemlerinin Asimptotik Analizi” isimli bu ¢aligmada genis
bir kaynak taramasi yapilarak pertiirbasyon problemleri incelenmistir. Konunun daha
anlasilir olmas1 amaciyla pertiirbasyon problemleri oncelikle regiiler formda incelenmis
ve bu On bilgilerden sonra singiiler pertiirbasyon problemlerine gec¢ilmistir. Ayrica
tezin konusu ve amaci disina ¢ikilmadan problemlere ait fiziksel anlamalara da

deginilmistir.

Bu calismada yer alan singiiler pertiirbasyon problemlerinin ¢éziimiinde genel olarak
Eslestirilmis Asimptotik Ac¢ilimlar Metodu (The Method of Matched Asymptotic
Expansions) adi verilen, uygulamali matematik ve uygulamali fizigin temellerinden biri
olarak kabul edilen metot kullanilmistir. Bu metot disinda “Ara Eslestirme Metodu” ve
“WKB Metodu” olarak adlandirilan metotlara da deginilmistir. Genel olarak lineer ve
analitik ¢6ziime sahip olan problemler incelenmis, bdylelikle MATLAB R2012a
programinin da yardimiyla bulunan sonuglar grafiksel olarak kolaylikla kiyaslanmistir.
Bu kiyaslamalardan da anlasilacag {izere tek terimli asimptotik a¢ilimlarda bile oldukca
iyi sonuglar elde edilmistir. Son olarak SCEM olarak adlandirilan Ardisik Tamamlayict
Ac¢ilimlar Metodu incelenmis ve bulunan sonuglar MMAE ile kiyaslandiginda daha 1yi

yaklagimlar elde edildigi goriilmiistiir.
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EKLER

EK-1 MATLAB PROGRAM KODLARI

Program 1.1. Ornek 2.3.5." te verilen f fonksiyonunun &=10" parametre degeri icin

asimptotik yaklagimi olan ¢(X) =X fonksiyonu ile kiyaslayan yapan program

x=.0000001:.0000001:.999999;
eps=10"(-2);
fx=x+exp(-x/eps);
plot(x,fx,'b"), hold on
plot(x,x,'r")
xlabel x, ylabel f(x)
legend('f Fonksiyonu','Asimptotik Yaklasim',4),
title('Belirli Bir Parametre Degeri I¢in f Fonksiyonu Ile Asimptotik Yaklasimimin
Kiyaslanmast')
grid on

Program 1.2. Ornek 2.4.1.” deki cebirsel denklemin koklerini bulan program

>> format long
>> roots([1 .002 -1])
ans =

X, = 0.999000499999875...
X, =-1.001000499999875...

Program 1.3. Ornek 2.4.1.” deki &' un farkli degerleri i¢in asimptotik yaklagimlar ile

gercek (tam) ¢coziimleri karsilagtiran grafigi tireten program

for eps=0:0.001:1

asympsol1l=1-eps;

asympsol2=-1-eps;
semilogx(eps,asympsoll,"','markersize',5,'MarkerEdgeColor','r)
hold on
semilogx(eps,asympsol2,".’,'markersize',5,'MarkerEdgeColor','r)
hold on

r=roots([1 2*eps -1]);
semilogx(eps,r,'0’,'markersize',5,'MarkerEdgeColor','b")

hold on

end
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EK-1 MATLAB PROGRAM KODLARI (Devam)

legend('ASIMPTOTIK YAKLASIM(kék1)','ASIMPTOTIK
YAKLASIM(k6k2)', TAM COZUMLER',3),

title(' Parametre Degerleri I¢in Tam Coziimler ile Asimptotik Coziimlerin
Kiyaslanmast')

grid on

ylabel('COZUMLER')

xlabel(PARAMETRE DEGERI')

Program 1.4. Ornek 2.4.2.° deki denkleminin parametresinin farkli degerleri icin

asimptotik ve gercek ¢oziimlerini veren ve karsilastiran grafigi veren program

for eps=0:0.023:1

r=roots([eps*1 2 -1]);
semilogx(eps,r,'o’,'markersize',8,'MarkerEdgeColor','g")

hold on

asymptoticl=.5-eps/8;

asymptotic2=(-2/eps)-.5;
semilogx(eps,asymptoticl,'+','markersize’,5,'MarkerEdgeColor’,'r)

hold on
semilogx(eps,asymptotic2,'.','markersize',5,'MarkerEdgeColor','b")

end

legend('TAM COZUMLER','l. KOK ICIN ASIMPTOTIK YAKLASIM','2.
KOK ICIN ASIMPTOTIK YAKLASIM'4);

title(' Parametre Degerleri I¢in Tam Coziimler ile Asimptotik Coziimlerin
Kiyaslanmast')

ylabel('COZUMLER")

xlabel(PARAMETRE DEGERI’)

Program 1.5. Ornek 2.5.2. nin niimerik ¢oziimii ile 2 terimli asimptotik yaklasimin

karsilastiran grafigi veren program

%epsilon parametresinin eps=0.1 degeri igin

%MATLAB 06zel fonksiyonu olan "ode45" ten yararlanan
%bdylece nlimerik ¢ézlim ile asimptotik yaklasimlari
%Jkiyaslama imkani sunan Matlab programi

function ydot = r(t,y)
eps=0.1;

ydot(1) = y(2);

ydot(2) = -(1+eps*y(1))"(-2);
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EK-1 MATLAB PROGRAM KODLARI (Devam)
ydot = [ydot(1); ydot(2)];

[t, y] = ode45(@r, [0, 2], [0, 1]);
plot(t,y(:,1),'0",/markersize',5,'MarkerEdgeColor','r"),grid on

hold on

ylabel('y-ekseni(COZUMLER) ")

xlabel(‘'t-ekseni")

title(' 1/10 Parametre Degeri i¢in Niimerik Coziim ile Asimptotik Yaklasimin
Kiyaslanmast')

asymptoticsol=(t-t.~2/2)+(1/30)*t.~3-(1/120).*(t."4);
plot(t,asymptoticsol,’b")

legend(NUMERIK COZUM',"2 TERIMLI ASIMPTOTIK YAKLASIM',4);
maxhata=max(abs(asymptoticsol-y(:,1))

Program 1.6. €=0.1ve €=0.01 i¢in (3.2.1) denkleminin tek terimli asimptotik ve tam

¢Oziimlerini kiyaslayan grafigi veren program

% Bu MATLAB programi epsilon parametresinin eps=0.1 ve

% eps=0.1 degerleri i¢in asimptotik yaklasim ile

% tam ¢0ziimi kiyaslamaktadir

x=0:0.000001:1;% x degerlerinin hassasligini gosterir
eps=(1/10);%epsilon(parametre) degeri

% Tam ¢oziim analitik olarak elde edildi
A=1/(exp((1/eps)*(-1+sqrt(1-2*eps)))-exp((1/eps)*(-1-sqrt(1-2*eps))));
% A katsayisi sinir deger probleminin ¢6zliimiinden gelen sabit
tamcozum=A*exp((x/eps)*(-1+sqrt(1-2*eps)))-A*exp((x/eps)*(-1-sqrt(1-
2*eps)));

%grafik ¢izimi(tam ¢6zliim)

asymptoticcozum=exp(1-x)-exp(1-2*x./eps);
plot(x,tamcozum,’b’,x,asymptoticcozum,'r'); %grafik ¢izimi (asimptotik
yaklasim)

axis([0 1 0 3]);

legend('TAM COZUM','ASIMPTOTIK YAKLASIM',4);

title('eps=0.1 Parametre Degerleri Icin Tam Cdziim Ile Asimptotik Coziimiin
Kiyaslanmast')

grid on

ylabel('COZUMLER')

xlabel('x-ekseni’)
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EK-1 MATLAB PROGRAM KODLARI (Devam)

Program 1.7. €=0.1vee=0.01 i¢in (3.2.5.11) 2 terimli asimptotik yaklagiminin

grafige dokiilmesini saglayan program

% Bu MATLAB programi epsilon parametresinin eps=0.1 ve

% eps=0.01 degerleri i¢in asimptotik yaklasim ile

% tam ¢Oziimii kiyaslamaktadir

x=0:0.000001:1;% x degerlerinin hassasligint gosterir
eps=(1/10);%epsilon(parametre) degeri

% Tam ¢6ziim analitik olrak elde edildi
A=1/(exp((1/eps)*(-1+sqrt(1-2*eps)))-exp((1/eps)*(-1-sqrt(1-2*eps))));
% A katsayis1 sinir deger probleminin ¢oziimiinden gelen sabit
tamcozum=A*exp((x/eps)*(-1+sqrt(1-2*eps)))-A*exp((x/eps)*(-1-sqrt(1-
2*eps)));

%grafik ¢izimi(tam ¢6zlim)
asymptoticcozum=exp(1-x)+(eps/2).*(1-x).*exp(1-x)+exp(1)-exp(1-
2.*%x./eps)+(eps*exp(1)/2).*(1-exp(-2.*x/eps))-X.*exp(1).*(1+exp(-2.*x/eps))-
exp(1)*eps/2-exp(1)+x.*exp(1);
maxhata=max(abs(tamcozum-asymptoticcozum))
plot(x,tamcozum,x,asymptoticcozum,'r); %grafik ¢izimi (asimptotik yaklasim)
axis([0 1 0 3]);

legend('TAM COZUM','2 TERIMLI ASIMPTOTIK YAKLASIM',4);
title('eps=0.1 Parametre Degeri i¢in Tam Coziim Ile 2 Terimli Asimptotik
Coziimiin Kiyaslanmast')

grid on

ylabel(COZUMLER')

xlabel("x-ekseni)

Program 1.8. (3.3.1) denkleminin £=0.1ve e=0.01 parametreleri i¢in niimerik ve
asimptotik ¢ozlimiinii kiyaslayan grafigi veren program
% Bu MATLAB programi epsilon parametresinin eps=0.1

% ve eps=0.01 degerleri i¢in niimerik ¢oziimler ile asimptotik
% coziimleri kiyaslamaktadir

function spp = twoode(X,y)
spp = [ y(2) 10000*y(1)-100*x*y(2)-10000*exp(X)];

function res = twobc(ya,yb)
res = [ ya(1)-2 yb(1)-1];

solinit = bvpinit(linspace(0,1,1000),[0 1]);

sol = bvp4c(@spp,@res,solinit);
x = linspace(0,1);
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EK-1 MATLAB PROGRAM KODLARI (Devam)

y = deval(sol,x);

pIOt(X1y(lv:)!'r');

grid on

axis([-0.005 1.005 .95 2.6]);

hold on

x=0:.0001:1;
asymptoticyaklasim=exp(x)+exp(-x/.01)+(1-exp(1))*exp(((sqrt(5)-1)/0.02)*(x-
1))

plot(x,asymptoticyaklasim)

legend(TAM COZUM', TEK TERIMLI ASIMPTOTIK YAKLASIM',4);
title('eps=0.01 Parametre Degeri i¢in Niimerik Coziim Ile Tek Terimli
Asimptotik Coziimiin Kiyaslanmasi')

grid on

ylabel(COZUMLER')

xlabel('x-ekseni’)

Program 1.9. Ornek 3.4.1." de bulunan dis agilim igin transandantal olarak kiigiik

terimlerin etkisini gosteren grafigi veren program

eps=.01,;

x=0:0.000001:1,

disacilim1=2*x-1;
disacilim2=2*x-1+exp(-x./eps)-exp(-1/eps);
plot(x,disaciliml), hold on
plot(x,disacilim2,'r")

grid on

legend('yo','yo+z0',4);

title('DIS ACILIM iCIN TRANSANDANTAL TERIMIN ETKISINi
GOSTEREN GRAFIK")
ylabel((COZUMLER)

xlabel('x-ekseni’)
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