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ABSTRACT
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BOLUM 1

1.1. Giris

Gecmisten giinlimiize yapilan tiim calismalar ve gozlemler, evrendeki her nesnenin
belirli bir diizene gore hareket ettigini aciklamaktadir. Bu sistem i¢indeki detaylar
incelendik¢e matematik biliminin 6nemi ortaya ¢ikmaktadir. Bazi {inlii bilim adamlar
ve felsefecilere gore evren matematik dilinde yazilmistir. Evrende su ana kadar
gozlemlenmis biitiin varliklarin hareketleri matematik biliminin alfabeleri olan sayilar ile
ifade edilebilmektedir. Icinde bulundugumuz evrende bazi sayilar 6zellikle de Fibonacci
sayilar sikca karsimiza ¢ikmaktadir.

Fibonacci sayilart ilk olarak Leonardo Fibonacci tarafindan 1202 yilinda yazilan ”Liber
Abaci” adli kitabinda tavsanlarla ilgili bir soru ile ortaya cikmugtir. Bu problem su
sekildedir [1]:

Biri erkek ve digeri disi olmak {izere bir ¢ift yavru tavsan olsun.

e Bir ay sonra bu yavru ¢ift erginlesiyor,
e FErginlesen her cift tavsan bir ay sonra yeni bir ¢ift yavru doguruyor,
e Her yavru cift bir ay sonra erginlesiyor,

e Hic bir tavsanin dlmedigini ve her disi tavsanin bir erkek bir disi yavru dogurdugunu

varsayalim.
Bu sartlar altinda bir yilin sonunda toplam kag tavsan olur?
e Ik ay, sadece bir cift tavsan vardir,
e Ikinci ay, bu tavsanlar erginlesir,
o Uciincii ay, disi bir ¢ift yavru dogurur ve 1 yavru cift tavsan vardir.

Bu sekilde yavru ciftler hesaplanmaya devam edilirse Ocak ayindan baglamak suretiyle

yetigkin, yavru ve toplam tavsan ¢ifti sayis1 asagidaki tablo ile verilebilir.

Tablo 1.1. Yetigkin, yavru ve toplam tavsan ¢ifti sayisi

Cift Sayis1 | Ocak | Subat | Mart | Nisan | Mayis | Haziran | Temmuz
Yetigkin 0 1 1 2 3 5 8
Yavru 1 0 1 1 2 3 5
Toplam 1 1 2 3 5 8 13

Boylece bir yilin sonundaki tavsan cifti sayis1 kolaylikla bulunabilir. Tabloya dikkat

edilirse toplam tavsan cifti sayilart belirli bir diizene gore artis gostermektedir. Bu



sayilar ardigik iki terimin birbirine eklenmesi yoluyla elde edilen sayilardir. Bu sayilara
Fibonacci sayilari, bu sayilarin olusturdugu diziye ise Fibonacci dizisi denir. Bu dizinin
ardigik terimlerinin limitine ”Altin oran” denir ve ® = 1,618033988749894...’e denk
gelmektedir [2]. Bu sayr bircok bilim adaminin aragtirmalarina konu olmus ve halen
arastirllmaya devam edilmektedir. Bircok arastirmaciya gore bir nesnenin altin orana
yakinlig1 onun aym: zamanda estetik olarak giizelliginin de bir Ol¢iisii olarak kabul
edilmistir. Fibonacci sayilar1 ve altin oranin dogada gozlemlendigi baz1 yerler asagidaki
gibidir [3-5].

Diinyanin ekvatoral ¢ap1 Fibonacci sayr dizisinin ardisik 3 elemam kullanilarak elde
edilebilir. Diinyanin ekvatoral cap1 55 x 144 = 7920 mil ve 89 x 144 = 12816 kilometre

olarak bulunmustur.
Bazi ciceklerin yapraklarinda Fibonacci sayilarini gérmek miimkiindiir. Ornegin;

Tablo 1.2. Cigek tac yapraklarindaki Fibonacci sayilari

Cicek ada Tac yaprak sayisi
Enchanter’s nightshade 2
Iris, lilly 3
Buttercup, columbine, delphinium, larkspur, wall lettuce 5
Celandine, delphinium, field senecio, squalid senecio 8
Chamomile, cineraria, corn marigold, double delphinium, globeflower 13
Aster, black-eyed Susan, chicory, doronicum, helenium, hawkbit 21
Daisy, gailliardia, plantain, pyrethrum, hawkweed 34

cam kozalagi, enginar, ananas gibi bitkilerin kabuklarinin yapisinda Fibonacci sayilarini
gormek miimkiindiir.  Aycekirdeginin cekirdeklerinin dizilimi ile yapilan caligmalar
tizerindeki spirallerin Fibonacci sayilar ile temsil edilebildigini gostermektedir. Ari
kovanlarinda, alt kiime teorisinde, bazi elementlerin atom numaralarinda, Balmer
serilerinde, fizikteki optikte, miizikte, siir kafiye ve uyaklarinda, ndropsikolojide, elektrik

devrelerinde ve sebekelerinde ve buna benzer bir¢cok alanda karsimiza ¢ikmaktadir [3].

1.2. Amac¢ ve Kapsam

Bu calismanin temel amaci genellestirilmis Fibonacci p—dizisi ve genellestirilmis
Lucas p—dizilerini tanimlayarak, bu dizinin O6zelliklerini arastirmaktir.  Ayrica,
genellestirilmis Fibonacci p—dizisi ve genellestirilmis Lucas p—dizilerinin 6zel halleri
olan m—genisletilmis Fibonacci p—sayilar1 ve m—genisletilmis Lucas p—sayilarina sonlu
fark yontemleri uygulanarak m—genisletilmis Fibonacci p—fark ve m—genisletilmis
Lucas p—fark dizileri elde edilerek temel Ozellikleri incelenecektir.  Son olarak,

p = 1 durumu i¢in elemanlar1 iki periyotlu Fibonacci ve Lucas sayilarindan olusan



r—circulant matrislerin normlarinin alt ve {ist sinirlart hesaplanacak ve tanimlanan

matrisin determinantlar1 ve matris tersleri bu say1 dizileri ile karakterize edilecektir.

1.3. Kaynak Arastirmasi
Bu kisimda tez igerisinde kullanilan ¢calismalar hakkinda bilgiler verilecektir.

Horadam (1965), ”Basic properties of a certain generalized sequence of numbers” isimli

calismasinda Horadam dizisini tanimlamig ve bu diziye ait genel ozellikleri incelemistir

[6].

Horadam (1994), ”Applications of Modified Pell Numbers to Representations” isimli
calismasinda modifiye edilmis Pell dizisini tanimlayarak bu dizinin Binet formiiliinii
ve bazi Ozelliklerini incelemistir. Ayrica bu dizinin pozitif tamsayilar ile temsillerini

incelemistir [7].

Solak (2005), ”On the norms of circulant matrices with the Fibonacci and Lucas numbers”
isimli calismasinda elemanlart Fibonacci ve Lucas sayilart olan circulant matrislerin
spektral normlarinin alt ve {ist sinirlarin1 elde etmistir. Ayrica bu matrislerin Hadarmard

ve Kronecker ¢arpimlarini kullanarak bazi esitsizlikler elde etmistir [8].

Yang (2005), ’On the LU factorization of the Vandermonde matrix” isimli ¢alismasinda
Vandermonde matrisinin L ve U alt ve iist iki liggensel matris icin V' = LU olacak sekilde

elde etmistir [9].

Stakhov ve Rozin (2006), “Theory of Binet formulas for Fibonacci and Lucas
p—numbers” isimli ¢alismalarinda Fibonacci ve Lucas p—sayilarini tanimlamig ve bu
diziler i¢in Binet formiillerini bulmusglardir. Ayrica p’nin farkli degerleri icin ayr1 ayr

Binet formiillerini vermiglerdir [10].

Stakhov ve Rozin (2006), "The continuous functions for the Fibonacci and Lucas
p—numbers” isimli c¢alismalarinda Fibonacci ve Lucas p—siirekli fonksiyonlarim
tanimlamiglardir.  p’nin farkli degerleri icin bu dizilere ait siirekli fonksiyonlar elde

etmislerdir [11].

Falcon ve Plaza (2007), ”On the Fibonacci k—numbers” isimli ¢aligmalarinda Fibonacci
sayilarinin yeni bir genellestirilmesi olarak k—Fibonacci dizisini tanimlamiglardir. Bu
diziyi geometrik doniisiimlerin ardigik uygulamalarimi calisirken tanimlamiglardir. Ayrica
k—Fbonacci dizisi i¢in Binet formiilii, iirete¢ fonksiyonu ve bu diziye ait bircok temel

ozellikler verilmisgtir [12].

Kocger ve Tuglu (2007), "The Binet Formulas for the Pell and Pell-Lucas p—Numbers”

isimli calismalarinda Pell p—say1 ve Pell-Lucas p—say1 dizilerini tanimlamiglardir. p’nin



0zel durumlarina gore Pell p—say1 ve Pell-Lucas p—say1 dizilerinin ayr1 ayr1 Binet

formiillerini elde etmislerdir [13].

Kili¢ (2008), *The Binet formula, sums and representations of generalized Fibonacci
p—numbers” isimli ¢alismasinda, Fibonacci p—dizilerinin Binet formiiliinii, toplamlarini
ve temsillerini elde etmigtir. Fibonacci p—dizilerinin {irete¢ fonksiyonlarinin
kombinatorik temsillerini de vermistir. Ayrica, genellestirilmis Fibonacci p—sayilarinin

toplamlari i¢in matris yontemini kullanarak bir toplam formiilii gelistirmistir [14].

Kocger ve ark. (2009), ”On the m—extension of the Fibonacci and Lucas p—numbers”
1simli calismalarinda Fibonacci ve Lucas p—dizilerinin m—genislemesini tanimlayarak
bu dizilere ait Binet formiillerini elde etmislerdir. Son olarak p ve m’nin farkli degerleri
icin m—genisletilmis Fibonacci p—say1 ve m—genisletilmis Lucas p—sayilarinin farkl

say1 dizilerine ingirgenmeleri verilmisgtir [15].

Edson ve Yayenie (2009), A New Generalization of Fibonacci Sequence & Extended
Binet’s Formula” isimli ¢alismalarinda iki periyotlu Fibonacci dizilerini tanimlayarak
bu dizilere ait Binet formiiliinii, iirete¢ fonksiyonlarini, Cassini, Catalan, d’Ocagne gibi
temel Ozellikleri incelemislerdir. Binet formiillerinden binom katsayilarini i¢eren toplam

formiillerini elde etmislerdir [16].

Tas¢1 ve Firengiz (2010), “Incomplete Fibonacci and Lucas p—numbers” isimli
calismasinda tamamlanmamig Fibonacci p— sayilar1 ve tamamlanmamis Lucas
p—sayilarin1 tanimlamig ve bu dizilere ait Ozellikleri ve rekiirans baglantilarin
incelemiglerdir. Ote yandan tamamlanmamis Fibonacci p—sayilari ve tamamlanmamis

Lucas p—sayilar arasindaki bazi baglantilar1 elde etmiglerdir [17].

Cooper (2010), ”An identity for period k£ second order linear recurrence systems” isimli
calismasinda k periyodik lineer ikinci mertebeden rekiirans sistemini tanimlamistir. £’ nin
farkli degerleri icin diziler elde etmis ve bu dizileri agac¢ diyagramlar: ile ifade etmisgtir
[18].

Shen ve Cen (2010), ”On the bounds for the norms of r—circulant matrices with the
Fibonacci and Lucas numbers” isimli calismalarinda elemanlar1 Fibonacci ve Lucas
sayilart olan r—circulant matrislerin spektral normlarinin alt ve iist sinirlarini elde
etmiglerdir. Ayrica bu matrislerin Kronecker ve Hadamard carpimlarinin da alt ve iist

sinirlarini elde etmiglerdir [19].

Shen ve Cen (2010), ”On the spectral norms of r—circulant matrices with the
k—Fibonacci and k—Lucas numbers” isimli calismalarinda elemanlar1 k—Fibonacci ve
k—Lucas sayilar1 olan r—circulant matrislerin spektral normlarinin alt ve {ist sinirlarini

elde etmislerdir. Ayn1 zamanda bu matrislerin Kronecker ve Hadamard carpimlarinin alt

4



ve iist sinirlarini elde etmiglerdir [20].

Uslu ve ark. (2010), "The Generalized k—Fibonacci and k—Lucas Numbers” isimli
caligmalarinda genellestirilmis ~—Fibonacci ve genellestirilmis k—Lucas dizilerini
tanimlayarak bu diziye ait Binet formiillerini, toplam formiillerini, Cassini ve Simpson

esitliklerini ve bu iki dizi arasindaki bazi bagintilar elde etttiler [21].

Shen ve ark. (2011), ”On the determinants and inverses of circulant matrices with
Fibonacci and Lucas numbers” isimli caligmalarinda elemanlar1 Fibonacci ve Lucas

sayilar1 olan circulant matrislerin determinantlarini ve terslerini hesaplamiglardir [22].

Falcon (2011), ”On the k—Lucas numbers” isimli caligmalarinda Lucas sayilarinin yeni
bir genellestirilmesi olarak k—Lucas dizisini tanimlamisti. Bu ¢alismada k—Lucas

dizisinin temel 6zellikleri ve k—Fibonacci dizisi ile arasindaki iligkileri elde etmistir [23].

Yayenie (2011), ”A note on generalized Fibonacci sequences” isimli ¢alismasinda iki
periyotlu Fibonacci sayilarinin bircok 6zelliklerini detayl bir sekilde incelemistir. Bu
diziye ait Binom toplam formiiliinii elde etmistir. Ayrica bu calismada genellestirilmis
Lucas ve genellestirilmis Catalan 6zdesligini de vermistir. Son olarak modifiye edilmis
genellestirilmis Fibonacci say1 dizisini tanimlayarak bu diziye ait iirete¢ fonksiyonu ve
Binet formiiliinii elde etmistir [24].

Tuglu ve ark. (2011), ”Bivariate Fibonacci like p—polynomials” isimli ¢alismalarinda
iki degiskenli Fibonacci p—polinomlar1 ve iki degiskenli Lucas p—polinomlarinin temel

ozelliklerini iirete¢ fonksiyonlarim kullanarak ispat etmislerdir [25].

Cessa ve Eguibar (2011), "Inverse of the Vandermonde and Vandermonde confluent
matrices” isimli c¢aligmalarinda Vandermonde matrisinin tersini alt ve {ist liggensel

matrisler kullanarak hesaplamislardir [26].

Yazlik ve Tagkara (2012), ”Spectral norm, Eigenvalues and Determinant of Circulant
Matrix involving the Generalized k—Horadam numbers” isimli ¢aligmalarinda elemanlari
genellestirilmis k—Horadam sayilari olan circulant matrislerin spektral normlarinin alt ve

tist stnirlarin1 6zdegerlerini ve determinantlarint delde etmislerdir [27].

Alp ve ark. (2012), "Two-periodic ternary recurrences and their Binet-formula” isimli
caligmalarinda iki periyotlu iicilincii dereceden rekiirans bagintilarin1 tanimlamiglardir.
Ayrica bu rekiirans bagintilarinin karakteristik denkleminin koklerinin 6zel durumlari i¢in

Binet formiillerini elde etmiglerdir [28].

Yazlik ve Tagkara (2012), A note on generalized k—Horadam sequence” isimli
caligmalarinda genellestirilmis k—Horadam dizisini tanimlamiglardir. Bu diziye temel

ozellikleri determinantlar1 kullanarak ispatlamiglardir [29].
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Yazlik ve Tagkara (2013), ”On the norms of an r—circulant matrix with the generalized
k—Horadam numbers” isimli ¢aligmalarinda elemanlar1 k—Horadam sayilar1 olan
r—circulant matrislerin spektral normlarinin alt ve iist sinirlarini elde etmiglerdir. Ayrica

bu matrislerin 6zdegerlerini ve determinantlarini detayh bir sekilde incelemislerdir [30].

Yazlik ve Tagkara (2013), ”On the inverse of circulant matrix via generalized k—Horadam
numbers” isimli ¢alismalarinda elemanlar1 genellestirilmis A—Horadam sayilar1 olan

circulant matrislerin determinantlarin1 ve terslerini hesaplamislardir[31].

Bahsi (2014), ”On the norms of r—circulant matrices with the hyper-Fibonacci and
Lucas numbers” isimli ¢alismasinda elemanlar1 hyper-Fibonacci ve Lucas sayilar1 olan

r—circulant matrislerin spektral normlarinin alt ve {ist sinirlarini elde etmistir [32].

Bilgici (2014), Two generalizations of Lucas sequence” isimli ¢calismasinda iki periyotlu
Lucas sayilarim tanimlayarak bu diziye ait temel Ozellikleri incelemistir. Ayrica iki
periyotlu Fibonacci ve iki periyotlu Lucas dizileri arasinda bir¢ok baginti bulmustur. Son
olarak modifiye edilmis genellestirilmis Lucas dizilerini tanimlayarak modifiye edilmis
genellestirilmis Fibonacci dizisi ile arasindaki iligkileri elde etmis ve bu diziyle ilgili

temel Ozellikleri vermistir [33].

Bahsi (2015), ”On the norms of circulant matrices with the generalized Fibonacci
and Lucas numbers” isimli ¢alismasinda elemanlar1 genellestirilmis Fibonacci ve Lucas
sayilar1 olan circulant matrislerin spektral normlarinin alt ve iist sinirlarini elde etmistir.
Ayrica bu matrislerin Hadarmard ve Kronecker carpimlarini kullanarak bazi esitsizlikleri

de incelemistir [34].

Ramirez (2016), ”A g—Analogue of the Bi-Periodic Fibonacci Sequence” isimli
calismasinda iki periyotlu Fibonacci sayilarinin g—analogunu tanimlamistir. Iki periyotlu
Fibonacci sayilarinin g—analogunun Binom toplam formiillerini, iirete¢ fonksiyonlarini
ve bu diziye ait baz1 Ozellikleri elde etmistir. Ayrica bu dizinin kombinatorik bazi

ozelliklerini de detayl olarak incelemistir [35].

Kizilateg ve Tuglu (2016), ”On the bounds for the spectral norms of geometric circulant
matrices” isimli ¢alismasinda elemanlar1 genellestirilmis Fibonacci ve hyperharmonic
sayilar olan geometrik circulant matrislerin spektral normlar i¢in alt ve iist sinirlarini
elde etmistir [36].

Falcon (2016), “The k—Fibonacci difference sequences” isimli caligmasinda
k—Fibonacci fark dizilerini tanimlamistir. Bu yeni fark dizisine ait toplam formiiliinii
ve lirete¢ fonksiyonunu elde etmistir. Ayrica bu dizilerin yaklagik degerlerini Newton

interpolasyonu yontemi ile bularak £’nin 6zel durumlari i¢in incelemistir [37].



Bahsi (2016), ”On the norms of r—circulant matrices with the hyperharmonic numbers”
isimli calismasinda elemanlar1 hyperharmonic sayilar olan r—circulant matrislerin

normlarinin alt ve iist sinirlarini elde etmistir [38].

Kome ve Yazlik (2017), ”On the spectral norms of r—circulant matrices with the
biperiodic Fibonacci and Lucas numbers” isimli ¢alismalarinda elemanlar: iki periyotlu
Fibonacci ve Lucas sayilari olan r—circulant matrislerin normlarinin alt ve {ist sinirlarini
incelediler. Ayrica bu matrislerin Kronecker ve Hadamard carpimlarinin da alt ve ist

sinirlarini elde etmiglerdir [39].

Yang ve Zang (2018), ”"Some identities of the generalized Fibonacci and Lucas
sequences” isimli calismalarinda iki periyotlu Fibonacci ve Lucas sayilarinin yeni bir
genellemesini elde ettiler. Bu dizi ile iki periyotlu Fibonacci ve iki periyotlu Lucas sayilari
arasinda bagintilar elde etmiglerdir. Ayrica genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilarinin

Binet ve toplam formiillerini incelemiglerdir [40].

Tan (2018), "A g—Analogue of the Bi-Periodic Lucas Sequence” isimli ¢calismasinda
iki periyotlu Lucas sayilarinin g—analogunu tanimlamistir. g—iki periyotlu Fibonacci
sayilar ile g—iki periyotlu Lucas sayilar1 arasindaki esitlikleri incelemistir. Ayrica bu

diziye ait Binom formiiliinii elde etmistir [41].

Yazlik ve Kome (2018), ”A new generalization of Fibonacci and Lucas p—numbers”
isimli ¢alismalarinda Fibonacci ve Lucas p—sayilarinin yeni bir genellemesi olan iki
periyotlu Fibonacci ve Lucas p—sayilarini tanimlamislardir.  Ayrica Vandermonde
matrisini kullanarak iki periyotlu Fibonacci ve Lucas p—sayilarinin genellestirilmis Binet

formiiliinii hesaplamiglardir [42].

Kome ve Yazlik (2018), ”On the determinants and inverses of r—circulant matrices with
biperiodic Fibonacci and Lucas numbers” isimli ¢alismalarinda elemanlar: iki periyotlu
Fibonacci ve Lucas sayilar1 olan r—circulant matrislerin terslerini ve determinantlarini

hesaplamiglardir [43].

Coskun ve Taskara (2018), ”A note on the bi-periodic Fibonacci and Lucas matrix
sequences” isimli ¢alismalarinda iki periyotlu Fibonacci ve iki periyotlu Lucas matris
dizilerini tanimlayarak bu matris dizilerinin Binet formiilllerini ve bazi temel 6zelliklerini
incelemislerdir. Ayrica iki periyotlu Fibonacci ve iki periyotlu Lucas matris dizileri

arasinda bazi bagintilar1 elde etmislerdir [44].

1.4. Temel Kavramlar

Bu boliimde tez icerisinde kullanilacak olan genel tanimlar ve ozellikler verilecektir.



Tamm 1.4.1 ([3, 45]). F; =0, F; =1 ve
Foio = Fup1 + Fyyn €N, (1.2)

ile tanimlanan {F},}>° ; dizisine Fibonacci dizisi denir. Denklem (1.2) sabit katsayili
2. mertebeden bir lineer fark denklemi olup, karakteristik denklemi M-)A—-1=0
seklindedir. Karakteristik denkleme ait kokler ise sirasiyla \; = %5 ve \y = %g’dir.

n. Fibonacci sayist i¢in Binet formiilii

AT — AT

F,=1 = 1.3
N (1.3)

seklindedir. Ayrica Fibonacci dizisinin iirete¢ fonksiyonu ise,
i F.z" = —1 (1.4)

Tl — a2 '
n=0
dir. Denklem (1.3)’den lim,,_, £ ;;:1 = )\; oldugu kolayca goriiliir.

Tanmm 1.4.2 ([3]). Lo =2, L; =1 ve

Lpyo =Ly + Ly,n €N, (1.5)
ile tammlanan {L,, }2° ; dizisine Lucas dizisi denir. n. Lucas say1s1 i¢in Binet formiilii
Ly, = AT+ A3 (1.6)

seklindedir. Ayrica Lucas dizisinin iirete¢ fonksiyonu ise,

ZLQ: __2-w (1.7)

1—2—a?
dir. Denklem (1.6)’dan lim,, Lz:l = \; oldugu kolayca goriiliir.

Tamm 1.4.3 ([46]). P =0, P, =1 ve

Prio =2Py 1+ Py,n €N, (1.8)

ile tanimlanan {P,}>°, dizisine Pell dizisi denir. Denklem (1.8)’nin karakteristik
denklemi 2 — 2r — 1 = 0 seklindedir. Karakteristik denkleme ait kikler ise sirasiyla
v =14 +v2ved =1—+/2dir. n. Pell sayis1 icin Binet formiilii

no__ &n
p="1 (1.9)
y—19
seklindedir. Ote yandan, Pell dizisinin iirete¢ fonksiyonu ise
- x
Pua"=— 1.10
HZ:O v 1—2x — 2?2 (1.10)

dir.



Tamm 1.4.4 ([46]). Qo =2, Q1 =2 ve

Qni2 =2Qn+1 + @p,n €N, (1.11)

ile tanimlanan {Q,, }5°, dizisine Pell-Lucas dizisi denir. n. Pell-Lucas sayisi i¢in Binet

formili
Qn=""4+0" (1.12)

dir. Ayrica Pell-Lucas dizisinin iirete¢ fonksiyonu ise,

— 2r — 22

> 22
> Qua" = ‘ (1.13)
n=0

seklindedir.

Tanmm 1.4.5 ([7]). co=1,¢c1 =1 ve

Cnio2 = 2Cp11 + Cpyn € N, (1.14)
ile tammlanan {c, }2°, dizisine modifiye edilmis Pell dizisi denir. n. modifiye edilmis

Pell sayisinin Binet formiilii

Cn = o (1.15)

dir. Ayrica modifiye edilmis Pell dizisinin tirete¢ fonksiyonu ise,
1—
Y = (1.16)

seklindedir.

Lemma 1.4.1 ([47]). Pell, Pell-Lucas ve modifiye edilmis Pell dizileri arasindaki bazi
esitlikler asagidaki gibi verilmistir:

1
o P2 = < (Qon +2(=1)") (1.17)
1 n
® Pncn+2 = §P2n+2 — (—1) (118)
oEnP»c- —EPP —n (1.19)
< 2302942 — 4 2nd 2n+4 . .



Tamm 1.4.6 ([48]). Jo =0, J; = 1ve
Jnvo = Jpi1 +2J,,n €N (1.20)

olarak tamimlanan {.J,}>°, dizisine Jacobsthal dizisi denir. ~Denklem (1.20)’nin
karakteristik denklemi 7> — r — 2 = 0 seklindedir. Karakteristik denkleme ait kokler

ise sirasiyla ¢ = 2 ve ¢ = —1 ’dir. n. Jacobsthal sayisinin Binet formiilii
g =Y (1.21)
¢—¢
dir. Ayrica Jacobsthal dizisinin iirete¢ fonksiyonu ise,
= x
= 1.22
Z In 1—xz— 222 (1.22)
n=0
seklindedir.
Tamm 1.4.7 ([48]). jo =2, j1 = 1 ve
Jn+2 = Jn+1 + 29n,n €N, (1.23)

olarak tanimlanan {j,}° , dizisine Jacobsthal-Lucas dizisi denir. n. Jacobsthal-Lucas

say1sinin Binet formiili
Jn=¢" +¢" (1.24)

dir. Ayrica Jacobsthal dizisinin iirete¢ fonksiyonu ise,
= 2—x

"t = —————— 1.25
nz_% Jn 1 —x— 22?2 (1.25)

seklindedir.

Lemma 1.4.2 ([48]). Jacobsthal dizisi ile Jacobsthal-Lucas dizisi arasindaki bazi

esitlikler asagidaki gibi verilmisgtir.

g ]n = Jpt1 + 2Jn—1 (127)
o lim <‘]”+1> = lim (JT%“) =9 (1.28)
n—00 I n—oo \  Jpn
. Jn\
° nh_{rgo <J_n> =3 (1.29)
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Tanim 1.4.8 ([6]). a,b,p,q € Zve Wy = a,W; = b ve
Wito = pWip1 —qWyo,n € N, (1.30)

ile tanimlanan {IV,,}>° ; dizisine Horadam dizisi denir. Denklem (1.30) nin karakteristik

denklemi 72 — pr + ¢ = 0 seklindedir. Karakteristik denkleme ait kokler ise sirasiyla

+ 2_4 2 4 bl
=TV vey = BV g A = i A ve B = = LAY olmak iizere n. Horadam

sayis1 i¢in Binet formiilii,
W, = AY™ + Bv" (1.31)

seklindedir. Horadam dizisinin iirete¢ fonksiyonu ise,

= a+ x(b— pa)
Wpe" = ———= 1.32
Z 4 1 — px + qz? (132)

dir.
Tamm 1.4.9 ([12]). £ > 0, Fi,0 =0, 1 = 1 ve

Fynie = kFipni1+ Fpn,n €N, (1.33)

ile tammlanan {F},}>°, dizisine k—Fibonacci dizisi denir. k—Fibonacci dizisinin

karakteristik denklemi 72 = kr+1 seklindedir. Karakteristik denkleme ait kokler sirastyla

ry = BB ye ) = E=VETH dir . k—Fibonacci sayist igin Binet formiili,
Fip= "2 (1.34)
r —To
seklindedir. Ayrica ardigik iki k—Fibonacci sayisinin limiti lim,, . ——— = r dir.
k,n—1
Tamm 1.4.10 ([23]). £ > 0, Lyo = 2, Ly = k ve
Lynt2 = kLgpt1 + Ligpn,n €N, (1.35)

ile tanimlanan { Ly, }>°, dizisine k Lucas dizisi denir. n. k—Lucas sayist i¢in Binet

formiilii, ry = A ve py = E=VERE olmak iizere,
L =17 + 13 (1.36)
seklindedir.
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Tanmm 1.4.11 ([21]). £ > 0, G = a ve Gy = bve

Gtz = kGrons1 + Grgyn €N, (1.37)
ile tammlanan {Gj,}°, dizisine genellestirilmis A—Fibonacci dizisi denir.
Genellestirilmis k—Fibonacci dizisinin Binet formiilii r, = *vk+4 V2"32+4, ry = Eovkisd V2k2+4,
C=0b—ar; ve D =0b— ary olmak lizere
Cry — Dry
Grn = el ] (1.38)
T — T
dir.

Tamim 1.4.12 ([29]). k > 0 ve f(k) ve g(k), k’mn skaler deZerli polinomlari ve f(k)? +
4g(k) > O olsun. Hyo = a, Hyy = bve

Hyni2 = f(k)Hips1 + g(k)Hipyn € N, (1.39)

ile tanimlanan {Hy ,}5° , dizisine genellestirilmis k—Horadam dizisi denir. Denklem
(1.39)’nin karakteristik denklemi t* — f(k)t — g(k) = 0 seklindedir. Karakteristik
denkleme ait kokler ise sirasiyla ¢ = )t/ F (k) +4g(k) ve ty = fk) —/ F (k)29 (k) "dir.

2 2
X =b—aty ve Y = b—at; olmak iizere n. genellestirilmis k—Horadam sayis1 i¢in Binet

formiilii,
Xty =Yty
Hyp = ——— (1.40)
1— 12
seklindedir.

Tanim 1.4.13 ([16]). Sifirdan farkli herhangi a ve b reel sayilari ¢g = 0,q; = 1 ve

Ant1 t G, N = 0 (l’l’lOd 2)

nt2 = neN (1.41)

b¢ni1 + qn, n=1(mod?2), 7
ile tammlanan {g¢,},cn dizisine iki periyotlu Fibonacci dizisi denir. Bu diziye ait
karakteristik denklem z? — abx — ab = 0 dir. Karakteristik denkleminin kokleri

ab+\/azb2+4ab’ B = ab—@ ve £(m) = m — 2L%J

o= olmak tizere n. iki periyotlu

Fibonacci sayist i¢in Binet formiilii

al—f(n) a™ — ﬁn
R 1.42

dir. Ote yandan iki periyotlu Fibonacci sayilarinin iireteg fonksiyonu ise,

oz (l+ar —a?)
11— (ab+2)22 4 24

F(z) (1.43)

seklindedir. Karakteristik denklemin kokleri arasinda
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(a+1)(B+1)=1, (1.44)

e a+ (3 =ab, (1.45)

e aff = —ab, (1.46)
2

° a—l—lz%, (1.47)
2

° ﬁ—Fl:%, (1.48)

« Bla+l)=a, (1.49)

e B(B+1)=p8 (1.50)

bagintilar1 vardir [16].

Tanim 1.4.14 ([33]). Sifirdan farkli herhangi a ve b reel sayilari [y = 2,11 = a ve

blyy1 +1,, m=0(mod?2
! (mod2) e (1.51)

ln+2 = ’
alpiy +1,, n=1(mod?2),

ile tanimlanan {/, },cn dizisine iki periyotlu Lucas dizisi denir. n. iki periyotlu Lucas

ab++va?b%+4ab ve ﬁ __ ab—Va?b2+4ab
2 - 2

sayis1 i¢in Binet formiilii, o« = olmak tizere

W0
l, = ( ) (o™ + 8 (1.52)

abl"s"]
dir. Iki periyotlu Lucas sayilarinin iirete¢ fonksiyonu ise,

L) 2+ ax — (ab+ 2)2* + az®
xT) =
1—(ab+2)2? + 24

(1.53)

seklindedir.

Sonug 1.4.1 ([33]). £(m) = m — 2|2 | olmak iizere asagidaki esitlikler gegerlidir:
o {(m+mn)=¢(m)+E&(n) —26(m)¢(n)
o {(m)§(n+1) =3 [&(m) +&(n+1) —&(m+n+1)]
o {(m+1)5(n) = 3 [&(m+1)+&(n) —(m+n+1)]

e {(m+1)En+1)=35[E(m~+1)+E&(n+1) —&(m+n)].
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Lemma 1.4.3 ([33]). [,,, n. iki periyotlu Lucas sayis1 ve n € N olmak iizere

1 ]' n mn n
(5) Inlns1 = @y [t 4 g2 4 (—1) (1.54)

esitligi saglanir.

Tanmmm 1.4.15 ([10]). p € N*, n > p+ 1, F,(0) = 0, F,(1) = 1, F,(2) = 1, ...,

Fp(p) =1ve
F,(n)=F,(n—1)+ Fy(n—p—1),n €N, (1.55)

ile tanimlanan diziye Fibonacci p—dizisi denir. Ozel olarak p = 1 i¢cin Fibonacci p—dizisi,

Fibonacci say1 dizisine indirgenir.

Tanmmm 1.4.16 ([10]). pe Nt,n>p+1ve L,(0) =p+1, L,(1) =1, L,(2) = 1, ...,
Ly(p) =1ve

L,n)=L,(n—1)4+ L,(n—p—1),n €N, (1.56)

ile tantmlanan diziye Lucas p—dizisi denir. Ozel olarak p = 1 i¢in Lucas p—dizisi, Lucas

say1 dizisine indirgenir.

Tamm 1.4.17 ([15]). m > 0, p € N*', n > p+ 1 ve F,,,(0) = 0, F,,,(1) = 1,
Fym(2) =m, ..., Fym(p) = mP~t ve

Fomn)=mE,,,(n—1)+F,,(n—p—1),n €N, (1.57)

ile tamimlanan diziye m—genisletilmis Fibonacci p—dizisi denir. Ozel olarak m = 1

alinirsa Fibonacci p—dizisine indirgenir.

Tanmmm 1.4.18 ([15]). m > 0,p € N*, n > p+1ve L,,,(0) = p+ 1, L, (1) = m,
Lym(2) =m?, ..., Lym(p) = mP ve

Lym(n)=mLymn—1)+L,n(n—p—1),n €N, (1.58)

ile tanimlanan diziye m—genisletilmis Lucas p—dizisi denir. Ozel olarak m = 1 alinirsa

Lucas p—dizisine indirgenir.

Tanim 1.4.19. Herhangi a;, ao, . .., aiy4+1 sabit katsayilar i¢in, homojen lineer rekiirans
baglantisi
Tn = Q1Vn—1 T @2Vn—2 + = * + A Vn—k T Q1 Vn—k—1 (1.59)
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verilsin. Bu durumda Denklem (1.59)’e ait karakteristik denklem

k+1 k k—1

T — " —agx" T — - —ag1 =0 (1.60)
ve bu denklemin & + 1 tane farkli kokii rq, 7o, ..., rg, 751 oOlmak iizere
(101 o 1]
T s T4
V=|rf r3 - Tin (1.61)
_T]f r§ o Tll§+1_

matrisine (k + 1) x (k + 1) tipinde Vandermonde matrisi denir [49].

Lemma 1.4.4 ([9]). V = [v;;| matrisi (n + 1) x (n + 1) tipinde bir Vandermonde matrisi

olmak tlizere, V matrisi

1 ) 1= j )
lij — Z TmiTmg - Tm; 7 >j > 1, (1.62)
1<my <mo<...<m;_;<j
0 ANV
ve
(
1 ; =1 s
i—1
wy =4 LI =ra) i<, (1.63)
2
\ 0 , 1>7
seklinde L = [[;;] ve U = [u;] alt ve iist licgensel matrisleri olmak iizere, V = LU
seklinde yazilabilir.

Lemma 1.4.5 ([26]). V = [v;;] matrisi (n+ 1) X (n+ 1) tipinde bir Vandermonde matrisi

olmak {izere,

1 , =7,
li_jl - lii—ll,j—l o l;—ll,jrifl , 1= 27 37 SNt 17] = 27 37 s 7i - 17 (164)
0 i<
ve
T
11 i<y,
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seklinde L™ = [I;;'] ve U™" = [u;;'] alt ve iist iiggensel matrisleri olmak iizere, V' =
U~ 'L~ seklinde yazilabilir.

Tanim 1.4.20 ([37]). Sonlu fark yontemleri k—Fibonacci dizisine uygulanirsa { Fj, ,, }7°
A(Frp) = Fini1 — Fin (1.66)
olarak elde edilir. Benzer sekilde Fj, ,,’in n’ye gore ikinci basamaktan farki

A*(Frn) = A(A(Fien)) = Frnsa = 2Fini + Fin (1.67)
olarak elde edilir. Boyle devam ederek Fj, ,,’in n’ye gore ¢. basamaktan farki

AD(F) = FP = {AD(Fy)} = (RO} = {F 0 - R (1.68)
seklinde tanimlanir.

Tamim 1.4.21 ([50]). Herhangi xg, 1, %2, ..., 2,1 € Cicin elemanlari ¢; ; = Zj_j(mod n)

olacak sekilde n x n tipindeki

i) T Ty ... Tp—2 Tp-1
Tp-1 To L1 ... Tp-3 Tp-2
Tp—2 Tp-a1 Lo ... Tp-4a Tp-3
C=1. . . L (1.69)
i) T3 Ty ... X T
L Ty ) r3 ... Tp—1 Zo 1

matrise circulant matris denir.
Tanim 1.4.22 ([19]). Herhangi zq, x1, zo, . .., x,_1 € C icin elemanlari

Ij—i? J Z 1,
Cig = -
Tnyj—is J <71,

olacak sekilde n x n tipindeki

Zo T Tog ... Tp—2 Tp-1
Tlp—1 Zo T oo Tp—3 Tp—2
rTp—o TIp-1 ZTo . Tn—q Tp-3
Cr=1 . : : : : (1.70)
() rxs rty ... o T
rTy rTo rry ... TTp—1 Zo

matrise r—circulant matris denir.

16



Tanim 1.4.23 ([51]). F' reel ya da komplex sayilar cismi ve V, F' cismi iizerinde

tanimlanmig vektor uzayi olmak iizere ||.|| : V' — R™ U {0} doniigiimii
e Vv e Vigin||v|| >0ve|lv]| =0 <= v=0
e o€ Fvev e Vigin ||lav|| = |af||v||
o u,v e Vigin ||lu+v|| < |lul| +||v]|

.|| doniisiimiine vektor normu denir. Uzerinde norm tanimlanmig

sartlarimi saghyor ise,

bir vektor uzayina ise normlu uzay denir.

Tanim 1.4.24 ([51]). M,,,,,(F'), elemanlar1 F' cisminden alinan m x n matrislerin kiimesi
ve A, B € M,,,,,,(F') ve a € F olmak lizere

e 0 <||A]|ve|lA]| =0 <= A=0
o [[eAll = laf||A]l,a € F

o [|[A+ B[ < [JAll+]IB]]

o [[AB]| < [|A[llB]]

sartlarin1 saglayan ||.|| : M,;,,,(F)) — R* U {0} doniisiimiine matris normu denir ve || A||

ile gosterilir.
Tanim 1.4.25 ([51]). A, n x n tipinde bir matris olmak iizere

1
e ||A||lF = [Z?:l > i1 |aij]2] * ifadesi A matrisinin Frobenious normu,

o A* = (X)T olmak iizere, ||A|lz = y/maxj<;<, \;(A*A) ifadesi A matrisinin

spektral normu,
o ||All; = maxi<j<, > ., |a;;| ifadesi A matrisinin maximum siitun toplam normu,

* ||Allcc = maxi<i<n Y-, |ay| ifadesi A matrisinin maximum satir toplam normu,

n
e ¢1(A) = max E |la;;|? (1.71)
J ,
=1
ifadesi A matrisinin maximum siitun uzunluk normu,

e 1 (A) = max Z |la;;|? (1.72)
j=1

)

ifadesi A matrisinin maximum satir uzunluk normu
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seklinde tanimlanir.

Lemma 1.4.6 ([51]). A, m X n tipinde bir matris olmak iizere, A matrisinin normlari

arasinda

1
. %HAHF < ||All2 < [|A]lF, (1.73)

o [|A]l2 < VIIA[LIA]ls,

o lAllw <[lAllz < vml|Als,

o AL <IlAllz < vallAll;
bagintilar1 bulunmaktadir.

Tamm 1.4.26 ([S1]). A = [a;;] ve B = [b;;] n x n tipinde iki matris olmak lizere Ao B =

[a;; - b;j| olarak verilen ¢carpima A ve B matrislerinin Hadarmard ¢arpimi denir.

Lemma 1.4.7 ([52]). A, B ve C' n x n tipinde matrisler olmak iizere, eger A = Bo C'ise
|All2 < 71(B)ei(C) dir.
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BOLUM 2

Bu boliimde genellestirilmis Fibonacci p—dizisi ve genellestirilmis Lucas p—dizileri

tanimlanarak bu diziler i¢in elde edilen 6zellikler verilecektir.

2.1. Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas p—Sayilari
Tanim 2.1.1 ([42]). p € N, a,b > 0 i¢in,
fo=0,fi=1fa=a,...,f, = a5tz 2.3)

veE

afp1+ fn_p_1, n=0(mod2
fo= Jac1 ¥ Jnops ) -, 4 (2.4)

bfn—l + fn—p—la n=1 (mOd 2)

rekiirans baglantis ile tamimlanan {f, },cn reel say: dizisine genellestirilmis Fibonacci

p—dizisi denir ve bu dizinin elemanlarina da genellestirilmis Fibonacci p—sayilar1 denir.
Tanim 2.1.2 ([42]). p € N, a,b > 0 i¢in,
Eozp—l-l,ﬁl:a,ﬁgzab,...,Zp:aLpTHJbL%J (2.5)
ve

blp_1+ {1, n=0(mod?2),
l, = , n>p+1 (2.6)
aén_l + En—p—l; n=1 (IIlOd 2)

rekiirans baglantist ile tanimlanan {/,},cn reel sayi dizisine genellestirilmis Lucas

p—dizisi denir ve bu dizinin elemanlarina da genellestirilmis Lucas p—sayilart denir.

{fn}rey ve {€,}22, say: dizileri a,b ve p’nin farkli degerleri i¢in bircok farkli say1

dizisine indirgenebilir. Asagidaki tabloda indirgenen say1 dizileri verilmistir.

Tablo 2.3. Genellestirilmis Fibonacci p—dizisi ve genellestirilmis Lucas p—dizilerinin
p, a ve b degerleri i¢in 6zel durumlart

p a b fn ln

1 1 1 Fibonacci dizisi F, [3] Lucas dizisi L, [3]

1 2 2 Pell dizisi Py, [3] Pell-Lucas dizisi Qy, [3]

1 k k k—Fibonacci dizisi { Fj, , } 22 [12] k—Lucas dizisi { Ly, » }52, [23]

1 a b iki periyotlu Fibonacci dizisi gr, [16] iki periyotlu Lucas dizisi I, [33]

p 1 1 Fibonacci p—dizisi Fp,» [10] Lucas p—dizisi Ly, 5 [10]

p 2 2 Pell p—dizisi Fyp 1 [13] Pell-Lucas p—dizisi Ly, [13]

p | m | m | m—genisletilmis Fibonacci p—dizisi Fjp m n [15] | m—genisletilmis Lucas p—dizisi Lp m,n [15]
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Genellestirilmis Fibonacci p—dizisi ve genellestirilmis Lucas p—dizilerine ait agag

diyagramlar1 asagidaki gibi verilir.

Jf
ql=Em)ps(n) \
fn—l fn—p—l
aé (n)bl—E(n/ ¥ aé(mtp) pl—¢ (n+p)/ \
fn—2 fn—p—Z fn—p—2 fn—?p—?

Sekil 2.1. Genellestirilmis Fibonacci p—dizisi i¢in aga¢ diyagrami

Uy
af(n)l%y \
En— 1 gn—p— 1
al=¢m) bé(n/ \ ql=¢(+p) bE(N+p/ \
En—Q En—p—? En—p—Q gn—?p—2

Sekil 2.2. Genellestirilmis Lucas p—dizisi i¢in aga¢ diyagrami

Sekil 2.1. ve 2.2. ’den { f,,}5°, ve {{, }22, dizilerine iligkin esitlikler asagida verilmistir.

Burada p’ye gore iki durum s6z konusudur.

e pciftise,

foo = @ Tyt fp
= gl=Em)ptn) (aﬁ(n)bl—f(n)fn_2 + fn—p—Q) + af(n+p)b1—£(n+p)fn_p_2 + fuopo
= abf,_o+ al—é(n)bé(n)fn_p_2 + a&(n)bl—f(mfn_p_2 + frop2
= abf, o+ (al—i(n)bé(n) + aé(n)bl—é(n)) Frp—z + fo—2p—o
= abfp2+(a+D) fup ot faop o
dir.

e ptekise,
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f = alfé(n)bf(n)ﬁh1 + fopt
— gl Emptn) (aé(n)bl%(n)ﬂh2 + fn7p72) + aé(”“)bl’&(”*p)fn,p,Q + foopa
= abfn_s+ al’é(")bg(”)fn,p,z + al’g(")bg(”)fn,p,g + fr—2p—2
= abf, 2+ 2al_£(n)b£(n)fn—p—2 + fn—2p—2
= abfr—2+2(frnp-1 — fn-2p—2) + frn—2p—2
= abfp2+2fn—p-1— fn—2p—2

dir. Benzer sekilde p’nin durumuna gore genellestirilmis Lucas p—dizisine ait esitlikler

de asagidaki gibi verilebilir.

e pciftise,

0, = aé(n)bl—ﬁ(n)gn_l by
— gfm)pl=€n) (al—i(n)bé(n)gn_z + gn_p_Q) + al—ﬁ(n+p)b£(n+p)gn_p_2 4 Ly_op_2
= ably_o+ a0, o+ @MYl oy s
= abl, o+ (ai(n)blfé(n) + alfi(n)bﬁ(n)) lp—2 + lr_2p2
= ably_o+(a+b)ly_po+ly oy o

dir.

e ptek ise,

0, = af(n)bl—ﬁ(n)gn_l by
— gfm)pl=€n) (al—f(n)bﬁ(n)gn_2 + gn_p_Q) + al—ﬁ(n+p)bf(n+p)gn_p_2 + 22
= ably_o +a* MO0, o+ @H Tl
= ably_o + 205Vl oy s
= ably_o+2(ly—p1 —Llno9p—2)+ Loy
= ably,_o+ 20, 1 — U2y o

dir. Genellestirilmis Fibonacci p—dizisi ve genellestirilmis Lucas p—dizisini saglayan
{an }22, dizisi agagidaki gibi tanimlanr:
fs aozo,a1:1,a2:a,...,ap:aL§JbL%J 27
Q= .
by, ap=p+1l,a1=a,ay=ab,... a,=dl"=1pl5

o g " y
{an }22, dizisinin rekiirans bagintist

o — aboy,—o + (a +b) ap_p_2 + p_9p—2, piftise, 2.8)

abay,—o + 200, —p—1 — Q_9p—2, D tekise,

21



dir. Denklem (2.8)’in karakteristik denklemi ise

22042 _ abha? (a+b)azP —1=0, pgiftise,

2.9
22’2 — abx® — 22PT1 +1 =0, ptekise
seklindedir. (2.9)’de 2% = r alinirsa
Pl —abr? — (a4 b)r: —1 =0, ift ise,
S s (2.10)

PPl b — 2" 4+ 1=0, ptekise
elde edilir.

Lemma 2.1.1 ([42]). p pozitif tek tamsay1 olsun. O zaman genellestirilmis Fibonacci ve
Lucas p—dizisinin karakteristik denklemi a, () katl koke sahip degildir.

Ispat. Denklem (2.9)’dan
ap(z) = (2T = 1)* — abz® (2.11)

olsun. Bu durumda «,(x) fonksiyonunun tiirevi

an(z) =2(p + 1)aP(aP* — 1) — 2pabz™~! (2.12)
dir. Eger
a,(x) =0 (2.13)

ise Denklem (2.11)’den

ab= " (2.14)
ve
a(z) =0 (2.15)

ise Denklem (2.12)’den

b — (p+ 1)5;(;5?1“ -1 _ ((pJ;l)x) (;,;ptp_ 1) (2.16)
elde edilir. Denklem (2.14) ve (2.16)’dan

ab = (2%1) avab (2.17)
ve

(2.18)
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elde edilir. Eger a,(z) = ) (7) = 0 ise Denklem (2.9) katli koke sahiptir. Varsayalim ki

1\ 2
t katl1 bir kok olsun. Bu durumda ab = <Zi) ¢ dir. a,(t) = 0 oldugundan Denklem
p
(2.9)’un karakteristik denklemi
2
202 _ (Iil) 22 ot ] _wtﬁﬂﬁ _optl 4
p p
= (2p+ )2 L ogp2eptl _ 2 (2.19)
=0

dir. A = tP*! i¢in Denklem (2.19)’ye ait diskriminant

4p* +4p*(2p + 1) = 4p*(p + 1)? (2.20)

dir. Buradan )\, = {—p, } dir. Benzer sekilde o (t) = 0 igin hesaplamalar

p
2p+1
yapilirsa

1 2
2(p + 1)tp<tp+1 —1)—2p (&) el —
p

1 2
=2(p+ Dt —1) = 2p (ﬁ) Pl

p

= (P 1) — (p+ Pttt = it (2.21)
= tp+1 — _p

=t = (—p) (2.22)

1 2
elde edilir. ab = (Zi> t? olup bu ifadede p’nin tek degerleri i¢in a ve b, ya negatif
p

reel say1 ya da komplex say1 olacagindan a ve b nin pozitif reel say1 olmasi ile ¢eligir.
Dolayistyla o, (z) kath koke sahip degildir. O

Asagidaki teorem ile genellestirilmis Fibonacci p ve genellestirilmis Lucas p—dizilerinin

Binet formiilleri verilecektir.

Teorem 2.1.1 ([42]). Denklem (2.10), (71,72, ..., 7rp+1) gibi (p + 1) tane koke sahip ve p

tek olsun. Bu durumda «,,,

Z TmiTmg - Tmppa_j
1 » 1§m1<m2<4.4<mp+17i$p+1 o .
an =3 | SO (myi e T e )
i=1 | j=1 H (ri —rm) H (ri —rm)
1<m<p+1 1<m<p+1
m#i m#i

dir.
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Ispat. 71, 75,...,7,,1 Denklem (2.10)’un (p + 1) tane farkli kokii olsun. Bu durumda
Denklem (2.9)’nin 2p + 2 tane farkl reel kokii olacagindan

an = k()" + ka(—y/r)" + ks(Vr2)" + ka(—/r2)" + -
Fhop 1 (V/Tpr1)" + kapra(—y/Tpr1)"

denklemini saglayan ki, ko, . . ., kopi1, kopro gibi (2p+2) tane katsay1 vardir. Burada n’in

cift ya da tek olma durumuna gore iki durum s6z konusudur. 1k olarak
e n ciftise,
(k1 + ko) + (ks + ka) + -+ + (kop+1 + k2p+2) =

(k1 + ko)ri 4 (ks + ka)ro + - - 4 (kopt1 + Kopro)Tp1 = o
(k1 + ko)rf + (kg + ka)ry + - 4 (kopyr + kapia)rpy = cu

(k1 + k)il + (ks + ka)rg + -+ (kopra + kapa2)rpn = o
lineer denklem sistemi yazilabilir. Bu sistem daha genel olarak

an = (k1 + ko) (V)" + (k3 + ka)(/r2)" + - + (Fapia + kopy2) (y/Tpr1)"

p+1
= Z(k%—l + ki) (v/ri)"
i=1
dir. Ky, ko, ..., kopyo katsayilarini belirleyebilmek i¢in Vy = o lineer denklem sistemi
¢oziilmelidir. Burada V = [v;;] = 7";_1 Vandermonde matrisi, v = (71,72, .- -, Yp+1)" Ve
a = (ag, g, ..., ag,)" siitun vektorlerdir. Boylece n = 0,2,4,...,2p ve 7, = kgp_1 +
ko icin
1 1 1 ... 1 Y1 (%))
rn Tre T3 ... Tpy1 Y2 (0]
Py oy || s | =] (2.24)
7’11) Tg Tg e Terl Tp+1 Qiop

elde edilir. Burada (p + 1) x (p + 1) Vandermonde matrisi L = [l;;] alt tiggensel ve
U = [u;] tst ticgensel matris olmak tizere V = LU seklinde yazilabilir. Burada L ve U

matrislerinin (7, j). elemani sirastyla

1 ;o 1=7,
I, — > Ty - Tmg 0> ] 21, (2.25)
1<mi<me<...<m;—;<j
0 L i<



veE

([ R
i—1
Y | (CE R S (2.26)
m=1
m#j
\ 0 , 1> 7.
seklindedir [9]. Vandermonde matrisinin tersi ise V7! = [v;], L ! = [li_jl] ve
U= [u;l] olmak iizere V™! = U™'L " dir. L™ ve U™! matrislerinin (4, j). elemanlar
sirastyla
1 ., 1=17,
i = =l . =23, p+ =23, i1, (2.27)
0 , 1<
ve
fI ! y 1S,
= %;%rl—-rm (2.28)

seklindedir [26]. Denklem (2.27) ve (2.28) kullanilarak Vandermonde matrisinin tersi
V! = [v;;'] olmak iizere

(

E () L
1§m1<m2<...<mp+1,j§p+1
(_1)] m17m27"'7mp+17j7él , 1 < ] < p _'_ 17
. [l ol
Vij = 1<m<p+1 (2.29)
1 . ifj=p+l
II i=rm)
1<m<p+1
\ m#i
_ —1 = s . o p+1  —1 . .
bulunur. v = V™'« oldugundan v’'nin i. elemant y; = > %7 v;; ag;—o seklindedir.
Boylece
> Ty Tims - Tmpsr s
p+1 P 1<mi<ma<..<mpy1—;<p+1
. mM1,M2,...,Mpy1— ;7L 2, n
an =2 (=1 — aj + v r(230)
i=1 | j=1 T i—rm) I Gi—rm)
1<m<p+1 1<m<p+1

elde edilir. Simdi ise
e n tek olsun.
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Bu durumda

(k1 — k2)y/r1 + (kg — ka)\/ra + - + (kopy1 — kopr2)/Tpr1 = a1

(k1 — ko) (Vi)® + (ks — ka) (V72)® 4 -« + (hapt — kapsa) (ViprD)” = s

(k1 — ka) (viD)® + (ks — k) (72)® 4 -+ (kapr1 — kapr2) (Vipr1)” = as

(bt = ko) (VD) 4 (ks = k) (V7)™ 4 (ot — Kipea) (Vi) ™ = agpia

yazilabilir. Bu ifade daha genel olarak v, = kg,_1 — ks, olmak iizere

an = (k1= ko) (/)" + (k3 — ko) (v/12)" + - + (kapy1 — kapr2) (/Tpi1)"

p+1
= ) (ki1 — ko) (v/r)" (2.31)
=1

dir. Denklem (2.31)’)den = 1,3,5,...,2p + 1 icin

N v\ [ o
\/_ \/_ \/_ o \/m Yo a3
\/_ \/_ \/_ . \/m v | = Qs (2.32)

\/ﬁ2p+1 \/7,.—22p+1 \/—2p+1 ;— /yp+1 a2p+1
denklem sistemi elde edilir. Burada [;; ve li_j1 ifadeleri n ¢ift durumundaki degerler ile
aymdir. u;; ve ui_jl degerleri n tek icin

(

VT =1,
gy — \/_H i <7, (2.33)

msﬁj

veE

(2.34)

26



elde edilir. Denklem (2.27) ve (2.34) kullanilarak

(

E TrmaTma « + » Tmpy1;
1<mi<mea<...<mpy1—;<p+1
i M1,M2,ee Mt 1— 7L .
—1)7 1<j<p+1
? — Y
1 \/T_l H (7’1' - rm)
Vig = 1<m<p+1 (2.35)
m#£i
1 . ifj=p+1
v [T ri—rm)
1<m<p+1
\ m##i
yazilabilir. Boylece
Z TmiTmg - Tmppa_j
p+1 p 1Sm1<m2<4.4<mp+1,i$p+1 )
g mi,ma,..., my41—Fi n—1
an = | D (-1) = nl az;j—1 + B il T ° (2.36)
i=1 | j=1 H (ri —Tm) H (ri —rm)
1<m<p+1 1<m<p+1
m#£i m#£i

bulunur. Sonug olarak Denklem (2.30) ve Denklem (2.36)’dan genellestirilmis Fibonacci

ve Lucas p—dizilerinin Binet formiilii

> TmiTma - -Tmpi1—;
1 . 1<mj<ma<...<mpyi1_;<p+1
; S, —jFe « n
an = D o (=1)7 il ke Onjoateny + ———rE Titzj(z-”)
i=1 | j=1 H (ri —Tm) H (ri —rm)
1<m<p+1 1<m<p+1
elde edilir. OJ

Teorem 2.1.2. Genellestirilmis Fibonacci p—dizisinin iirete¢ fonksiyonu

$(1+am—$p+1 )
Flz) = | Tobm ot plekise (2.38)
)= z(l—l—aac—l—a:erl) . '
1—abz?—(a+b)zPt2—z2rt2> p glft 18€

dir.

Ispat. Genellestirilmis Fibonacci p—dizisinin iireteg fonksiyonu

F(z) =Y fuz" (2.39)
m=0
olsun. Denklem (2.39)’dan asagidaki esitlikler
F(x) = fo+ fix+ for® + -+ fra? + ..., (2.40)
brF(x) = bfor +bfix® +bfox® + - +bfpa?tt + ..., (2.41)
P (2) = forPth 4 fiaP TR 4 forP T 4o fa?Pt 4L (2.42)
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yazilabilir. Denklem (2.40), (2.41) ve (2.42)’den
(1=bz — 2" F(x) = (fo+ fie+ for® + -+ fra?)
—(bfox + bfiz? + bfox® + -+ bf, 12P)

+ Z fmzm_ Z bfm—l$m_ Z fm—p—lIm

m=p+1 m=p+1 m=p+1

elde edilir. Burada p’nin iki durumu s6z konusudur.
e Eger p tek ise,

(L=bx—a?™F(@) = fo+ Y (fm = bfm-1)2" + D (fom = bfom—1 = fom—p-1)a>™  (243)
m=1

_p+1
m="3

elde edilir. Denklem (2.43) ve Tanim (2.1.1)’den

(1— bz — a"™YF(x) = fo + Z —bfme)r™ +2(@—b) Y fam12®™T (244)
ety
yazilabilir. Simdi
Z fom-az® ! (2.45)
P+1
olsun. Bu toplama ait terimler gerekli katsayilar ile carpilirsa
flz) = Z fomr@®™™ 7, (2.46)
m_P-H
abr’f(x) = Y abfyy 2” = Z fom—sz®™ ", (2.47)
m=2tt m—pJ’3
2
27t f(z) = 2 Z fomo2®™HP =2 Z fom—por®™ (2.48)
,p+1 m=p+1
P f(x) = Z fomoa gL = Z Fam—op-sa®™ ! (2.49)
m=02t1 3(p+1
2
elde edilir. Denklem (2.46), (2.47), (2.48) ve (2.49)’dan
(1 —aba® — 227" 4 2%?) f(x) (2.50)
3p+1 3p+1 3p+1
2 2
= Z fom_1z®™ 1 — Z ab fom 32>t — 2 Z Jom—p— Y

_p+1 m= p-gS m=p+1

2
9]
+ Z (f2m71 - abf2m73 - 2f2mfp72 + f2m72p73) ZEQmil

__3p+3
m=-"
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elde edilir. Buradan

ot 2m—1 o 2m—1 St 2m—1
>, Lo fom1x® T =30 2 g abfomosz TN =232 fompooxT

flo) = —1—2 2 2.51)

(1 — abx? — 2xPt1l 4 22p+2)

bulunur. Denklem (2.51), Denklem (2.44)’de yerine yazilirsa genellestirilmis Fibonacci

p—dizisinin iirete¢ fonksiyonu

fO + an:1<fm - bfmfl)xm + x(a B b)f(x)

F =
(z) (1 — bx — zPtl)
B r(1+ ax — zPth) 5 5
(1 — aba?® — 2zptL 2 +2) (2.52)
elde edilir.

e Eger p cift ise,

Denklem (2.43)’ten

p e’}
(1 =bz =" F(z) = fo+ Y (fm = bfm-1)2"™ + D> (fam = bfam-1 = fom—p-1)a™™  (2.53)
m=1

m=E32
yazilabilir. Denklem (2.53) ve Tanim (2.1.1)’den
(1— bz — 2" )F f0+2 = Dfm1)2™ + x(a — D) Z fom_122"71 (2.54)
e p+2
elde edilir. Simdi
> famaa®™! (2.55)
m—Pt2
2
olsun. Bu toplama ait terimler gerekli katsayilar ile carpilirsa
f@) = ) fomoaa®™ (2.56)
m=Pt2
D) =Y Wt = S s, (2.57)
m:M m*p+4

(a4 b)aP*2f(x) = (a+0b) Z fom_122™ P+ = (a4 b) Z fom—p-322"7(2.58)

m= p-g2 m=p+2

$2p+2f($) = Z f2m—1$2m+2p+1= Z f2m—2p—3$2m_1 (2.59)

_Dpt2 __3pt4
m=m m=-"
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elde edilir. Denklem (2.56), (2.57), (2.58) ve (2.59)’dan

(1 —abz® — (a + b)aP™> — 2**?) f(x)

e 2 S
= Z fom_1 2™t — Z ab fo 30>t — (a +b) Z fgm_p_g,xzm_l
m="242 m="2t% m=p+2
0
+ Z (fom—1 — abfom—3 — (a + ) fom—p—3 + fom—2p—3) gt
et

elde edilir. Buradan

3p+2 3p+2

3p+2 3p+2
Z im J02m—1$2mi1 - Z im abf2m—3$2m71 - (a + b) Zmzzp+2 f2m—p—31'2m71
_ . 2 m=" 2.60
fz) = (1 — abx? — (a + b)ap+2 — x2P+2) (2.60)

olarak bulunur. Denklem (2.60), Denklem (2.54)’te yerine yazilirsa genellestirilmis

Fibonacci p—dizisinin iirete¢ fonksiyonu

fo+ 31 (fm — bfm-1)a™ + x(a — b) f ()

F =
(@) (1 — bz — xPt1)
_ x (1 + ax + 2Pt1) el
(1 —aba? — (a+ b)aPt2 — p2p+2) (2.61)
elde edilir. -

Teorem 2.1.3. Genellestirilmis Lucas p—dizisinin iirete¢ fonksiyonu

14-p+az—abpz? —(14+p)zPt 1 4-aprPt? .
L(.Z') _ 1—abx? —2xp+1442p+2 v P tek ise (2 62)
I+ptaz—abpz®+(14p)aPt! —apaPt? ift i '
1—abz?—(a+b)xPt2—z2p+2 »  peltise

dir.

Ispat. Genellestirilmis Lucas p—dizisinin iireteg fonksiyonu

L(z) =) Llpa™ (2.63)
m=0
olsun. Denklem (2.63)’ten asagidaki esitlikler
L(x) = o+ bx+Llyx® + -+ LaP + ... (2.64)
arL(z) = alox + aliz® + alyz® + -+ + afpxpﬂ + ..., (2.65)
oPTUL(2) = LoaPTh 4 Pt 4 a4 fpx2p+1 +... (2.66)
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yazilabilir. Denklem (2.64), (2.65) ve (2.66)’dan

(1—ax — 2" L(z) = (lo+ la + lea® + - + L,aP)
—(alyr + alyx® + alyx® + - - + al,_q12")

+ i lpx™ — i b1 — f: Cpppr ™

(2.67)
m=p+1 m=p-+1 m=p+1
elde edilir. Burada p’ye gore iki durum s6z konusudur.
e Eger p tek ise,
P
(1—az—a")L(z) = Lo+ Y (ln—aly_1)z
m=1
+ > (lom — alyyy — Loy )2 (2.68)
-
dir. Tanim (2.1.2) ve Denklem (2.68)’den
(1—ar —2P™L —Eo—l—z m — alp_1)x™ + x(b—a) Z lop_122™ 1 (2.69)
ma p+1
elde edilir. $imdi
(z) = Y loyg2®™ ! (2.70)
m=ptL
2
olsun. Bu toplama ait terimler gerekli katsayilar ile carpilirsa
I(z) = Z o1 2?1, (2.71)
P+1
abz’l(x) = Z ably,, x> = Z Copm—_zx®™ L, (2.72)
m=E£1 m=EL3
207 (z) = 2 Z oy 2™ =2 Z Com—p—ox 2™, (2.73)
m_p+1 m=p+1
P (z) = Z g 2 F2PHL = Z Com—p—32°™ (2.74)
m_P+1 m:3(p2+1)

elde edilir. Denklem (2.71), (2.72), (2.73) ve (2.74) kullanilarak

(1 — aba® — 22" + 2?2 |(x)
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M 3p+1 3p+1
2 2

= Z o1 — Z abloy, _3x*™ "t — 2 Z 52771—;9—2$2m_1

_p+1 m:% m=p+1
o0
2m—1
+ E (lom—1 — ablop_3 — 2oy _p_o + lopy_op_3) T
m—3p+3
2

elde edilir. Buradan

3p+1 3p+1 3p+1

2 2m—1 T2 2m—1 2 m—
Zm:L‘H £2m—1-%' — Zm:M abggm_g.% -2 Zm:p-i-l ng_p_Qx
2 2

l(x) =

(1 — abx? — 2xP+1 4 x2012)

(2.75)

bulunur. Bu ifade (2.69)’da yerine yazilirsa genellestirilmis Lucas p—dizisine ait iirete¢

fonksiyon
L) = bo+ >0 (b — alyy—1)z™ + z(a — b)l(x)
(1 — ax — zPtl)
1+ p+az—abpz® — (1 + p)aP™ + apa?t? 576
B 1 — abx? — 2xp+! 4 20 +2 (2.76)
elde edilir.
e Eger p ciftise,
Denklem (2.67)’den
(1 —azx —2P™Mi(z) = €g+z — alpy_q)z™
+ Z (ggm — a€2m_1 — Egm_p_l)xzm (277)
m252
yazilabilir. Tanim (2.1.2) ve Denklem (2.77)’den
(1—ax— xpﬂ =Vl + Z —alpy_ 1) 4+ (b — a) Z lomm122™ 1 (2.78)
me p+2
elde edilir. Simdi
Z Copm 122 (2.79)

m=
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olsun. Bu toplama ait terimler gerekli katsayilar ile carpilirsa

I(z) = Z o1 2?1, (2.80)
—pt2
abz’l(x) = Z ablyy, 12> = Z lop_sz®™ L, (2.81)
p+2 _p+4
m=E3= m=

(a+b)a"2l(x) = (a+b) Y loma2®™ P =(a+b) > lopmp s’ (2.82)

m:”T7L2 m=p+2

PPU) = Y by = Z Com—gp—3z> ™! (2.83)

m=2t2 3p+4
)

elde edilir. Denklem (2.80), (2.81), (2.82) ve (2.83)’ten

(1 —aba® — (a + b)a?™* — 2**?) ()

e e
= Z lom_12?™ L — Z ably, sx*™ 1 — (a+b) Z égm_p_ngm_l
m=Et2 m=2t4 m=p+2
o0
+ | Y (lamet — abloys — (a+ b)lam—ps + lomsp—3) 2*""
=it

elde edilir. Buradan

S sl 12 = T bl g = (a4 B) Sl g o g
() = —"== = (2.84)

(1 —abz? — (@ + b)art?2 — x2r+2)

olarak bulunur. Denklem (2.84), Denklem (2.78)’de yerine yazilirsa genellestirilmis

Lucas p—dizisinin iirete¢ fonksiyonu

bo+ >0 (b — alyyy)z™ + z(b— a)l(x)

L =
(x) e S
1+ ptar— abpz? + (1 4 p)aPt! — apaP+? -
B 1 — abx? — (a + b)xP+2 — p2p+2 (2.85)
dir. -

Teorem 2.1.4. p tek olsun. Bu durumda genellestirilmis Fibonacci p—sayilarina ait binom

formiilii
Lo  — 1 (p+1)
n —n. — n—(p+1)i—1
fo=asmD N ( b )(ab)L 2 (2.86)
1
i=0
dir.
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Ispat. Ispat n iizerinden tiimevarim ile yapilacaktir. n = p icin

P+1
p— pz -1 p=(p+1)i=
fy = £(p—1) Z ( )( b)L 1]

o

_ glBlplEt)

ven =p+ 1igin

B ]
L ,
R i [

= a(ﬁ) ((JLb)LgJ
= o (alBl"=) =af, + fo

iddia dogrudur. Simdi ise p + 2 < k < N olacak sekilde NV tamsayisi i¢in dogru olsun.
Bu takdirde,

fN+1 —_ alfg(N+1)b£(N+1)fN+fN7p

Lo : ,
_ lENHE(N+D) | E(N-) Z <N—pz— 1) (ab)LNf(pgl)HJ
7
i=0

N—p—1
[

+a€(N—p—1) <N -bp — i — 1) (ab)L%J
1
i=0
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dir. N = (p+ 1)t i¢in

t—1 |
fasr = ' EEEDHDREH)ED) | e +)e-1) Z ( p+1)t —p@ - 1) (ab)LWJ]
=0
1 1t1 (p+1)t—pz p—1 | (et Di=(pt)izp=1 |
+af(p+Di—p=1) (ab) 5
)
i=0
— ( + 1>t 7 — 1 (p+1)(t—i)—1
)
i=0
ti .
+ 1)t —pi—p—1 (@t1)(t=i=1)
+ Z <(p ) Z-p b ) (ab)L P ]
i=0
<« (p+ 1)t —pi—1 (p+1)(t—4)
= b P (ab)LfJ
i=0 i
t—

™

+D
—_

(p+ Dt —p(i+1) — 1) (ab)twj
Z

+
- (( o)t_ 1) (ab) "5+ <(p H)tl_p N 1) (ab) )
+(p jﬁ; 1) () 4 ((p+ 1)t0—p— 1) (ab) | ZEHE)

+1)t—-2p—1 (+1)(¢-2) t—1
+((p )1 P )<ab)t ) J+,,,+<t_1>

t .
(a3 (p+ 1)t = pi o e
oy (P fa

=0
i N ' N—(p+1)i
a Z ( . ) (ab)- 2
=0
dir. N = pt i¢in teoremin ispat1 benzer sekilde yapilabilir. [

Teorem 2.1.5. p tek olsun. Bu durumda genellestirilmis Lucas p—sayilarina ait binom

formiili
il ' (p+1)i
by = a*™ (") (ap)lmE 2.87
¢ ; n — pi { (ab) (2.87)
dir.

Ispat. Ispat n iizerinden tiimevarim ile yapilacaktir. n = p icin
i) ) (p+1)
— —(p+1)i
(= @ P (PP (=5
: S (e

- o
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ven =p+ 1igin

)

p+1 p+1—p prl=(p+1)i
b1 = afPtD) Z P ( Z, ) (@)l =

1 +1 1/1
_ <p+ ) I ()(ab)o
1 1

iddia dogrudur. Simdi p + 2 < k& < N olcak sekilde NV tamsayisi i¢in dogru olsun. Bu
takdirde,

€N+1 _ a{(N-i—l)bl—f(N—i-l)gN_i_gN_p

I_p+1J i
N N —pi N—(p+1)i
SN+ pL=E(N+1) | E(N) E pl—=2 |
b “ N —pz’( 1 ) (ab)

1=0

Lm .
N-—p N—-—p—m N-p—(p+1)i
§(N p) bL 2 J
" Z N-—p— pz( i >(a)
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dir. N = (p + 1)t i¢in isleme devam edilecek olursa

— St pl=&((p+1)t+1)

t . )
% | €@+ Z : (p+1)t ((p + 1?t — pz) (ab)t(pmtg(pﬂ)”]

- p+1)t—pi i

£N+1

t—1 .
& 1)e-p) Z p+Vt—p ((p+Dt—pli+1) (ab) =)
(p+1)t—pli+1) i

t . ,
) gL ( (p+1)t ((p + 1)t — p@) (ab) L= E )

— p+1)t—pi 1

t—1

FIRRNa) (p+1)t—p ((p + 1)t —p(i+ 1)) (ab) L5
“(p+1)t—p(i+1) i

—  S+)t+1) -

(p+ 1t ((p+ 1)t ey
(p—l—l)t( 0 )(ab>L o

(p+1)t ((p+1)t—p INLEIEY
+(p+1)t—p( 1 >(b)

(p+ 1)t ((p + 1)t - pt)

(p+ 1)t —pt t
(p iy 1) (p + l)t — P (p+1)t—p
(p+1)t—p( 0 )WJ)L o
(p+Dt—p ((p+1)t—2p @11 -p
(p+1)t—2p< 1 ><ab)L o
<p+1>t—p(<p+1>t—pt)]

(p+ 1)t —pt t—1

+ -

L(pt)ﬁHJ

= g §Y (p+1)i+1 ((p +1t+1- pi) (ab) L E
(p+1)t+1—pi i

=0

[57] , |

— N+ Z N +1 N+1—pi (ab)LWJ
N+1—pi o l

dir. N = pt i¢in teoremin ispat1 benzer sekilde yapilabilir. [

2.2. Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas p—Sayilarinin Uygulamalar:

Bu boliimde a, b ve p degerleri icin genellestirilmis Fibonacci ve Lucas p—sayilarinin 6zel

durumlari incelenecektir.
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2.3. Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas 1—Sayilar1

Denklem (2.37) icin genellestirilmis Fibonacci ve Lucas 1—sayilarina ait Binet formiilleri

n) — Je@)T Z n) — Jem)T 5

1= <f2+s( ) = e 2) NET (f2+s< ) = e 1) L) (2.88)
M —T9 r —To

ve

loten) — LeemyT n Coretn) — LeenyT n

[ — ( 2+¢(n) — Le(n) 2> NE ( 2+6(n) — len) 1) L) (2.89)
r —T2 r —T2

seklindedir[16]. Burada r; = (“l’“_— Vg2l’2+4“b Ve T9 abt2+va?b +dab v;2b2+4‘“’>’di1r.

Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas 1—sayilarina ait birka¢ terim asagidaki gibi
verilmisgtir.

Tablo 2.4. Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas 1—sayilarinin tablo gosterimi

(a,b) (1,1) (1,2) (2,1) (2,2)
fo 1{0,1,1,2,3,..3 | {0,1,1,3,4,...} | {0,1,2,3,8,...} | {0,1,2,5,12,...}
O, | {2,1,3,4,7..) | {2,1,4,5,14,...} | {2,2,4,10,14,.. .} | {2,2,6,14,34,...}

Ayrica genellestirilmis Fibonacci ve Lucas 1—sayilari i¢in ilk 30 terime ait grafikler

sirastyla asagidaki gibidir.

Sekil 2.3. Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas 1—sayilarinin grafik gosterimi

1x107 [

8x10°

6x10°

—®— (a0)=(1,1) —®— (a,b)=(1,2)

1.5%x107 [

1.0x107 [

5.0x10°[

T

4 i

A
/

ok m—l—l—l—l—l—l—l—l—ﬂ—ﬂ-‘-:ﬂ“—:—/':f'" E

-

0 5

10

15 20 25

—®— (a,0)=(1,1) —®— (a,p)=(1,2)

30

&+ (@b)=02,1) & (ab)=(2,1) & (ab)=(2,1) —& (a,0)=(2,1)

2.4. Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas 2—Sayilar:

Denklem (2.37) i¢in genellestirilmis Fibonacci ve Lucas 2—sayilarina ait Binet formiilleri

fn = (fH(H) — (2 7) foegto ’“27“3f£<n>> L3l
' (r1 —r3)(r1 —r2) !
+ f4+§(n) - (Tl + 7“3)f2+§(n + Tlrgff(n) TL%J
(rg —13)(rg — 1) 2
+ f4+§(n) B (Tl + 7"2) 2+§(n + Tlrgfg(n) TL%J
(r3 —1o)(rs — 1) 3
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veE

. (€4+5(n> — (ra +13)lare(n) + 1or 35&(71)) L)
" (7’1—7”3)(7“1—7”2) !

N <54+5<n> — (11 4+ 7r3)loyem) + T17‘3€5<n)> JL3)
(7"2—7”3)(7“2—7"1) 2
(€4+s<n> — (11 +12)largm) + 7“17’255<n>> 2]
+ — T3
(7"3 - 7“2)(7"3 7"1)

seklindedir [28]. Burada

§/2a3b3 + 9a2b + \/(2a3b3 + 9a2b + 9ab2 + 27)2 — 4 (a2b2 + 3a + 3b) + 9ab? + 27
3Y/2
V2 (a?b? 4 3a + 3b)

r =

+

3 §/2a3b3 + 9a2b + \/(2a3b3 + 9a2b + 9ab2 + 27)% — 4 (a2b2 + 3a + 3b) + 9ab? + 27

Jrab
3 b

(71 + z\/§> §/2a3b3 +9a2b + \/(2a3b3 + 9a2b + 9ab? + 27) — 4 (a2b? + 3a + 3b)® + 9ab? + 27
6+/2
(1+v3) (—a2b? - 30 - 3b)

T2 =

+

322/3 §/2a3b3 + 9a2b + \/(2a3b3 + 9a2b + 9ab? + 27)% — 4 (a2b2 + 3a + 3b)> + 9ab? + 27
ab

+—
3

ve

(1 n z\/§> §/2a3b3 +9a2b + /(2035 + 9a2b + 9ab? + 27)° — 4 (a2b? + 3a + 3b)° + 9ab? + 27
62
(1-iv3) (~a%t? — 30 - 3b)

r3g = -

+

3922/3 §/2a3b3 + 9a2b + \/(2a3b3 + 9a2b + 9ab? + 27)% — 4 (a2b? + 3a + 3b)> + 9ab? + 27

Jrab
3

seklindedir. Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas 2—sayilarina ait birkac terim agsagidaki
tablodaki gibidir.

Tablo 2.5. Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas 2—sayilarinin tablo gosterimi

(a,b) (1,1) (1,2) (2,1) (2,2)

fo | {0,1,1,1,2,.. | {0,1,1,2,3,...} | {0,1,2,2,5,...} | {0,1,2,4,9,...}
6 | £3,1,1,4,5,...3 | {3,1,2,5,11,...} | {3,2,2,7,9,...} | {3,2,4,11,24,.. }

Ayrica genellestirilmis Fibonacci ve Lucas 2—sayilart i¢in ilk 30 terime ait grafikler

sirastyla
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Sekil 2.4. Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas 2—sayilarinin grafik gosterimi

T -
+ | 2.5%10° [ *( q
1.2x10°[ : F ?, :
| [ | |
| | |
[
1.0x10° | I B 2.0x10°[ [ | 9
| [ | (
| I ‘ J
800000 [ | | B
| I 1.5%x10° [ A Tl b
| | | [
| [ |
In ] I
/L

600000 : A y q
b, 1.0x10° | / 9

400000 !
/ /
A [ )
200000 [ N /// - . B /
< & / f‘/.
= s o000 oF sssssssssssessbssettieeeseee®?
5 25 30

10 15 20 25 30 0 5 10 1 20
—o— (a,0)=(1,1) —® (a,0)=(1,2)

| 500000

[o] =
0 5
—o— (a,p)=(1,1) —m— (a,b)=(1,2)

& (@p)=2,1) A (ap)=(2,1)

—— (a,b)=(2,1) —& (ab)=(2,1)

seklindedir.
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BOLUM 3

Bu boliimde sonlu fark yontemleri, m—genisletilmis Fibonacci p—say1 ve Lucas p—say1
dizilerine uygulanarak m—genisletilmis Fibonacci p—fark ve Lucas p—fark dizileri elde

edilecektir.

3.1. m—Genisletilmis Fibonacci ve Lucas p—Fark Dizileri

Sonlu fark yontemleri m—genisletilmis Fibonacci p—sayr {F,,.}ro, Ve

m—genisletilmis Lucas p—say1 { L, ,, » }22, dizilerine uygulanirsa

An(-Fp,m,n) - Fp,m,n+1 - Fp,m,n

veE
An(Lp7m7n) — Lp7m7n+1 - Lp7m7n

olarak elde edilir. Benzer sekilde F,, ,,, ,, ve L, ,,, ,’in n’ye gore ikinci basamaktan farki
Ai(Fp,m,n) = An<An<Fp,m,n>) = Fp,m,n+2 - 2Fp,m,n+1 + Fp,m,n

ve
A?@(Lp,m,n) = An(An(Lp,m,n)) = Lp,m,n+2 - 2Lp,m,n+1 + Lp,m,n

olarak elde edilir. Boyle devam ederek F, ,, ,, ve L, ,, ,,’in n’ye gore i. basamaktan farki

i i i i i-1) i
Agz)(FZLm) = F}S,m = {A/I(’L)(Fp7m7n)} = {Fzgmn} - {Fzganrl pmlrz} (34)
ve
AS)(LP,W) = Ly(al,zn = {Ag)( pmn)} = {men} - {men-‘rl plmlgl} (35)
olarak elde edilir. Eger ¢ = 0 ise, F,S,?m = Fpmn Ve Lz(w)n,n = Lpmn dir. Eger 1 = 1 ise,

A' = A olarak elde edilir. Bu béliim boyunca her iki diziyi ayn1 anda temsil etmesi igin

— _ _ n—1
Fp,m,n » Vp,m,0 = 07 Tpm,1 = 17 < Ypmm = M

Tpmn = (3.6)

n

Lp,m,n y Vpom,0 = P + 17 Tpm,1 = 17 < Ypomn = T

tanimlanacaktir. Boylece m—genisletilmis Fibonacci p—fark ve m—genisletilmis Lucas

p—fark dizilerinin 7. basamaktan farki

7}5,7)71,71 = Z(_l)] < ) Yp,mn+i—j- (37)
— J
J

olarak hesaplanabilir.

Simdi m—genisletilmis Fibonacci p—fark ve m—genisletilmis Lucas p—fark dizilerinin

bazi 6zellikleri verilecektir.

41



Lemma 3.1.1. m—genisletilmis Fibonacci p—fark ve m—genisletilmis Lucas p—fark

dizilerinin rekiirans bagintisi

B 1 = Y A (3.8)
seklindedir.

Ispat. Lemmanin ispat1 i iizerinden tiimevarim ile yapilacaktir. Ilk olarak ¢ = 1 igin,

1
7}5,731,’&-"-1

’7p,m,n+2 - /Yp,m,n-l—l
= (MYpmun+t1 + Yomm—p+1) = (MYpmn + Vomn—p)

= m (7p,m,n+1 - pr,m,n) + (’Yp,m,nfp+1 - ﬂ)/p,m,nfp)

elde edilir ki iddia dogrudur. Simdi 1 < ¢+ < N tamsayisi i¢in (3.8) esitlii saglansin.
Denklemin : i¢in dogru oldugu kabul edilirse 71(, 7)71 il = m%(,fzn,n + V;fznvn,p seklindedir.
Bu takdirde,

(N+1)  _ _(N) (N)

pmntl — Tpmnt2 = Vpmntl
= (mVS\VQ,nH + %(zf\v;),nfml) - (m%grz,n g 71(7{241—1:)
= m (71(75\2,n+1 71(71\72 N> + <71(75:27n—p+1 - ngm),nfp)
- m’yz(){yrz,n + 7({\72771—p
olup 7 > 1 i¢in ispat tamamlanmis olur. 0

Teorem 3.1.1. n > 2p icin, m—genisletilmis Fibonacci p—fark dizisi

p—1
E = Fomanpr ES > Fomnpri P (3.9)
7=0

esitligini saglar.

Ispat. Teoremin ispati 7 iizerinden tiimevarim yontemi ile yapilacaktir. n = 2p icin,

F}S,Zn,Qp = mFIST)nQp 1+F(,),p 1
= m [mE s+ Finp-a] + B
= 2F(m2p 2+Fzglr)np 1+mF(7)np2

- 3F(m2p 3+F[Emp 1+mF157)np 2+mF(,Zr)n,p—3

— PE® F()

pmp p,m,p—1

+mEO e mP 2R

p,m,1

+mP ' F p(,lr)n,O
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elde edilir. Buradan

F;zg,'r)n2p Fp»m7p+1F;§2np+F F(r)np 1+F WQFIE,ZT)np 2
+"'+F,m,p 2F(r)n2+Fp,m,p 1F(7)n1+F, ,ngf,Lo

yazilir ki n = 2p i¢in dogrudur. Simdi 2p + 1 < n < N olacak sekilde N tamsayist igin
dogru olsun. Bu durumda,

F = mED 4+ EY

p,m,n+1 p,m,n p,m,n—p

= m [Fp,m,n—p—l-lF(%lp + F, ,m,n—2p+1F(2np 1 + -+ F, ,m,n—pFIngfL,o

pmp

= (anmJL—p-l-l + F ,m,n—?p-i—l)F;S,Zr)n,p

+(me,m,n72p+l ; ,m,n73p+1>Fp(?n7p_1 + -+
+(MFpmn—p + Fpmnp) Fo

p,m,0
p—1
= Fp,m,nfpﬁF pmp T Z Fpmnt1—p- JFIET)n,j7
7=0
elde edilir ki teorem ispatlanmis olur. [

Teorem 3.1.2. i > 1,n > p+1ve %(a?n,o — ygmll) 71() o, f _, baslangig sartlari ile birlikte,

m—genisletilmis Fibonacci ve Lucas p—fark dizileri

@) = (m— 1)yl (3.10)

esitligini saglar.

Ispat. m—genisletilmis Fibonacci ve Lucas p—fark dizilerinin tanimindan

i—1 .
i—1 f1—1
W = Z(—l)]< . )Vp,m,n+z’j2

=0 J

Ve

~1
fyplml?}L Z < . )7p,m,n+i—j—1

7=0

elde edilir. Bu esitlikler kullanilarak

i— i—1
(m— 1)yl A0l
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.
|
—

I
—_
3
|
—
~—

1 —1
(_1)j< . )Vp,m,n+i—j—1

J

<
I
)

) Ypmn—p+i—j—1

-
|

+
M
—~
|
[—
S~—

<
VRS
~
|
—_

(MYpmmti—j—1 = Vpmntioj—1 T Vpmm—pti—j—1)

I
P,ﬂ
|
—_
~—

<

I
Il
= o

1
i (MYpmntizj—1 + Vpmm—pti—j—1)

)’ (Z ; 1) (Ypm,n+i—j—1)

. —1 .
(1 —1 (1 —1
= (—1)]< j )Wp,m,nﬂ—j - E (—1)J< j )Wp,m,nﬂ‘—j—l

~.

|
<.
<. O
| —~
= |
—~ —_
| N—
— <. .
7~ N 7/ N
<o

o,
I
o

~.
I

j=0 j=0
— i1 — i—1
= Ypmn+i T Z(_l)] ( : )'Yp,m,n-i—i—j - Z(_l)] ( : >7p,m,n+i—j—1
J=1 J J=0 J

1—1 . .
. 1 —1 1—1 i—
= Ypmn+i + Z(_l)] |:( ] > + (] r 1):| Tp,mmnti—j — (_1) 1’yp,m,n
j=1
1—1 Z
= TYpmn+i + Z<_1)] <]) Yp,m,n+i—j + (_1)Z7p,m,n
j=1

S NC () T
j=0
— ~@

- ’Yp m,n

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmus olur. [

Teorem 3.1.3. m—genisletilmis Fibonacci ve Lucas p—fark dizilerinin toplami

i i—1 i—1
D Ty = Tyt ~ Tpamo> G.11)
j=0

seklindedir.
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Ispat. Denklem (3.8) kullanilarak

(@) _ (@) (@)
Z Toomg = Tpmo + Z Tp,m.j
j=0

Jj=1

= Yo+ ™ > Clpmisr = Tpoms)
j=1
= ’yj()zznzo + E ((71()72'”72 - 1(72”»1727) + (71()7277’73 - 71(7’2/”’271)) + T
(%) (4)
+ (%hm,nﬂ B p,m,n—p>>

7 1 i—1 i—1 i—1 i—1
= ’)/](7,2'”,,0 + E ((7;7771’7?)’ - fy;vm»% - 7]()7m72)7p + ’)/Zg:mzl)ii’) + T
i—1 i—1 i—1 i—1
+ <7](),m,2b+2 - Vé,m,r)wrl - Vé,m,q)lfp+1 + ’Y[(),m7’2b—p)>
7 1 i—1 i—1 i—1 i—1
= ’71(777)’”/70 _'_ E (7;,’”1,’2%‘1—2 - fyé,m,r)H-l—p i ,)/1(77’”7/7% + PYZ()’m’]?—p>

_ =D (i—=1) (i—1) (i—1)

(A
pm,1 "~ Ipm,0 + pymnt+l — Tpm,1

(i-1) (i-1)
-~ 7p,m,n+1 - ’Yp,m,O

seklinde elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur. [
Teorem 3.1.4. m—genisletilmis Fibonacci ve Lucas p—fark dizilerinin iirete¢ fonksiyonu

() (@) (@) j
om0 T Z?:l (’Yp,m,j - mVp,m,j—1) @’

(@) () —
7 (@) 1 —max — apt!

(3.12)
seklindedir.

Ispat. ) (z), m—genisletilmis Fibonacci ve Lucas p—fark dizilerinin iirete¢ fonksiyonu

olsun. Bu durumda

(@) (%)

W(x) = Vp,m,0 T Vpm,1T + ’Y;?n,?%j R A ANIPT o B

p,m,p p,m,p+1
my @)z = moy ot mrg @t w4 b maf,
+m71(2f2n,p+1xp+2 T
YD @)zt = ) et ) art? g f) artt ) et

olarak elde edilir. Bulunan bu esitliklerden
(1 —mz —aP™) V() = ’Y;(a?n,o + (szn,l - m’VSZn,O) T
(W = ) 2
p
= Yo+ D (%Elgm - m%(,f,)n,j_l) z! (.13)

Jj=1
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seklinde elde edilir. Boylece m—genisletilmis Fibonacci ve Lucas p—fark dizilerinin

irete¢ fonksiyonu

%Emo + Z <7p2ng mvﬁ%,jq) a’

1 —mx — grt!

Y (z) =
olarak bulunur. O]

Simdi verilecek olan teorem m—genisletilmis Fibonacci p—fark dizileri ile

m—genigletilmis Lucasi p—fark dizileri arasindaki iligkiyi gostermektedir.

Teorem 3.1.5. m—genisletilmis Fibonacci p—fark ve m—genigletilmis Lucas p—fark

dizileri arasinda

Ly, =F9 4+ pE) (3.14)

p,m,n p,m,n—p
esitligi saglanir.

Ispat. Bu teoremin ispatt Tuglu ve ark. [25] tarafindan tanimlanan m—genisletilmis

Fibonacci ve Lucas p—sayilar1 arasindaki

Lp»m»n = fpmn+1 +prmn —p (315)

esitlik kullanilarak yapilacaktir. Denklem (3.7) kullanilarak

7 i Z i i
F}S,T)n,nJrl +pF1§r)nn -p = Z(_l)] (j)Fpmm—H—z —j +pz (j) Fypmm—pi-j

7=0

(1
< ) [Fp,m,nJrlJrifj + pr,m,prrifj]

— L(Z)

elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur. [

3.2. m—Genisletilmis Fibonacci p—Fark Newton Interpolasyonu

(xj, Fymj),j = 0,1,2,...,n ve x; < x;;; sarti saglayan (n + 1) nokta verilsin.
hj = xj11 — x; olsun. Bu durumda m—genisletilmis Fibonacci ve Lucas p—Newton

interpolasyonu

(2)
B (1) T — Zo Fmex_xow_ml
Pn(mwr) - Fp,m,O —f-Fme hO 21 ho hl

+Fi%,ox—m0m—x1x—mg+ (3.16)
3! ho hy ho ’ ’
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veya daha genel formda

im Ly
P( pm[)"’z p 0 j? (317)
=0 .7
yazilabilir. Eger yukardaki formulde x; = j alimirsa daha genel bir formiil
n F(Zy)n() i—1 -
:Z%H(z—]). (3.18)
i=1 j=0
olarak elde edilir. Eger Vj = 0, n igin z;,1 — x; = h alinirsa, interpolasyon hatasi
F(n+1) 1 n
p,m,0
7=0
seklinde hesap edilir.

3.3.Baz Ozel p ve m Degerleri Icin m—Genisletilmis Fibonacci p—Newton
Interpolasyonu Uygulamalari

Simdi (zj, Fpmj),j = 0,1,2,3 olsun. Bu durumda m—genisletilmis Fibonacci
p—Newton interpolasyon polinomu

(1)

P4(m, :L') = Fp7m70 + pir!n,O ($ - .%'0)
Fyno Fymo
+5 (x — xo)(z — 21) + Al (x — o) (2 — 1) (z — x2)
0 '
p,m,0 . . . .
+ o (x —zo)(x — 21)(x — 22)(x — 23)

= z+ %(Z(m —1)—m)(x -1z
+% (m* +3(m —1)? =3m(m — 1)) (z = 2)(z — 1)z
m?® + 4m*(m — 1)

a1
+4(m — 1) — 6m(m — 1)*) (z — 3)(z — 2)(z — 1)z

seklindedir. Asagidaki tablo interpolasyon polinomlarin1 ve m’nin farkli degerleri icin
hata miktarlarin1 gostermektedir.

Tablo 3.6. m’nin bazi 6zel degerleri i¢in Py(m, x) interpolasyon degerleri

’ ‘ Py(m, x) ‘ €
o (ot — 1823 + 3122 + 6z) - max |(z — 4)(z — 3)(z — 2)(z — 1)z| = 0.0325937
(52" — 2323 + 4022 — 167) S max |(z — 4)(z — 3)(z — 2)(z — 1)z| = 0.180747

o (5lz* — 25423 + 44122 — 2142) S max |(z — 4)(z — 3)(z — 2)(z — 1)z| = 0.607427
& (262* — 1352° + 23522 — 120x) 52l max|(z — 4)(z — 3)(z — 2)(z — 1)z| = 1.54375
5 (1852 — 98622 + 172322 — 898z) | il max|(z — 4)(z — 3)(z — 2)(z — 1)z| = 3.29196

N|o o k| w|l 3
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Ozel olarak p = 1 and m = 3 icin [37]deki sonuclar elde edilir. Bundan farkli olarak

p = 10 ve m = 5 i¢in asagidaki interpolasyon tablosu verilebilir.

Tablo 3.7. p = 10, m = 5 i¢in P, (m, x) interpolasyon tablosu

i | Fpmg | Ay | A Fpm | AFymy | A'Fym,
0 0
1
1 1 3
4 13
2 5 16 51
20 64
3 25 80
100
4 125

Bu durumda p = 10 ve m = 5 icin elde edilen interpolasyon polinomu

Py(5,2) = 0+ %x—i— %x(x— 1)+ gx(x— )z —2) + %x(aj— )(z—2)(z—3).

seklindedir. Tablodan da goriildiigii gibi, herhangi p ve m degeri i¢in elde edilen

polinomun katsayilar1 interpolasyon tablosunun ilk kdsegenindeki sayilardir.
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BOLUM 4

4.1. Elemanlann Iki Periyotlu Fibonacci ve Lucas Sayilar1 Olan r—Circulant
Matrislerin Spektral Normlarimin Hesaplanmasi

Bu boliimde elemanlar1 iki periyotlu Fibonacci ve Lucas sayilart olan r—circulant
matrislerin spektral normlar1 hesaplanacaktir. Ik olarak spektral normlarin

hesaplanmasinda kullanilacak olan asagidaki teoremler verilecektir.

Teorem 4.1.1 ([53]). ¢, n. iki periyotlu Fibonacci sayisi ve n € N olmak iizere

n b §(k+1) 1
> (—) G = (—) G 1 (4.5)
1 a a

esitligi saglanir.
Teorem 4.1.2 ([39]). [, n. iki periyotlu Lucas sayisi ve m € N olmak lizere

m b &(k) 1
> <5> li = (5) Ll — 2 (4.6)

k=1
esitligi saglanir.

Ispat. (1.52) esitliginden iki periyotlu Lucas dizisinin Binet formiilii kullanilarak

~ (ak + ,@’“) , k cift ise
lk = (ab)2 (47)
(b)+‘J2r71 (of + B¥), ktekise
\ (&
ve
( 2 k 2 k
(%) + (B—b) +2(=1)", k cift ise
= 2k k (4.8)
(3) {(—b) +(Z) + 2(—1)k] . kitekise
\

elde edilir. (4.8) esitligindeki ifadeler £ > 1 icin tek bir denklemde asagidaki gibi

b (k) ) a2 k 52 k )
(5> i = (E) +(a—b) +2(-1) (4.9)

yazilit. ab(a+1) = o2, ab(8+1) = 8%, B(a+1) = —ave a(f+1) = — esitliklerinden

Xm: <g>£(k) = Xm: (Z—Z)k +2m: (S—Z)k + Xm:Q(_l)k

k=1 k=1 k=1 k=1

() () -1) (&) (&) - D" @10
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elde edilir. Lemma (1.4.3)’ten

> (-) 12 = (—) L1l — 2 (4.11)
a a

k=1
elde edilir. L]

Asagidaki teorem elemanlar: iki periyotlu Fibonacci sayilar1 olan r—circulant matrisin

spektral normunun alt ve {ist sinirlarini verir.

Teorem 4.1.3 ([39]). r € C ve

NI A A
Q = Cr (<_> qo, (_) Q1,<—) q27"')(_) Q’n—l)
a a a a

&) £(2) £(3) £(n) 7
(2) N (2) S (2) o (5)5<i1)q”‘1
r() T (DT D Ta o (D)7 e
_ py S by 22 by P py 2 4.12)
() T a2 ()Tt (2) 7 @ (2) % an-s (4.
£(2) £(3) £4) £Q1)
L Q)P r(Q) e ()T e (2) % @ |

bir r—circulant matris olsun. () matrisinin spektral normu i¢in asagidaki esitsizlikler

saglanir.

(i) Eger |r| > 1ise

gnQn— gnQn—
\/ L<1Q] < )L (4.13)
a a

(ii) Eger |r| < 1lise

rly /2 < 1Ql2 < 4/ (n = DT (4.14)

Ispat. () matrisinin Frobenious normu

n-1 p\ERHD  nl B £+
Q=Y 00 () @ me(2) @15
k=1

k=0

seklindedir. Burada |r|’ye gore iki durum s6z konusudur.
(i) Eger |r| > 1 ise, Teorem (4.1.1)’den
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, n—1 b E(k+1) , n—1 b E(k+1) ,
oz > -k (—) qk+zk(—> .
k=1

2
= n —_
> ()
k=0
o <QnQn71)
= nl|——
a

elde edilir. Buradan

1 qndn-1
J— >
\/EHQHF = \/ a

yazilabilir. Ayrica Denklem (1.73)’ten asagidaki esitsizlik

HQHQ Z Gndn—1
V a

(4.16)

4.17)

elde edilir. Simdi |r| > 1 i¢in () matrisinin spektral normunun iist sinirin1 elde etmek igin

@ = B o (' olacak sekilde B ve C' matrisleri sirasiyla

[ T(g)%qo 1 1 1
rB e )T 1
&€(n—1) &(n) &)
B=1r(@) * @2 7(Q) 2 @ 7(3)) 7 @0 ... 1
L @) (27 e r(R)7 ® r(3) *
Ve
r &) £2) £B3) £(n) .
(27w ()7 a (2)7 @ (2) 7 @
£ £(2) &(n=1)
L ()7 ()7 a () 7 dus
£(1) &(n—2)
¢= 1 1 (2) 7 (2) 7 du-s
| 1 1 1 Oxr
seklinde tanimlansin. Denklem (1.71) ve (1.72)’den
n L\ =
_ 2 — 2 _ — nan—
) = gy Sl S (1) =yt
n n—1 E(k+1)
b Gndn—1
_ 12— 0 2 _
Cl(O) - 1121]&3;\ ; |cz]| \ e (&) Qk a .

(4.18)

(4.19)



esitlikleri elde edilir. Ote yandan Lemma 1.4.7°den

qndn—1
a

1Q2 < 71 (B)er(C) = |7 (4.20)

elde edilir. Boylece () matrisinin || > 1 i¢in spektral normunun alt ve {ist sinirlari

qnqn— nYn—
N L<1Q|l, < |r|Tndn=t 4.21)
a a

seklindedir.
(i) Eger |r| < 1 ise, Denklem (4.15)’ten

2 n-1 N e = AN
Qi = Yw-nl(2) @ ae (L) e
k=1

k=0

n—1 b §(k+1)
- kY () e

k=0

_ n|r|2 (%ﬂ]n—l)

a

esitsizligi elde edilir. Buradan

qndn-1

1
— > 4.22
el > Ir (422)
elde edilir. Boylece Denklem (1.73)’den
nGn—
Q12 > [rly /=== (4.23)

bulunur. Simdi |r| < 1 i¢in ) matrisinin spektral normunun iist sinirini elde etmek i¢in
@ = D o E olacak sekilde D ve E matrisleri

(5w 1 1 ]
b £
r (E) 2 qo 1 1
(1)
D = r r (S)qu 1 (4.24)
| r r (£)% g
ve
r £ £ £3) £(n) 7
(gz(nj o (g) '5(21) QI (g) 5(22) & (g)ﬁ(nzfl)qn_l
(2) % tar (27 @ (S)T) O (2) % dns
&(n—1) &(n) 1) £(n—2)
E=102) 7 @2 (2) 7 &1 (2) 7 @ (3) 7 dus (4.25)
£(2) £(3) £(4) £(1)
L @7 Q) 7e (37 w (2) " o |

tanmimlansin. Denklem (1.71) ve (1.72)’den
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ri(D) = max %: (é) g+ (n—1)=vn—1,

1<i<n \ ‘

n n—1 b E(k+1) Gl
alB) = max > el =4[ (5) G=\ "
T i=1

k=0

elde edilir. Ote yandan Lemma 1.4.7°dan

1Qll> < ri(D)er(E) = 4/ (n — 1)L (4.26)

a

elde edilir. Boylece, |r| < 1 i¢in () matrisinin spektral normunun alt ve iist sinirlart

iy /2= < QI < 4/ — 1Bt (427)

seklindedir. O

Sonu¢ 4.1.1. Teorem 4.1.3’te elde edilen sonuclar a ve b’nin 6zel degerleri icin

literatiirdeki baz1 say1 dizilerine indirgenebilir. Ornegin,

e ¢ = b = k i¢in elemanlar1 k—Fibonacci sayilar1 olan r—circulant matrisin norm

sinirlart [20]

Eger |r| > 1ise

Fopn Eon— FronFron—
VT Sl < = (4.28)

Eger |r| < 1ise

Frn - Fyn o n—
rly/ == < 1Rl < \/(n — ) (429)

e a = b = 2icin elemanlar1 Pell sayilar1 olan 7 —circulant matrisin norm sinirlari [54]

Eger |r| > 1ise

P,P,_ PP,
Vg <Rl < =5 (4.30)

Eger || < 1ise

PPy PP
Irly/ = 1él\@!lzs\/m—l) 5 (4.31)
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e o = b = 1 icin elemanlar1 Fibonacci sayilar1 olan r—circulant matrisin norm

sinirlari [19]

Eger || > 1ise

VEE, 1 <||Ql2 < [r|FuFy-, (4.32)

Eger |r| < 1ise

P/ FoFn1 < |Qll2 £ V(0 — 1)FF 4 (4.33)

olarak elde edilir.

Asagidaki teorem elemanlart iki periyotlu Lucas sayilar1 olan r—circulant matrisin

spektral normunun alt ve {ist sinirlarini verir.

Teorem 4.1.4 ([39]). r € C ve

£00) £2) &(n=1)
L = Cr ((9) l07 <é> lla (é) l27 SRR (9) lnl)
a a a a

r £0) £) £2) §(n=1) 7
I S R S C
&n=1) £(0) &) €(n=2)
SO RO R O R
€(n=2) &(n=1) £(0) &(n=3)
o G IO R ) L N ) s
40 .Q .& . @
RO I R RO R RSO R

bir r—circulant matris olsun. L matrisinin spektral normu i¢in asagidaki esitsizlikler
saglanir.
(i) Eger |r| > 1 ise,

Il Il Ll
\/ 1+2§\|LHQ§\/1+\7~\2 (—1—2) 42 (4.35)
a a a

(ii) Eger |r| < 1ise,

Ll Ll
7[4/ , 1+2§||L||2§\/n( p 1+2). (4.36)

Ispat. L matrisinin Frobenious normu

) n—1 b &(k) , n—1 ) b (k) )
el =S -0 (2) g mee () @37
k=1

k=0
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seklindedir. Burada |r
(i) Eger || > 1 ise Teorem (4.1.2)’den

n—1 n—1
IlE = > (n=h) (9)5(” F+Zk‘(9)w k
Fr = a k a k
k=1

"ye gore iki durum s6z konusudur.

olarak elde edilir. Buradan

1 Ll
—||L||r > 2. .
\/ﬁH |r > P (4.38)

yazilabilir. Ayrica Denklem (1.73)’den asagidaki esitsizlik

Ipl—
IZ]l2 > 4/ 2= +2 (4.39)

elde edilir. Simdi |r| > 1 i¢in L matrisinin spektral normunun iist sinirini elde etmek i¢in
L = F o H olacak sekilde

1 1 1 1

F(0) 5T 1 1 1 1
F=r()"T 1 r (07 1 11 (4.40)

RO RO R AR O RSN

ve
r £(0) Q1) £(2) E(n=1) 7
() h ()7 h (2)° 5k Q) 7
£(0) &) (n—2)

B B0 ()T b
H= by by 4.41
1 LT L ()T (4.41)

| 1 N (

matrisleri tanimlansin. Denklem (1.71) ve (1.72)’den

- SN -
>l = 1+WZ(5) i = 1+rr12(7—2),

j=1 k=1

n(F) = max
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n n-l b (k) Ll 1
01<H) = maX Z |hz‘j’2 = <a) ll% = nne + 2

1<j<n - a
i=1 k=0

elde edilir. Ote yandan Lemma 1.4.7°den

Ll Ll
1l < ra(F)er(H) = \/ e (2= - 2) R @)
elde edilir. Boylece L matrisinin || > 1 igin spektral normunun alt ve iist sinirlari
Ll [y - Lol
1+2g||L||2§\/1+|r|2 (—1—2) L2 (4.43)
a a a

seklindedir.
(i) Eger |r| < 1 ise, Denklem (4.37)’den

) n—1 ) b (k) ) n—1 ) b §(k) )
i > Ye-nr(2) 2 mp(2) oz
0 k=1

esitsizligi elde edilir. Buradan

L lnlnfl

vn

elde edilir. Boylece Denklem (1.73)’den

L[| = |r]

+2. (4.44)

lnln—l
[IL[]2 > |r]

+ 2. (4.45)

olarak bulunur. Simdi |r| < 1 i¢in L matrisinin spektral normunun iist sinirmn elde etmek
icin L = G o K olacak sekilde G ve K matrisleri

111 ... 1
r 1 1 ... 1

G=|r r 1 ... 1 (4.46)
roror 1
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veE

1
/1y
o
=
A
I~
[
i
—
L)
=
A
I~
3
|
-
1

O B O S N O
BT O BT ()T
£€(n=2) (n—1) £(0) £€(n=3)
K=l e (77 o (70 o () s 47
£(1) £(2) @ £0)
O RO O N O

tanimlansin. Denklem (1.71) ve (1.72) kullanilarak

n(G) = max

Z l9:1* = v/,
j=1

n n—1 b &(k) lnln_l
a(K) = 1rgga<}§7, Z |ki;|? = Z (5) 2= . +2

1=1 k=0

elde edilir. Ote yandan Lemma 1.4.7 kullanilarak

I|L]]2 < 711 (G)er(K) = \/n (l”l”‘l e 2) (4.48)

a

bulunur. Boylece, |r| < 1 i¢in L matrisinin spektral normunun alt ve iist sinirlari

Lol Ll
|7 . 1—}—2§||L||2§\/n( . 1—|-2) (4.49)

seklindedir. 0

Sonu¢ 4.1.2. Teorem 4.1.4°te elde edilen sonuclar a ve b’nin Ozel degerleri igin

literatiirdeki bazi say1 dizilerine indirgenebilir. Ornegin,

e o = b = k icin elemanlann £—Lucas sayilar1 olan r—circulant matrisin norm

sinirlari

Eger |r| > 1 ise,

LnLnf LnLnf LnLnf
[ Lebian 1+2g||L||2s\/1+|r|2 (Bt o) [Pt s

Eger |r| < 1 ise,

LinLi_ LinLip_
'T'\/%“S ||L||2 < \/n (%m) (4.51)
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e o = b = 2 icin elemanlar1 Pell-Lucas sayilar1 olan r—circulant matrisin norm

sinirlari

Eger |r| > 1ise,

N A A e N =N EaES

Eger || < 1 ise,

i /Qngnl +2<||IL|]; < \/n (Qngnl + 2> (4.53)

e a = b = 1 i¢in elemanlar1 Lucas sayilar1 olan r—circulant matrisin norm sinirlari

Eger |r| > 1 ise,

VL1 +2<||L|l2 £ V1472 (LoLn1 — 2)\/LpLp_1 +2 (4.54)

Eger |r| < 1 ise,

17|/ LnLn_1 + 2 < ||L]]2 < /N (LpLn_1 + 2) (4.55)

olarak elde edilir.

b £2) b £(3) b &)
Sonu¢ 4.1.3 ([39]). r € C, Q = C, ((5) @0, (2 7 a1, (2) ..., (2) 2 qnl)

ve L = C, ((%)5(20) lo, (2)«271) ly, (a) E loy..., (9) g ln_l) elemanlari iki periyotlu

a

Fibonacci ve Lucas sayilarindan olusan iki r—circulant matris olmak iizere,
(i) Eger |r| > 1ise

nin— lnln— lnln,
Qo Ll < Jrf 220t 1\/1+|r|2 (M=t o)yt g 56

a

(i) Eger |r| < lise

a

olarak elde edilir.

£(2) £(3) £(n)
Sonuc 4.1.4 ([39]). r € C, Q = C, ((g) @0, (2) % a1, (2) F g, (2) 2 qnl)

ve L = C, ((%)5(20) lo, (%)5(271) [y, (a) E lo, ..., (9) ot l,—1 | elemanlar iki periyotlu

a

Fibonacci ve Lucas sayilarindan olusan iki r—circulant matris olmak iizere,
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(i) Eger |r| > 1ise

Q@ L. \/ RGeS
a a

veE

1Q® Lil2 < |r]

(ii) Eger |r| < 1

Gndn—1
a

ise

qndn—1

HQ®LMZVV¢

Ve

=

lnln—l + 2)

¢1+vv(ﬁﬁi—a)
a

HQ®MES¢MH

elde edilir.

lnln—l

Indn—-1
—1
) a

(

a

r2)
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lnln—l
a

+ 2,

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)



BOLUM 5

Bu boliimde elemanlar1 iki periyotlu Fibonacci ve Lucas sayilart olan r—circulant

matrislerin determinantlari ve tersleri hesaplanacaktir.

5.1. Elemanlar1 Iki Periyotlu Fibonacci Sayilar1 Olan r—Circulant Matrislerin
Determinant ve Terslerinin Hesaplanmasi

Ik olarak Tamim 1.4.22 ile verilen C, r—circulant matrisinin elemanlar iki periyotlu
Fibonacci dizisinin ardisik terimleri olan (), r—circulant matrisi asagidaki gibi

tanimlanacaktir.

Tanim 5.1.1. g,, n. iki periyotlu Fibonacci sayist olsun. (n x n) tipinde

r £(2) £(3) £4) £(n+1) 1
Qoo @ e @) o @) . o
Q) 7 e Q)Pa (e (2) % dn
£(n) £(n+1) £(2) £(n—1)
Q=@ a7 (D) 7w (27 a (2) 7 o (56
L r() e r() e ()T ()T a

taniml1 matrise iki periyotlu Fibonacci sayilari ile tanimli r—circulant matris denir.
Simdi, bu matrisin determinant degerini iki periyotlu Fibonacci sayilari ile karakterize

eden asagidaki teorem verilecektir.

Teorem 5.1.1 ([43]). n > 3,7 # ——f5—— ve gy, n. iki periyotlu Fibonacci sayis1 olsun.
g)an+1

b £(2) 5 £(3) b &(n+1) . . . .

Q, = C, (E) 2 q, (E) 2 o, ..., (—) 2 ¢, | elemanlan iki periyotlu Fibonacci

a

sayilart olan bir r—circulant matris olmak iizere (),, matrisinin determinanti

2 b &n1) b £n) n—2
det Qn = (q% - T\/jq2 (_> Qn> <Q1 -r (_) Qn+1>
a a a
E(n—k) E(n—k—1)

n—2 sin=Fk) sin=k=1)
b 2 b b 2
+rkz [(% <a> Gn—k+1 — \/;(D <a> Gn—k
b\ b b 5 .
X (7’ (—) Gn — \ﬁq(}> <q1 - (—) qn+1> (5.7)
a a a

seklindedir [43].

3
Ispat. n = 3icin Q3 = ¢ +r <\/§QQ) + 72 — 3T\/§q1ng3 olup (5.7) ifadesinin
dogrulugu kolayca goriiliir. Simdi n > 3 i¢in (5.7) ifadesinin dogrulugunu gostermek i¢in
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asagida verilen

1 0 0 0 0 0
—r\/gg—j 0 0 0 0 1
—r 0 0 0 1 —Vab
P = 0 0 0 0 —Vab -1
0 0 1 —+ab
0 1 —Vab -1
A~
1 0 00 ...00
g1 \/_ n—2
o (e T Ve 00 ..00
q1— T(b) N dn+1
£n1) \/_ n—3
o (&) A 00 ..0°1
q1— r(g)anH .
Rn: (b {(n 1 r n—
o (&) ¥ Vi 00 ...10
a-7(2) 7 gunr
E(n— 1)
o (&) ;fg\/_‘” 01 ...00
a-r(2) 7 gun
0 1 10 ...00

matrisleri tammmlansin. (5.6), (5.8) ve (5.9) matrisleri kullanilarak

S, = P.AR
Qo Gy B Bn1 Bna - Ps [Ba
&(n+1)
0 9o @ — \/_(’2(> Yoo Yme1 ot Y Vs
On 0,
on 0,
= -
Oy,

o, 0,

On

olacak sekilde bir iist licgensel matris elde edilir. Burada

O e

§(k—1)

71> b
qn — \/;CJO
&n)

B

Ya

On

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.11)



§n=1)
Ve ()T a
= q1—
41

dn
£(n—k+1)
_ E(n—k) R
w2 e b (57 g
+r Z - Qn—k+1 —
—1 a q1
£(n—1) k
r(@) 7 e —/aw
£(n) ’
Q- (%) * Qnt1
B £(m—2)
N e () g
Ym =T\ — dm — ) m:475a , T,
a a1

&n)

b rFo
en =q1—T (_) dn+1
a

seklindedir. Ote yandan (5.8) ve (5.9) matrislerinin determinantlar1 sirasiyla

det P, = (1)
ve
r(ﬁ)g(nz_l)q /2o "
a e Z , n—1=1,2(mod 4)
B

£(n—1) n—2
r(2) 2 g,—+/2
- ( )~ “q°> . n—1=0,3(mod4).

qlfT(E) Tqn+1

oldugu kolayca goriiliir. Buradan, n > 3 i¢in

b £ ; n—2
r (g) 4n — \/;QO
£(n) :

q —7r (%)T dn+1

det P,det R, = (—1)"

S, list ticgensel bir matris oldugundan
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(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)



; ) s<n2+1> n—2
detS, = qgn [(\/iq() - (—> qn>]
a a
b s<n2+1> 2 n—2
= (-1)"*qgn [(7’ (—) Gn — \/jQO>]
a a

elde edilir. S,, = P, Q,, R, esitliginin her iki tarafinin determinanti alinirsa

" (1) ; n—2
det P, det Q,detR, = (—1)"2qgn [(T (—> qn — \/jQO>]
a a

n—2

£(n+1)
T\3 > gn — \/EQO
= (=" det Q, (5.20)

)
elde edilir. ¢1 — 7 (2) * ¢u4+1 # 0 olmak iizere

a

£(n) n
b\ z
det Q, = qign (Ch —i (a) Qn+1>
£(n—1) &) n—2
( ) \ﬁ (b) : ) ( (b) ; >
= qp — 7T\ —q2 | — dn g —7r\— gn+1
a a a
n—2 b M 5 b §(7L72k71)
+TZ [(Ch (a) Qn—k+1 — \/;Cb a

k=1

E(n—1) k &) n=
X UAN M qn — —qo G —r\— Gn+1
a a a

elde edilir. n

-2

M)

Sonug S5.1.1. (5.7) esitliginde a, b ve r’ye uygun degerler verildigi zaman literatiirde yer

alan diger 6zel say1 dizileri ile ilgili circulant matrislerin determinantlar elde edilir [22].

Lemma 5.1.1 ([43]). A elemanlari

(n)

Q1—T(§)T%+1> Jg=1+1
b by 5 .
aij = \/;q() —7(2) 7w i=] (5-21)
0, diger durumlarda

b
seklinde (n — 2) x (n — 2) tipinde bir matris ve r # _Vaw olsun. Bu durumda, A

b 5(n;1)

. an
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matrisinin tersi A~! = (a;;),

£(n) it
<—<q1—r(2)€2 qn+1>>
’ E(n 1) J—i+1> ] Z Z
a;; = < VEao—r(2) qn> (5.22)

0, diger durumlarda

seklindedir.

£2) £3) E(nt1)
Teorem 5.1.2 ([43]). Q, = C. ((a) 2, (a) 2 QQ,...,(Q) 2 qn> elemanlar iki

a

periyotlu Fibonacci sayilari olan bir r—circulant matris olsun. Bu durumda n > 3, r #

0,r # \g/; — Ver # T olmak iizere Q,, matrisinin tersi
a R dn+1
Ot =C, (wr,ws, ..., wn), (5.23)

seklindedir. Burada

&(n)

Vab =727 g

wr = ——v 5(n+1> o 2
£(n+1)
\[%_Tg (\/E%—T(S) : qn)
((h \/7% n—l)
* &nt1) ’
qi19n (\/7610—7” 2 qn)
w — v %lJQ
2 — £(n+1) n
Lo—r(t) 2 qu Y
0\
v{a—7(3) 7 dun
W3 — ( 1)77,—1

1 n—3 b w 5 b §(n—2k+1)
+ Z(—l)n_k ¢ (—> Qn—k+1 — \/j% <—> In—k
@19n 1\ a a a
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&(n) g(n+1)
G —7T (b) ? Qn—I—l) (\/7(]2 - T 2 qn+2)

§<n+1) n—2
\/>CI0 - T ? dn

E(nt1)
(QI\[% \/712(13) ab (\/E%—T’(S) : qn+z>
+

§(n+1)
G1.9n (\[qo —r () qn) A19n

n—3

X

o

Wi (—1) J;
nJ

(hg" =1

E(k+4) £(k+3)
(1 (g (2) g (R
q a qr+3 aCI2 a qk+2

E(nt1) &) n=J
SQ2—7“(§) K Qn+2> (Q1—7’(§) : Qn+1)
(n+1) n—j+2
<\[qO—'r’ (&) 2 qn)
n—j+2
(ql—r(g> “ q)
£(nt1) n—j+3
( b= ()7 a)

b §(n2—k) b
st (QI () T \[
a a

=

(n—k+1)
b 2
2 (_) inc)
a

£(n+) . £(n) n—j—k
b —=1(2) T gz ) (=7 (2) T qunr

§(n+1) n—j—k+2
\[ do — 7" 2 qn)

n—j—k+2
b
(h - ) 2 Qn+1)
n—j—k+3
[ . (Q) E(n2+1)
240 a Gn,
£(n)

g b b s \/EQO\/% —q1+7 (g)T dn—1
G-t )~ 5(n+1) 2
<\/>QO - T 2 Qn)
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ba(
q1 g : qj— 1_\/>QQ
+ £(nt1)
\/:]0—7” ?

2
§<n+1> by 2
v \/>q2 — 7" 2 G2 g —T (_) dn+1
. 3
r &(n+1) 5(n+1)
(ﬁqo—ms) “u) (Ve )
£(n+1) &)
1 b\ : b b\ 2
+ T n =\ =20 | = In—1
q19n a a a
b, /T b <52
\/;(JO ab—éh—i‘?”(g) ? Gn—
2
£(n+1)
(V- a)
&) E(n—1)
@ (2) % g 1_\/EQQ b)Y T s
+ Ent)
\/7610—7” 2 An

]72
, 7=05,6,....n—1,

£(n—1)
b
T/ 292 (;) > n
gn = @1 —
q1
£(n—k+1)
_ (n—k)
=2 b\ b (B) T gk
"’TZ - Gn—k+1 —
k=1 a q1
£(n—1) k
r(2) 7 a2
X
) ,
Q1_r(g) ? dn+1
ve

9 b b &(n+1)
q19n — q7 + T\/EQz (g) S

v =
q19n
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Ispat. U, asagida verilen

/
—9n

0 U3 Ug Uy ... Ulp—1 Uln
= D)
0 1 —wgVeeld) T e o G &
9n q19n qign  qQgn q19n q19n
0
U, = 0 1 (5.24)
0 1 0
0 1
0 1

bir matris, burada
£(m)

g(m+1) sim)
b 2 b b\ 2
Cm:—TQI N m T 7T\ —q2 | = dm—1, m:4,5,...,n,
a a a

b % ’ T’\/EQQ (9)%%
(a) qn+ 9n q - a (‘]11

q1 q19n

9

£(n—j+2)
(g Gn—j+3

£€(n—j+2)

§(n—j+3) b

q1

£(n+1) n—k

£(n—k+1)
2

o g (2)

n—2
b 2
+r Z (a) Qn—k+1 — .
1

k
§(n—1)
b b
r(2) 7 - y/;qO
&(n)

n-r(d)”

Qn—k

dn+1
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g, b 2 r g%(g Gn—j+3 ,



ve H = diag(q1, g,,) olsun. O zaman (5.6), (5.8), (5.9), (5.21) ve (5.24) matrislerinden
PR U, =HD A,

oldugu goriiliir. Burada & operatorii iki matrisin direkt toplamidir. 7,, = R, U/, alinirsa

Q' =T, (H oA ") P,
yazilabilir. Simdi Q! = circ,(wy,ws, . .., w,) olsun. 7, matrisinin son satiri
\/* §<n+1>
q2 An
07171_ ) C”’CTL*17H" C57 C4
q19n q19n q19n q19n q19n

seklinde olacagindan Lemma 5.1.1°den Q! matrisinin son satirinin elemanlari

LRV
TWwy = £(n+1) - ?
\/110 — T 2 dn 919n
y % n—3
viq—T (g) In+1
TW3 (i

- ; §nk) ; ) Snkt)
r .
+ Z(—l) "o (‘) n—k+1 — \/j(h (‘) Gn—k
d19n 1 a a a
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G —7T (b) 5 C]n+1) (\/7612 - 7’ EWJ ) qn+2>
(\/E‘JO ) qn> -
(ql\[@; - \[ng3> ab (\/gqg -7 (g)“’?” qn+2)
o (Vo 0) m

n—3 b E(k2+4) b b §(k2+3)
X [(—1)""_1 <Q1 <—) Qk+3 — \/jCI2 (—) Qk+2>
a a a

rog = (—1)" (

£(n) n—j+2
(1= ()% )
£(n+1) n—j+3
(Vem-r " a)
n—j g(n—k) E(n—k+1)
. b 2 b b 3
Z n Jj+k+1 <q1 (_) Qo1 — \/jq2 (_) qn_k>
a a a
£(n+1) £(n) n—j—k
< 42— ? Qn+2) (Ch —7’(2) : Qn+1>
£(n+1) n—j—k+2
EQO—T(E) : Qn)
£n) n—j—k+2
Q1_7” b) : Qn+1)
5(n+1) n—j—k+3
(\/7(]0 - 7” 2 QH>
&(n)

A bbb\ T \/EQO\/%_C]l“—T(g)an_l
|l a <—> 45 —\| ~42 (—) ¢j—1 ] X 5
; RNICEES
(Vem-r ()" 0)
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£G4) 36)
o (z)* a-1— \/E% by T g '
+ g(n+1) s j:5,6,...,n—17

\/7610—7“ 2

2
(n+1) sn)
N O R T R et
2 3
sntl) HUEE))
(fqo—r Pa) (Viw-r® )
£(n+1) &)
r b 2 b b\ 2
+ Ea0 n — A/ ~42 | — Gn—1
d19n a a a
b b &)
Vc%vab—q1+r(q 2 Gn1
£(n+1) 2
\/>QO_7’ : 408
s<n
\/7Q2 qn—2
&(n+1) )
V/_q —r(2) ?
£(n)

1 Vab Q1_T(b)TQn+1

9n b —7" Q E(nH) s<n+1> 2
a0 f90 —7” 2 Gn

b
rvae(2) 7 an
gn = q1—
q1
E(n—k+1)
_ E(n—k)
2 ANE b () T gk
+r Z - An—k+1 —
a q1
k=1
&(n—1) k
r (Z) *gn — SQO
X
£(n) )
G —T (2) ? ot
ve

)
Gign — 41 + rqu In

q19n

V=

seklindedir.
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Sonug 5.1.2. (5.23) esitliginde a, b ve r’ye uygun degerler verildigi zaman literatiirde yer

alan diger 6zel say1 dizileri ile ilgili circulant matrislerin tersleri elde edilir [22].

5.2. Elemanlar1 Iki Periyotlu Lucas Sayilar1 Olan r—Circulant Matrislerin
Determinant ve Terslerinin Hesaplanmasi

Ik olarak Tamim 1.4.22 ile verilen C, r—circulant matrisinin elemanlar1 iki
periyotlu Lucas dizisinin ardigik terimleri olan £, r—circulant matrisi agagidaki gibi

tanimlanacaktir.

Tanim 5.2.1 ([43]). [,,, n. iki periyotlu Lucas sayisi olsun. (n X n) tipinde

oy
»N
oy
I~
w
o
3
N
]

465 &2 £B3)
BTn G O BT,
£(n) £1) £(2) gn=1)
rOF L BT BT e B
gn=1) (n) ) §(n=2)
e 1 I A O R A O R N O R (525
O RO R A O R A Rt

tanimli matrise iki periyotlu Lucas sayilari ile tanimli »—circulant matris denir. Simdi,
bu matrisin determinant degerini iki periyotlu Fibonacci sayilan ile karakterize eden

asagidaki teorem verilecektir.

b
Teorem 5.2.1 ([43]). n > 3,7 # é\é——jg ve l,, n. iki periyotlu Lucas sayis1 olsun.
% 2 ln+1
py S0 €@ py S o ‘
L, =C (%)% 0, ()% b,...,(%) * I, elemanlan iki periyotlu Lucas sayilari

a

olan bir r—circulant matris olmak iizere (7,, matrisinin determinanti

b b % b +1)
det £, = ((‘) I =7l (—> ln) ( —l - 7“ n+1>
a a a
n—2 b b 6("—21«+1) 5(n k)
+r Z [(\/gll (5) k1 — 52 - >
£n) k (n+1) n—k—2
2
x (T (é) b — l0> < éll - (9> ln—l—l) (5.26)
a a a

seklindedir.
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Ispat. V, ve G, matrisleri

1 0 0 0 0 0
R N
o 0 0 0 0 1
—r 0 0 0 1 —Vab
V= 0 0 0 0 ~Vab -1 (5.27)
0 1 —Vab .. 0 0
1 —vVab -1 0 0
\~
1 0 00 00
&(n) n—2
T by 2 n—
0 () 7 bncto 00 00
311*7’(3) L e
£(n) n—3
r(2) % lu—lo
0 el 00 0 1
gh—r(g) 2l
n n—4
Gn = w(2) % 1ty : (5.28)
0 sl 00 ... 10
Ll—r(2) Int1

r(é)%ln—zo
0 D 01 ... 00

0

10 ... 00

seklinde tanimlanrsa Teorem (5.1.1)’in ispatina benzer sekilde ispat yapilabilir. [l

Sonug 5.2.1. (5.26) esitliginde a, b ve r’ye uygun degerler verildigi zaman literatiirde yer

alan diger 6zel say1 dizileri ile ilgili circulant matrislerin determinantlar elde edilir [22].

Lemma 5.2.1 ([43]). B = (b;;) elemanlari

§(n+1)
Ve =7 (57, =i
£(n)

bij=1q1l—r (%) > A, 1=7 (5.29)
0, diger durumda
seklinde (n — 2) x (n — 2) tipinde bir matris ve r # —%~— olsun. Bu durumda, B
(2) * i

matrisinin tersi B! = (b;j)

(- (Va5 )
J—i+1 ) j 2 Z
=g (e ) . (5.30)

0, diger durumda

seklindedir.
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Asagidaki teoremde elemanlar1 iki periyotlu Lucas sayilart olan £, r—circulant
matrisinin tersi verilecektir.

£ £2) &)
Teorem 5.2.2 ([43]). £, = circ, ((g) Pl (8) P gy (R) zn) elemanlart iki

a a

periyotlu Lucas sayilar1 olan bir r—circulant matris olsun. Bu durumdan > 3,7 # 0,r #

N

o ve — bt olmak iizere £,, matrisinin tersi
@) Q) 7 n
L1 = circ, (1, s, ... 1), (5.31)

seklindedir. Burada

1 n—3 b b £(n—2k+1) b £(n2—k)
+ b Z(—l)n_k’ <\/;l1 (a) ln_k+1 — l2 (a) ln—k)
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n—4
sV ) (b (" )
(=1)"

w4 = (n) n—2
, (zo ) zn)
St
(\/§l1l4—l2 Slzz)\/% b—r(2) l”+2)
+ — b
by, (lo—r(g) ; zn) by
n=3 boop\ e b\
X [(—1)""_1 ( Ell (a) lpys — 1o (a) lk+2>
h=2
g(n+1) k=2
(V=" 1)
X R :
(o=r®*1.)
an+m £(nt1) n=j
o <l2—7" n+2) (\/71 —7’ : n+1)
v = (=)

r o\
(= ()" zn)
£(n+1) noit2
(\/711 - 7‘ 2 n+1)
£n) n—j+3
(0-r»)* zn)
1 n—j b b {nktl) b §nh)
+ [ (_1)n*j+k+1 (\/jll (_) ln—k+1 _ l2 (_> lnk)
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ve IC = diag(ly, ¢,,) seklinde tanimlanir ve (5.25), (5.27), (5.28) matrisleri dikkate alinirsa
Teorem (5.1.2)’nin ispatina benzer sekilde ispat yapilabilir. 0

Sonug 5.2.2. (5.31) esitliginde a, b ve r’ye uygun degerler verildigi zaman literatiirde yer

alan diger 6zel say1 dizileri ile ilgili circulant matrislerin tersleri elde edilir [22].
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BOLUM 6

6.1. Sonuc ve Oneriler

Bu tez calismasinda ilk olarak genellestirilmis Fibonacci ve Lucas p—sayr dizileri
tanimlanarak bu say1 dizilerinin Binet formiilleri, tirete¢ fonksiyonlar1 ve Binom
toplamlar1 hesaplanmistir. Daha sonra, elde edilen yeni dizilerin 6zel halleri olan
m—genigletilmis Fibonacci ve Lucas p—sayilar kullanilarak m—genisletilmis Fibonacci
ve Lucas p—fark dizileri elde edilmis bu fark dizileri arasindaki bazi bagintilar
bulunmustur.  Ardindan, elemanlar1 iki periyotlu Fibonacci ve Lucas sayilar1 olan
r—circulant matrislerin spektral normlarinin alt ve iist sinirlari, tersleri ve determinantlari
hesaplanmigtir. Ayrica tez icerisinde yapilan calismalar neticesinde [39], [42] ve [43]

numaral1 yayinlar yapilmustir.
Buradan yola cikarak, elemanlar1 genellestirilmis Fibonacci ve Lucas p—sayilarinin 6zel

halleri olan Toeplitz, Hankel ve benzeri matrislerin de spektral normlari, tersleri ve

determinantlar1 da incelenebilir.
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