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OZET
Yiksek Lisans Tezi

GAMMA FONKSIYONU: TARIHCESI, KARAKTERIZASYONU ve BAZI
ESITSIZLIKLER

Leyla GULSARAN
Nevschir Hac1 Bektas Veli Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Necdet BATIR

Bu tez dort boliimden olusmaktadir.
Birinci boliim de kendi i¢inde giris ve tarihce olmak tizere iki kisima ayrilmistir.

Ikinci bolimde onbilgiler ve diger boliimlerde kullanilacak olan bazi tamimlar,
lemmalar ve teoremler verilmistir.

Ugiincii  boliimde, gamma fonksiyonunu karakterize eden birkag onemli teorem
verilmistir. Ayrica gamma fonksiyonunun geometrik konveksligi ve logaritmik
konveksligi lizerinde de durulmustur.

Dordiincti boliimde, gamma fonksiyonu ile ilgili bazi esitsizlikler verilmistir ve bu
esitsizlikler i¢in baz1 alt ve {ist sinirlar gelistirilmistir.

Anahtar Kelimeler: gamma fonksiyonu, beta fonksiyonu, karakterizasyon, Bohr-
Mollerup Teoremi, konveks fonksiyonlar, polygamma fonksiyonlari, esitsizlikler.



ABSTRACT
Master Thesis

GAMMA FUNCTION: HISTORY, CHARACTERIZATI ON AND SOME
INEQUALITIES

Leyla GULSARAN
Nevsehir Hact Bektas Veli Universty
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor : Prof. Dr. Necdet BATIR
This thesis consists of four chapters.
Also the first chapter, seperates two parts being introduction and history inside.

In the second chapter, preliminaries and some necessary definitions, lemmas and
theorems that will be needed for later use are given.

In the third chapter, a few important theorems that characterize the gamma function are
given. Furthermore, the geometrical convexity and logharitmic convexity of the gamma
function is also emphasized.

In the fourth chapter, some inequalities related to gamma function are given and some
lower bounds and upper bounds have been developed for these inequalities.

Keywords: Gamma function, Beta function, characterization, Bohr-Mollerup
Theorem, convex functions, polygamma functions, inequalities.



ICINDEKILER

TESEKKUR ..., i
O E T ... 1
ABSTRACT o, iii
SEKILLER LISTEST ..o v
SIMGELER VE KISALTMALAR ............ccooiiiiiiiiiiiiiiii e vi
1. GAMMA FONKSIYONU ve TARTHCESI ..............ccooiiiiiiiiiiiii, 1
0 B 55 R 1
1.2. Gamma Fonksiyonunun Tarihgesi .............cooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e, 3
2. TEMEL TANIM ve OZELLIKLER ...................c.cccooiiiiiiiiiiiiiiiin, 10
3. GAMMA FONKSIYONUNUN KARAKTERIZASYONU ...................... 29
4. GAMMA FONKSIYONU iLE ILGILI ESITSIZLIKLER ....................... 42
KAYNAKLAR e, 55
OZGECMIS ..o 58



SEKILLER LISTESI



SIMGELER ve KISALTMALAR
Dogal Sayilar Kiimesi

N

R : Reel Sayilar Kiimesi

C Kompleks Sayilar Kiimesi
I

Gamma Fonksiyonu

Psi ve ya Digamma Fonksiyonu

<

g//(n) :  Polygamma Fonksiyonlar1

B . Beta Fonksiyonu

4 . Euler — Mascheroni Sabiti
Rez : 2z’ ninreel kismi

Imz : 2z’ ninsanal kismi

logx : Inx

Vi



1. GAMMA FONKSIYONU ve TARIHCESI
1.1. Giris

Gamma fonksiyonu n!=1.2.3....n faktoriyel fonksiyonunun tanim kiimesini tiim reel
sayilara genisletme ¢abasinin bir iriinii olarak ortaya c¢ikmustir. Bu fonksiyon
giniimiizde negatif tamsay1 olmayan tiim X reel sayilar1 i¢in

I'(x) =J.u“e*“du
0

has olmayan integrali ile tanimlanir.

Sekil 1: Gamma fonksiyonunun grafigi

Gamma fonksiyonunu ilk tanimlayan Leonard Euler olmakla beraber bu fonksiyonu
Kompleks sayilarda ele alan matematik¢i Carl Friedric Gauss olup sonralari bu
fonksiyonun birgok yeni 6zelliginin kesfine imzasini atmistir. Gamma fonksiyonunun
gelisiminde Onemli katkisi olan matematikgilerden biri de Karl Weierstrass olup

giinimiizde “’Weierstrass Kanonik Carpimi”’ olarak bilinen teoremi, %
X

fonksiyonunun sonsuz ¢arpimini vermektedir.

Gamma fonksiyonu i¢in pek c¢ok tanim verilmistir. Bunlarin hepsi ayni fonksiyonu
tanimlamakla beraber bunlarin denk oldugunu gostermek her zaman kolay olmamustir.
Bu nedenle bu fonksiyonu karakterize eden ozellikler iizerinde uzun siireler
calisilmistir. Bunun amaci gamma fonksiyonu igin verilen tanimlarin denk oldugunu
gostermek yerine bu fonksiyonu 6zel veya tek yapan 6zellikleri bulup verilen tanimlarin
bu 6zellikleri saglayip saglamadigina bakmanin daha akillica bir yol olmasidir. Gamma

fonksiyonunun kesfinden 200 yil sonrasina kadar bu konuda bir gelisme
1



kaydedilmemistir. 1922 yilinda Harald Bohr ve Johannes Mollerup adlarindaki iki
matematik¢i gamma fonksiyonunun kesin ve uygulanabilir bir karakterizasyonunu

verebilmislerdir. Giliniimiizde Bohr-Mollerup teoremi olarak bilinen teorem su
sekildedir:

f:(0,0)>R, f(1)=1 ve vx>0 i¢in f(x+1)=x.f(x)

fonksiyonel denklemini saglayan logaritmik konveks bir fonksiyon olsun. O zaman
f(x)=T(x) dir.

Gamma fonksiyonu en dnemli 6zel fonksiyonlardan biri olup sayilar teorisi, Kuantum
fizik, istatistiksel mekanik, istatistiksel fizigi, flud dinamik ve kombinatoriklerde bir¢ok

uygulamas1 vardir. Ornegin, Riemann zeta fonksiyonunun en &nemli 6zelligi kabul
edilen fonksiyonel denkleminde gamma fonksiyonu ayrilmaz bir parcadir ve

£(s)=T(1-s)¢(1-5)2° 7" sin %S

dir.



1.2. Gamma Fonksiyonunun Tarihgesi

Gamma fonksiyonunun temelleri n'!'=1,2,..,n  faktdriyel fonksiyonunu tamsayi

olmayan reel sayilara da genisletme cabalarina dayanir. Bu ¢abalar genis yelpazeden
pek cok matematikginin istirakiyle gamma ve ilgili fonksiyonlarin ortaya ¢ikiginin ve
gelisiminin uzun ve biiyiileyici bir tarihinin ortaya c¢ikmasina sebep olmustur. Bu
yoniiyle gamma fonksiyonu, ortak ¢alismanin nasil giizel meyveler vereceginin g6z
kamastiric1 bir 6rnegidir. Bu genis katilimin neticesinde gamma fonksiyonunun seri
seklinde, limit seklinde veya integral seklinde bir¢ok temsilleri kesfedilmistir.

Matematikteki 6neminin yanisira, gamma fonksiyonunun uygulamali bilimlerde de
birgok uygulamasi vardir. Ornegin, fluid dinamikte, astrofizikte, kuantum mekaniginde
ve istatistikte ve kombinatorikte énemli uygulamalari vardir. Gamma fonksiyonunun

sonsuz ¢arpimlarin hesaplanmasinda, f (t)e_g(t) seklinde fonksiyonlarin integrallerinin
hesaplanmasinda, uzunluk, alan ve hacim hesaplamalarinda da 6nemli uygulamalari

vardir [9,16,41,45].

Yine bir¢ok 6zel fonksiyon gamma ve ilgili fonksiyonlar cinsinden gayet uygun bir
bi¢imde temsil edilebilmekte ve bu fonksiyon bircok hipergeometrik 6zdesligin
ispatlanmasinda 6nemli roller iistlenmektedir.

17. yiizyilda interpolasyon problemi biiyiik ilgi gormekteydi. Problem, dogal sayilar
kiimesi lizerinde tanimli bir f fonksiyonu verildiginde ne N i¢in F(n)= f(n), fakat

F, x>0 i¢in tanimli olacak sekilde bir F fonksiyonunun bulunmasiydi. Ornegin f
fonksiyonunu neNN i¢in

f(n):zn:qk, q>0
k=0

seklinde tanimlayalim. Acaba neN i¢in F (n) = f (n) ve X>0 i¢in tamimh bir F
fonksiyonu bulunabilir mi? Bu kolay bir problemdir. Ciinkii ne N igin

n n+l _1
f(n)=2q =3 —
k=0

x+1

dir. Dolayisiyla N yerine X almp F(x)=

1 aliirsa problem kolayca
q J—
¢oziilebilir. Daha zor olan1 f icin agik bir ifade verilemediginde ortaya ¢ikar.

Christian Goldbach (1690-1764) bu tiir problemlerle ugrasmaktaydi. Bir f:N — R

fonksiyonu verildiginde Z f (I) toplamu tizerine, 6zellikle de
i=1



D k1=1+41.2+1.23+..+1.2...n
k=1

toplami igin genel bir terim bulma problemi {lizerinde ¢aligsmaktaydi.

Goldbach, “’Goldbach konjektiirii’’ ile bilinir, hukuk mezunu kendi kendini yetistiren
bir matematikgi idi. Sayilar teorisi, integraller ve diferansiyel denklemler {izerine bazi
makaleleri yayinlandi. Goldbach, Bernoulli ailesinden bazi matematikgiler ve Leibniz’in
de aralarinda bulundugu birgok iinlii matematikgi ile temaslari olan bir matematikgi idi.
Bir¢ok seyahat yapti. 1725 yilinda, 35 yasinda iken St. Petersburg’daki Bilimler
Akademisi sekreteri olarak ilk profesyonel mevkiisini kazandi. O tarihte Euler ile bir
temasiin olup olmadigi bilinmiyor. 1725 yilinin baslarinda Moskova’ya tasindi ve
Car’in yakin g¢evresinde bulundu (Carlik Mahkemesi). Car’in ¢ocuklarina 6zel dersler
verdi. Moskova’dan Euler ile yazigmalar yapti ve bu yazismalar Goldbach’in vefat ettigi
1764 yilina kadar devam etti [9,16]. Bu yogun yazismalarin sebebi daha sonra gamma
fonksiyonu olarak tanimlanacak olan n!=1.2.3....n faktoriyel fonksiyonunu interpole

etme problemiydi. Yani, neN ig¢in f(n)=n! olacak fakat x>0 i¢in de tammli bir

f fonksiyonu bulma problemiydi. Goldbach, Euler’in disinda konu ile ilgili bircok
matematik¢i ile yazismalar yapti ve yardim talep etti. Ornegin 1722 yilinda Nikolaus
Bernoulli (1695-1726) ile 1729 yilinda kardesi Daniel Bernoulli (1700-1784) ile
konuyla ilgili yazismalar yapmistir. Bu yazigsmalarin sonunda Goldbach gamma
fonksiyonunun dogusunu saglayan ti¢ mektup ald1.

Birinci mektup 6 Ekim 1729 yilinda Daniel Bernoulli’den gelen mektuptur. D.
Bernoulli bu mektubunda faktoriyeller icin interpolasyon fonksiyonu olarak herhangi
bir X pozitif reel sayisi igin

x=1
A+ 2 8 4 _A (1.1)
2 1+X 2+X 3+x A-1+X

ifadesini Onermektedir. Burada A  daha biiylk pozitif tamsayr degeri aldikca
interpolasyonun dogrulugu daha da artacak sekildedir. Ornegin x=3 ve A=5
alinirsa bu formiil 6.04 degerini vermektedir ki bu 3!=6 ya oldukg¢a yakindir. (1.1)
formiiliindende A=n-—>o igin

x1= Iim(n +1+§jH_IL1

N i+ X

olur. Bu dikkate deger sonuglarla Goldbach ve Bernoulli arasindaki yazigmalar sona
erdi [9]. Bu swralar Euler de faktdriyel fonksiyonunun interpolasyonu ile ilgili
tartismalardan haberdar olan ve Bernoulli’nin tesvikiyle 13 Ekim 1729 yilinda
Goldbach’a konu ile ilgili bir mektup yazdi [19, sayfa:1-18]. Euler bu mektubunda
1,2,6,24,120,... dizisinin m. terimi olarak

4
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carpim formiiliinii 6nermekteydi. Eulerm! in ¢ok yaklasik degerini elde etmek i¢in bu
carpimda ¢ok fazla terimin alinmasi gerektigini belirtmekteydi. Euler aslinda 1.2....m

garpimi i¢in [m] ve A(m) sembollerini kullanmistir. Bu ¢arpim i¢in m! semboliinii

ilk kullanan 1808 yilinda Strasbourg Universitesi’nde Matematik Profesorii olan
Christian Kramp (1760-1826) olmustur. Euler’in (1.2) ve Bernoulli’nin (1.1) formiilleri
gorsel olarak farkli gibi goriinseler de limit durumunda her ikisi de aymi sonucu
vermektedir. Ancak Bernoulli’nin formiilii daha hizl1 yakinsamaktadir.

Euler, 1729 tarihli mektubunda faktoriyel fonksiyonunun interpolasyonu ile ilgili (1.2)
formiiliinden ¢ok kisa bahsetmistir, fakat 1730 yilinda basilan [15] makalesinde bu
formiil ile ilgili birgok detaylar vermektedir. Euler bu makalesinde buldugu formdiiliin
kesirli say1 indisleri (M ’ler i¢in) i¢in olduk¢a uygun oldugunu iddia etmekte fakat tam
degerlerini veren daha uygun formiiller bulmaya niyetli oldugunu belirtmekte idi. Bu
konudaki calismalari onu gercekten bugiin gamma fonksiyonu olarak bildigimiz

r(n+1)= j e 'u"du integraline gotiirecekti. Euler’i bu noktaya gotiiren ikinci adim,

(1.2) deki ¢arpim formiilinde m=1/2 i¢in Euler formiiliinden

\/2.4 4.6 6.8 8.10
35577 99

sonucunu elde etmesiydi ki bu, Oxford Universitesinde Matematik profesdrii olan John
Wallis (1616-1703) 1n elde ettigi bir sonugla dogrudan ilgiliydi. Wallis 1656 yilinda
yaymladig1 ¢’ Aritmetica Infinitorum’’ adl1 kitabinda 1 birim ¢apl1 bir cemberin alanini

24 46 68 8.1
9

o

355 7.7

©

sonsuz ¢arpimi seklinde yazmisti. Yani Wallis

N
~
IN
CD

6 8.10

- — ... =T

w
(JO
U'I
(J'I
\lOO
©

sonucunu elde etmisti. Euler bu sonugtan esinlenerek

(zj._ 24 46 68810 _Jr

sonucunu buldu. Bu sonu¢ Euler i¢in bir doniim noktasi oldu. O siralar Wallis bir
cemberi kareye doniistiirme problemi {lizerine ¢alismaktaydi ve bu ¢aligsmalar sirasinda

5



1

1 1\"
j(l—pr dx
0

integralini kesfetmisti. Nve p dogal sayilar ise

f(p,n)=

f(p,n)z(n;p} ve n:p=% icin

f(llj_4_33557

2'2) x 24466

yani

elde edilir. Bu basit esitlik dahi Euler'e integrallerin faktoriyel fonksiyonunun dogru

interpolasyon fonksiyonu i¢in daha uygun araglar oldugunu gostermeye yetmisti.
Bu basit esitlikten esinlenerek Euler 6nce integral 0'dan 1'e alinmak tizere
I x“dx (1-x)"

integrali lizerine ¢alisti. Goldbach'in aldig1 tli¢lincii mektup yine Euler'den gelmisti ve bu

integral ile ilgiliydi. Gliniimiiz gdsterimi ile
1
J.xe (1-x)"dx . (1.3)
0

Bu integral Legendre tarafindan birinci tiirden Euler integrali veya beta fonksiyonu
olarak tanimlandi ve

B(m,n) :ixm‘1 (1-x)"" dx

seklinde gosterildi. Euler (1.3) integrali lizerinde ¢alismaya devam etti ve (1— n)n nin

binom agilimindan faydalanarak VvneIN i¢in

1.2.3..n
(e+1)(e+2)..(e+n)

6

(e+ n+l)J.xedx(1—x)n =



esitligine ulastr. Euler’in amaci 1.2.3....n ¢arpimimi yalniz birakmakti. Bunun igin
e=f/g alinarak N dogal sayilari i¢in

1.2.3..n
(f+9)(f+29)..(f+ng)

f+ (n+1

jxf/gdx (1-x)" = (1.4)

bagintisina ulasti. Euler bu esitlikte f =1 ve g =0 alindiginda sag taraftaki 1.2.....n

teriminin yalniz birakilabilecegini gérmiistii. Ancak bunu yaptig1 taktirde

6 B n
deXO(%X) =1.2..n (1.5)

sonucuna varmaktaydi. Sol tarafin manasini1 anlamak ic¢in Euler ilging bir yol izledi.
(1.4) integralinde X yerine x("*9) alarak (1.4) teki integrali

f+ (gn+1 gj o (1 x)' n_f+ (gn+1 gJ. g dx(l xg/(”g))

seklinde yazdi. Gliniimiiz gosterimleri ile bu

1 _y9/(f+g) n
f+ (n+1 Ix”gdx (1- X)n:f+(n+%zlgj-[1 X de
9" (f+9)™ ola/(f+9)

ifadesine denktir. O siralar f =1 ve g =0 alindiginda (1.5) i de kullanarak

1 0 n
j[l X j dx=1.2..n=n!
0

0

z

s . T . ..
esitligini elde etti. Bunun manasin1 anlamaya c¢alisarak z=0 igin ifadesini goz
Oniine ald1 ve Euler o zaman da bilinen bir kuraldan (L’Hospital Kural1) hareketle

0 —x%.dzIx

1-x . 1- ]
=lim =lim =-Ix
0 70 Z 70 1dZ

sonucunu buldu. Euler logx yerine Ix semboliinii kullanmakta idi. Euler’in buldugu

ve ya

aslinda giinliimiiz ifadesi ile



n!:j.(—log x)" dx (1.6)

idi ve bu onun aradig1 seydi. Bu arada Euler’in integrali bir fonksiyon olarak degil de
sadece dogal say1 olmayan sayilarin faktoriyellerini temsil etmek ve hesaplamak i¢in bir
ara¢ olarak goriiliiyordu. Bu integrali bir fonksiyon olarak tanimlayan Adrien-Marie
Legendre (1752-1833) oldu. Adrian Marie Legendre “’Exercises de Calcul Integral’’
[26] kitabinin (16) integralinde x=e™" degisken degisimini yapip bu integrali I" ile
gosterdi ve glinlimiizde de aynen kullanilan

r(x)=[te'dt , x>0
0

son tanimin1 verdi. Legendre bu integrali ikinci tiirden Euler integrali olarak adlandirdu.
Dahasonra I fonksiyonunun her x>0 igin

[(x+1)=xT(x)

fonksiyonel denklemini sagladigi gosterildi. Bu denklem gamma fonksiyonunun en
onemli 6zelligidir.

vneN igin f(n) =n! olacak sekilde ve (1.6) fonksiyonel denklemini saglayan

baska fonksiyonlar oldugu da biliniyor. Peki gamma fonksiyonunu 6zel yapan sey
nedir? 200 yillik bir arastirmadan sonra bu sorunun cevabinin tamamen konvekslik
kavraminda yattigi ispatlandi. 1922 yilinda Harald Bohr (1887-1951) ve Johannes
Mallerup (1872-1937) faktoriyel fonksiyonunu pozitif tamsayilara genisleten tiim
fonksiyonlar arasinda (1.6) denklemini saglayan ve logaritmik konveks olan tek
fonksiyonun gamma fonksiyonu oldugunu ispatladilar.

Euler kompleks fonksiyonlar teorisinin gelismesinde Onciiliik yapanlardan biri ise de
faktoriyel fonksiyonunu hi¢bir zaman kompleks sayilar i¢in tanimlamadi. Davis’e gore
[12] faktoriyel fonksiyonunu kompleks sayilar i¢in de tanimlayan ilk kisi Gauss’dur.
(Konu ile ilgili [43]’e bkz). Fakat 1930°’lu yillarin basina kadar bu konu fazla ilgi
gormedi. Bu yillarda gamma fonksiyonunun teorik fizikte uygulamalar bulmasi ve
1950’11 yillarda bilgisayarin gelismesi ile gamma fonksiyonunun kompleks sayilardaki
degerleri ile ilgili birgok tablolar yayimlanmistir. Simdi biliyoruz ki Z sifirdan farkli ve
negatif tamsayl olmayan herhangi bir kompleks say1 ise I"  fonksiyonu tanimlidir;
zeC ve

I'(z)= Ie‘“uz‘ldu ., 72#0,-1,-2,-3,...
0

dir.



Not. Bu kisim agirlikli olarak [12] kaynagindan alinmistir. Bu calisma Davis’e
Hauvenet Odiiliinii kazanmistir. Bu boliimii Davis’in bu calismada ifade ettigi su

ctimlelerle bitirmek istiyoruz:

© Her kusaktan matematik¢i daima gamma fonksiyonu igin sOyleyecegi ilging bir seyler
bulmustur. Muhtemelen bu gelecek kusaklar icin de boyle devam edecektir.



2. TEMEL TANIM ve OZELLIiKLER

Bu boliimde, arastirmada kullanilacak bazi temel tanim, teorem ve 6rnekler verilecektir.

Tamm 2.1. T", gamma fonksiyonu, her zeC\{..,-2,-1,0} i¢in
I'(z)= Ixz‘le‘xdx
0

seklinde tanimlanir. Ayrica

i nin®
I'(x)=Ilim
(%) n>e X(X+1)...(X+n)
dir.
Teorem 2.2. [22, s:29-30]. Ie“tx‘ldt integrali x>0 icin yakinsaktir. Ayrica
0

60>0 ve 0<o6<R<oo olmak iizere, verilen integral [5, R] tizerinde diizgiin

yakinsaktir.

Ispat. Verilen integrali
© 1 ©
Jetdt = et dt+ et dt
0 0 1

seklinde iki pargaya ayirirsak, 0<t<1 ve O0<x<1 araliklarinda t*"e™ <t**' ve
1
J.tHdt yakinsak oldugundan karsilastirma tersine gore sagdaki ilk integral yakinsaktir.
0
Aym sekilde 0<x<1 ve t>1 icin 0<t*'e"'<e™ ve t>0 iken ilk integralde,

J'eftdt yakinsak oldugundan, yine karsilastirma testine gore ikinci integral de
1

yakinsaktir. Bu nedenle, verilen integral [0,1] iizerinde yakmsaktir. Simdi x>1

t/2

olsun. Bu durumda t >t, igin t**<e"? olacak sekilde bir t, segebiliriz. Boylece

Tt“e‘dt = Tt“e‘dt + Tt“etdt
0 0 )

ty 0
< j tletdt + je‘“/z)‘dt
0

)

10



esitsizligini elde ederiz. Sag taraftaki her integral yakinsak oldugundan verilen integral
verilen aralikta yakinsaktir.

Tamm 2.3. Psi yada digamma fonksiyonu y ile gosterilir ve V z e C\{...,—2,-1,0}

icin

e

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.4. l//(n) (Z) polygamma fonksiyonlari, her z € C\{..., -2,-1, O} , Ne N, i¢in

dn
M (7)=
v(2)= v (2)

seklinde tanimlanir.

Tamim 2.5. Euler-Mascheroni sabiti p ile gosterilir ve

n

y= Iim(Z%—hg nj =0,57721...

k=1
seklinde tanimlanir.

Tanim 2.6. f:(O,w)—)R fonksiyonu verilsin. Eger f ’nin (O,oo) uzerinde her

mertebeden tiirevi var ve
(-1)"f™>0, n=012,..
ise f, (0,0) iizerinde tam monotondur (completely monotonic) denir.
Tanmm 2.7. Vx,yelcR ve 0<A<1 i¢in
f(Ax+(1-2)y)<Af (x)+(1-2) f (y)
ise, f:1 >R fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

Tamm 2.8. f:(a,b) >R fonksiyonu verilsin. Eger Iog(f (X)) (a,b) arahiginda

konveks ise f, (a,b) iizerinde logaritmik konvekstir, denir.

11



Tamm 2.9. Eger her 2€(0,1) ve (x,y)e(0,0) igin
g(x".y")<g(x)".g(y)”

ise g:(0,00)>(0,0) fonksiyonu geometrik konvekstir, denir.

Tamm 2.10. g:(0,50)—>(0,0) fonksiyonu verilsin. Eger X,y el < (0,) igin
g(\/ﬁ)s g(x).g(y) . wxyel

ise g, | tizerinde geometrik Jensen konvekstir, denir.

Teorem 2.11. Her x>0 i¢in I'(x+1)=xI'(x) dir.

Ispat. Kismi integrasyonla

R R
. _ . or u=R 1
I(x+1)=Ilim [u*e™du =—I|m[[xuX le “} . er.[uX le'du
u=
0

R—w R—o0
0
=0+ xJ'u“e’“du = xF(x)
0

elde edilir. Ozel olarak x=neN  alirsak F(n +1) = nF(n) esitliginden
I'(n+1)=n! elde edilir.

Sonug¢ 2.12. F(X +1) = X.F(X) esitliginde her iki tarafin logaritmasini alalim:
logI"(x+1) =log x+logI'(x) (2.2)

buluruz. Bu esitligin her iki tarafinin tiirevini alirsak;

elde ederiz. Bu da ayn1 zamanda

z//(x+1)—y/(x)=§ (2.3)

demektir. Her iki tarafin N. tiirevini alirsak, n=0,1,2,... i¢in

l//(n)(X+1)—l//(n)(X)=( —— ., n=0,12,.. (2.4)



sonucuna ulasiriz.

Teorem 2.13 ( Weierstrass kanonik ¢carpimi ) [6,s:3-4]. x>0 igin

L_ X = 5 —x/n
F(x)_xe H{(Hnje } (2.5)

dir. Burada », Euler-Mascheroni sabitidir.

Ispat. Tanim 2.1°de verilen gamma fonksiyonunun limit tanimini kullanirsak

=lim X(l-f 5)(14_ 5) ..... (1_’_5 e—x.logn
n—oo 1 2 n
X| l+£+...+£—|o nl_n
=lim xe S ]H (1+§Jex/k
n—oo 2 k

= xe”H{(M 5) e‘x/”}
n-1 n

elde ederiz.

0<(1+5je‘x/” <1
n

oldugundan buradaki sonsuz ¢arpim yakinsaktir.

Teorem 2.14 [6,s:10-11]. V¥xeR igin
0 X2
sin 7zx=7sz(1——2j , (2.6)
n=1 n
Teorem 2.15 ( Euler yansima formiilii ) [13, s:253] .
XeC\{O,—l,—Z,...} icin

sin(7x)

r(1-x)T(x)=
dir.

Ispat. T(x+1)=xI'(x) oldugundan burada X yerine —X alip Weierstrass ¢arpim

formiiliinii uygularsak

13



olur. Teorem 2.14’den dolay1

Fogra ()

dir. Bu da ispat1 verir.

Teorem 2.16 [6,s:13]. x>0 olsun.

(l)l// X+1 _—}/+Z|:——m:| (27)
i) " (x)=(-1)" >y — 1 n-123.

(x+k)
dir.

Ispat. (2.5) esitliginin her iki tarafinin logaritmasini alirsak

—logT'(x)= I09X+7x+i{'°g(l+éj_é}

k=1

elde ederiz. Bu esitligin her iki tarafinin tiirevini alirsak y , digamma fonksiyonu olmak

luzere

olur. Sonug 2.12’den dolay1
1
1//(X+1) :;+1//(X)

oldugundan bu esitlikten
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olur. Bu da (i)-nin ispatint verir. (2.7)-in her iki tarafinin N. tiirevini

hemen elde edilir.

Teorem 2.17 ( Euler’in sonsuz ¢arpimm ) [22,5:26]. x#0,-1,-2,...

I'(x)= 1 11 (l+ ljx (1+ zj_l

X 1<n<w n n
dir.

Ispat. Tanim 2.1°den dolay1

. n'n*

T'(x)=I

(x) nE[]ox(x+l)...(x+n)
dir.

lim—"__1

"> (n+1)"
oldugundan

| X
F(x) = lim ni(n+1)

n>= X (X+1)...(X+n)
esitligini yazabiliriz.

n+1 n
n n-1

it et 02
oo X X+1 X+2 x+n|\1/)12) U n
S )
xN-= + 2\ n+x )L n

SR

ve istenen sonu¢ dogrudan elde edilir.

Bu,

15

g% =n+1 carpimindan su sekilde yazilabilir:

alirsak  (ii)

(2.8)



Teorem 2.18 ( Legendre Formiilii) [29, 5:349]. x # 0,—%,—1,—1%,... icin

F(x)l“(x+%) = 21‘2X\/;F(2x)
dir.

Teorem 2.19 [6, S:23].

F(ma).(Zn)(mTil) -m" ;.F(a).l“(a+i] ..... F(a+m—_1j (2.9)

(27r)m;1.m%l, r(lj ..... r(m—_lj:P (2.10)

ile yerini alir. (2.10) gdsterimi dogrudur. Biz oldugunu gosterecegiz.

Yansima formiiliiile I’ (hj I (1— hj S oldugunu kanitlamak yeterlidir.
m m .
SIn

carpanlari ile baglar. X —1 olsun.

S

Bu (2.10)’yi ispatlar.

Fransiz matematik¢i Abraham de Moivre 1733 yilinda yazdigi bir makalede C bir sabit
olmak tizere

16



~ C/nn"e™"

formiiliinii bulmus, ancak C ’nin tam degerinin ne olacagi konusunda bir fikir beyan
etmemisti. Isko¢ matematik¢i James Stirling (1692-1770), buradaki C sabitinin

C =+/27 oldugunu gostererek
2znn"e™"

oldugunu gostermistir. Bugiin bu formil Stirling formiilii olarak bilinir. Literatiirde bu
formiilin bir ¢ok farkli ispati bulunmaktadir. Konu ile ilgili 6nemli g¢aligmalar
[14,17,18,24,27,28,33-39] numarali kaynaklardan bulunabilir. Asagida verecegimiz
ispat bunlardan biridir.

Teorem 2.20 (Stirling Formiilii) [11, s:138-140].

. T(x +1) )
lim——ZL =27 dir.
X—0 X e ’

Ispat. T(x+1)= que’“du integralinde u=xt degisken degisimini yaparsak,

I(x+1)= x“lftxe‘“dt
0

elde ederiz. Bu esitlikten

(X+1 fj[te“] dt

X—X

bulunur. g(t):te‘ dersek g, [0,) araliginda maksimum degerini t=1

noktasinda alir. Yani, t>0 ve tz1 i¢cin O0<Z g(t) <1 dir. Buna gore,

O<a<l<b<oo seklindeki herhangi a ve b reel sayilar igin,
(x+1 2
c(x)=0 Bl e(0) dt+ﬂ dt+ﬂ
0

dir. Amacimiz  limC(x)=+2z  oldugunu gostermektedir. Birinci integralde

X—>00

O<t<a<l oldugundan

IlmJ_[g ] =0

X—0

17



dir. Bu nedenle X — o0 i¢in ilk integral sifira gider. g, t>1 icin monoton azalan bir
fonksiyon oldugundan her te[b,o) i¢in g(t)<g(b)<l dir. Bu nedenle iigiincii
integralde

o0

K La] dt=x[[o(0]  o(t)dt<yx[o(6)]" [a (t)ct

b

esitsizligini kurabiliriz. I g(t)dt yakinsak ve
b

lim/x[g(b)]" =0

X—>0

oldugundan X — o ig¢in {igiincii integral de sifir olur. Buna gore

X—00

|im&i[g(t)]xdt =2r

oldugunu gosterirsek ispat biter. Bu integralde a ve b yerine a=1-6 ve
b=1+¢6 (0 <o< 1) degerlerini aldiktan sonra S=t-1 degisken degisimini
yaparsak,

\/;i[g (t)] dt= \/;j;((l-i- s)e”® )de

elde ederiz. (1+s)e™ = o s"h(s)

taktirde,

olacak sekilde bir h(S) fonksiyonu alalim. Bu

s—log(1+5)
——

h(s)

olur. L’Hospital kuralin1 uygularsak Iingh(s):]/ 2 elde ederiz. Limit tanimindan

dolay1, verilen her £ >0 i¢in ~§<S<& oldugunda, |h(s)-1/ 2‘ <& olacak sekilde
bir §>0 segebiliriz. Bdylece her s €[-5,5] i¢in I/2—&<h(s)<e+1/2 olur. Bu
esitsizligin her iki tarafini —xs® ile ¢arparsak, her s e [—5 0 ] i¢cin

—xs?(e+1/2) < —xs*h(s) <—xs*(1/2—¢)

18



elde ederiz. Yine bu esitsizligin her tarafina e* {istel fonksiyonunu uygularsak, tistel
fonksiyon monoton artan bir fonksiyon oldugundan

e—xsz(g+l/2) e h(s) —xsz(1/2 £)

yazabiliriz. Her bir esitsizlik {izerinde, -6 dan o ya kadar integral alir ve daha sonra
Jx ile carparsak, 0 >0 igin

) ) 5
Jx I e (g < \/x I e ") < /x J' e W2e)gg (2.11)
s s 55

olur. Herhangi bir >0 ve ¢>0 igin u=+/cxs degisken degisimini yaparsak,

\/__5 , 1 Slex ,
X| e % s =— e du
N 4

oldugunu goriiriiz. Bu ise,

. P 2 1 < 2 T
limyJx | e ™ ds=— e du= ,/—
X—o0 »L \/E»[O C

sonucunu dogurur. Buna gére X —>© icin (2.11) esitsizliginin ilk ve son terimleri
sirayla,

T T
ve degerlerine yakinsarlar. Bu nedenle,
12+¢ \j V2-¢ 8 Y

T ~x%h(s) T
<X |e ds <
12-¢ \/__J; V2+e¢

sonucunu elde ederiz. £ >0 keyfi oldugundan, buradan da arzu edildigi lizere

T(x+1)
lim _I|m\/_ e Mg
X—)wxe \/— X—0 J.

sonucuna variriz.
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Lemma 2.21. s<C olsun. O zaman
L e—x _e—sx

[=———dx=logs

° X

dir.

jspat.

—SX

S 0 _x Jt=S © =X
[ervdtax = | {—e } dx = | £ 7 i (2.12)
1 0 X t=1 0 X

o8

dir. Diger taraftan en soldaki integralde integrallerin sirasini degistirirsek

ﬁe‘xdtdx = ﬁe“dxdt = jﬁe“dx} dt = j{—?}m dt = i% =logs (2.13)
01 10 110 1

1 x=0

elde edilir. (1) ve (2) esitliklerinden istenen sonu¢ hemen bulunur.

Teorem 2.22 [6, Teorem 1.6.1]. w, digamma fonksiyonu olsun. O zaman Rex>0

i¢in
. 1, 1 - pne
(i) w(x)j—[e - deZ ( Dirichlet Formiilii )
02 1+z
(i) w(x):]3 e’ e dz ( Gauss Formiilii ).
Lz 1-¢”

Ispat. (i) Basit bir hesaplama ile

s(1+ z -s(1+2)

! -~ dsdz= ”s € S~ dzds

0
_ T{sx‘le‘s]g—e_z _ze_ dz} ds
0

0

bulunur. Lemma 2.21°den dolay1 i¢erdeki integralin degeri logs dir. Bu nedenle

T x-1 e—s—z _eis(lﬂ) K x=1.,-5 '
”s fdsdz:_[s e logsds =T"'(x) (2.14)
00 0

olur. Yine

—s l+z )

J.J.S ‘1e dsdz—f{ —ZJ'S “1a-5ds — .[S x1g-5(1+7) dS}dz

0
olur.
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J'Sx—le—sds :F(X) ve J'Sx—le—s(lﬂ)ds _ F(X)
0

0 (1+2z)
oldugundan
© 0 -s-z _ ,-s(1+2) 0
HsHLdez =F(x)j - ! - a (2.15)
00 z 0 (1+ Z) z

elde edilir. Buna gore (2.14) ve (2.15) ten

F'(X)F(X)T{ez— L F

0 (1+z)" |z

sonucuna varilir ki bu istedigimiz sonugtur.

(if) Gauss formiilii bir degisken degistirme islemi yardimiyla Drichlet formiiliinden elde
edilir. z=e'—1 alirsak;

W(X)!H?{Tezzdz_Tz(;fzy}

_00 A 0 —tx
=lim| [T-dz— [ St
i | s z Iog(1+s)1_e
[(og(1+s) __, % t _tx
=lim| [ Z-dz- | (9—— s q]m
20 | s z log(1+s) t 1-e
elde edilir.
log(l+s) _, log(1+s) e—z s
j € dz|< I —dz< j 12
s z s |Z| log(1+s) z
S
=lo , $S—0
log(1+s)
oldugundan
et g™
w(Xx)= (—— . jdt
J; t 1-et
elde edilir.

Teorem 2.23. Rex>0 igin

(1) IogF(x) = T[(X_l)e—t . (1+t)*1 _(1+t)7x ]ﬂ

° log(1+t) t

(i) Iogr(x){((x—l)et—e_t‘e_“jﬁ

1-et' )t
dir.
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Ispat. Teorem 2.22°de verilen integraller Rex>s>0 icin diizgiin yakinsaktir. Bu

integrallerin x=1 den X’e kadar her iki tarafinin integralini alabiliriz. Boyle yapinca
ispat biter.

Teorem 2.24 (Binnet Formiilii) [6, s:27-28]. Rex>0 igin

(i) IogF(x):(x—%)logx—x+%|ogzﬁ+£(%_}+ 1 je‘ it

t e'-1)t

ve

(ii) Iogl“(x)z(x—%)log x—x+%|ogzﬁ+2jamtan(t/x)

Ispat. Teorem 2.22 * deki Gauss formiiliinden dolay1

w(x+1) I(%_ _ ] 7
I{e : jdH j[ f_x;_ijdz

elde edilir. Lemma 2.21’dan dolay: buradaki ilk integralin degeri log x dir. Bu nedenle

1//(x+l)=logx+j[e_z _& & & jdz
0

=log X+Te:
0

—XZ

Iogx+j dz+j{——1;_z—lje“dz

olur. Bu esitligin her iki tarafinin [1,t] araliginda integralini alirsak
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t t

J.y/(x+1)dx:logl“(t+1) % j.ogxdx j[__%_ 1_1)u'e‘xzdx]dz

1 1

- w (1 1 1 1) _,
+[x|ogx—x]x=;+_|.(z—§—ez_l)(_zje

x=1 0

—llogx
2

Iogt+t logt—t+1— J.[l—%— ezl_lje(e‘“ —e‘z)jdz

2 —tz -
zllogt+tlogt—t+1—j(1—1_ ! je dz
2 'z 1

2 e’ -

elde ederiz. logI'(x+1)=log x+logI’(x) oldugundan

1 1 \e“-e*
log'(t)+logt=|t logt—t+1—-|| ——=— dz
gL (1) +log (+2)g j( 2 ¢ 1)

ve ya

1z
log"(t) = ( ;jlogt —t+1— J-[E_E_el—l]e ;e dz

elde edilir.
| = I(l_l_ije_dz
\z 2 e'-1)z
dersek
logI"( ):Lz——jlogz—z+1—T(1—1—i)idz+I
\z 2 e -1) z

elde edilir. Stirling’in formiilii yukarida uygulanan | :1—%Iog(27z) ‘ yi verdiginden

istenen sonug¢ elde edilir. Bu da (i) nin ispatin1 tamamlar. Teorem 2.23’iin ikinci
formiilinde u=e™ degisken degisimi yapilirsa

logI'(x) = [ ( w Jd—“ (2.16)

logu
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elde edilir.

Asagida ispatlayacagimiz teorem Kummer’a aittir ve gamma fonksiyonunun Fourier
serisini verir.

Teorem 2.25 [6,5:29]. O<x<1 igin

Iog%=—%Iog(23in(gx))+%(y+log(27r ))(1-2x) +%i%(sm 277kx) )

k=1

dir. Burada y, Euler-Mascheroni sabitidir.

Ispat. 0<x<1 olmak iizere

o ~27ikX

—log (1— ez’”x) Z ©

k=1

esitliginin her iki tarafinin reel ve sanal kisimlarini esitlersek

—log(2sin(7zx)) = Z”:cos (2krx) (2.17)
k=1
ve
r =, sin(2kzx)
S(1-2x) =) ———= (2.18)
2 =

sonucunu elde ederiz. logI'(x) fonksiyonu (0,1) araliginda tiirevlenebildiginden

Fourier agilimi1 vardir ve

1 1
C, :Ilogl“(x)cos(Zﬂkx)dx ve D, :Ilogr(x)sin(Zﬂkx)dx (2.19)
0 0

olmak iizere
logT"(x) = Cy + 23 C, cos(27kx) + 23 D, sin (27kx) (2.20)
k=1 k=1

dir. Simdi C, ve D, Kkatsayilarini hesaplayalim. Gamma fonksiyonunun Teorem

2.15’da verilen yansima formiiliiniin her iki tarafinin logaritmasini alirsak
logT"(x)+logT"(1— x) = log (27) - log ( 2sin ( 2k zx))

elde ederiz. (2.17) bagintis1 yardimiyla bu esitligi

24



logT"(x)+logI'(1—x) =log(27) + cos(27rx)+%cos(47zx)+
seklinde yazabiliriz. Diger taraftan (2.20)’den dolay1
logI"(x)+logT"(1—x) = 2C, +4C, cos(27zx)+4C, cos(4zx) +

oldugundan (2.21) ve (2.22) bagintilarindan

2C0—k@(2%)+(4Cr—ﬂcoﬂﬁﬂx)+(4cz—%jax(4ﬁxyh_+(4ck—%}Coﬂﬁkﬁxyh_z

elde edilir.
{1, cos(27x),cos(47x),cos(67X),...,cos (2kzx), }

kiimesi lineer bagimsiz oldugundan
1 1
C,==log(2 ve C =—, k2>1
0 =5100(27) <~ 4k
sonucunu buluruz. [6, s:28, 1.6.2]°de
1 TS
Iogl“(x):'[ U i E_
oL 1-u logu

bagmtisi verilmistir. logI"(x) in bu degerini (2.19)’da yerine yazarsak

11 x-1 H
D, :“'(1_[J —x+1jMdudx
00

1-u logu

elde ederiz. Buradaki integrallerin sirasin1 degistirirsek basit bir hesaplama ile

111 du 111 du
Dk:J' I(—+1jsm 2k7zx)dx}—— Du“sin(Zkﬂx)dx}—
ak: logu |9 (1-u)logu
1[
—I J'xsm 2k7zx)dx} du
2% logu
elde ederiz.
1 1 1
Isin(Zk;zx)dx=O, Ixsin(2k7rx)dx=——
5 0 2k
ve
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(1-u)2kz
u(log® u+4k*z?)

1
Jux tsin(2kzx)dx =
0

oldugundan (2.23) bagintisindan

-2k 1 du
D, f
u(log® u+4k’z ) 2k |logu
elde edilir. Burada u=e?" degisken degisimi yapilirsa

\ N { 1 S —e”“}ﬁ (2.24)
2k g 1+t t

bulunur. k=1 igin bu

D—iw{ X —ez’“}g
bo2m 1+t t

olur. Teorem 2.22 (i)’deki formiilde x=1 alinirsa

H=r= I( 1+zj

—_V_Lw{et_i}ﬂ
2r 27y, 1+t |t

elde edilir. Boylece son bagintiyr kullanirsak

Dl_in [ 12_e‘2m:|ﬂ+i ‘:e‘t }dt
2r 2ro[ 1+t t 27y 1+t

_ 1 tet—e™ 1 T 1 1 }g

= dt+— s ——
27z0 t 2y 1+t7 1+t ]t

veya

olur. Boylece Lemma 2.21°den dolayi

B

0

_ et

dt =log(27)

dir. Sonug olarak
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¥ 1
D =—+—log(2
! 27Z'+27Z' Og( 7[)

bulunur. (2.24)’ten

0 27t —2krt 1
kD, —D, =~ & =" 4t = logk
27y, t 27

oldugundan
D :i(ﬂlog(zﬁk)), k=123,..
< 27k

buluruz. Boylece logI"(x)’in Fourier serisi

logI"(x) Z%IOQ(ZQ)JrgMjL%(%L Iog(zz))inrl oi

olur. (2.17) ve (2.18) denklemlerini kullanirsak istenen sonug elde edilir.

Tamim 2.26. Beta fonksiyonu, Rex>0 ve Rey>0 i¢in
1 1
B(x,y) :.[t*’1 (1-t)" dt
0

integrali ile tanimlanir.
Beta ve gamma fonksiyonlar1 arasinda asagidaki baginti mevcuttur.

Teorem 2.27 [11, s:140,141]. Her X ve Yy pozitif reel sayilari i¢in
B(x,y)=
dir.

Ispat: F(X) = J.txfleftdt integralinde t=u? degisken degisimi yaparsak
0

elde ederiz. Buna gore Birinci Fubini Teoreminden dolay,
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R

C(x)r(y)=4lim|v*7e Vdv.[uzyl e du

R—o0

= TT a2yt ) gy
00

yazabiliriz. Bu integralde u=rcos@, v=rsind degisken degisimini yaparsak
dudv =rdrd@ olur. Buna gore,

R 7/2

r(x)r 4I|mjf rsme rcosH) “r dedr
00

R—o

/2

_4j p2x+2y-tg-r er' (cos§)” (sin9)
0

2x-1

déo

elde edilir. 1lk integralde z=r?; ikinci integralde de w? =sin@ degisken
degisimlerini yaparsak, istendigi iizere
© x+y+ﬂ2 l y 2 —VZ

221/2 J. W1/2 1— WJ/Z

0

T()r(y)=4

o0

Iz“y‘l ZdZIW (1- W)yldw

0

o

=I(x+y)B(xY)

sonucunu buluruz.
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3. GAMMA FONKSIYONUNUN KARAKTERIZASYONU

Gamma fonksiyonunun tarihine baktigimizda hepsi birbirine denk bir¢ok tanimlarin
yapildigini goriiriiz. Ancak bazen bu tanimlarin denk oldugunu géstermek o kadar kolay
olmamakta. Bunun i¢in matematik¢iler, bu tanimlarin her birinin temsil ettigi
fonksiyonun gamma fonksiyonu oldugunu gostermek yerine, gamma fonksiyonunu tek
yapan genel Ozellikler bulmaya c¢alismiglardir. Bu basarildigi taktirde gamma
fonksiyonu i¢in verilen her bir tanimin ger¢cekten gamma fonksiyonuna esit oldugunu
gostermek yerine bu tanimlarin gamma fonksiyonunu 6zel yapan 6zellikleri saglayip
saglamadigina bakmak kafi olacakti. Bunun i¢in 6nce diferansiyel denklemlere bakildi,
clinkii uygulamali matematikteki pek ¢ok 6zel fonksiyon bir diferansiyel denklemin tek
¢Oziimii olarak ortaya ¢ikmaktadir. Ancak Otto Holder 1887°de higbir cebirsel

diferansiyel denklemin ¢6ziimiiniin gamma fonksiyonunun sagladigi I’ (X+1) = XF(X) ,

(X > 0) fonksiyonel esitligini saglamadigini ispatlaymca bu yol kapandi. 1922 yilina

kadar bu konuda bir gelisme kaydedilmedi. 1922 yilinda Harald Bohr ve Johannes
Mollerup, [10, s:149-164] giliniimiizde Bohr-Mollerup Teoremi olarak bilinen ve
gamma fonksiyonunu karakterize eden su teoremi ispatladilar.

Teorem 3.1. Asagidaki kosullar1 saglayan bir tek fonksiyon vardir ve 0 da gamma
fonksiyonudur.

(i) ¥x>0 igin f(x+1)=x.f(x)
(i) f(1)=1
(iii) f, (0,00) tizerinde logaritmik konvekstir (Yani log f konvekstir.)

Bu teorem olduk¢a onemlidir, ¢iinkii bu ii¢ 6zellige sahip tek fonksiyon gamma
fonksiyonudur. Dolayisiyla gamma fonksiyonu icin verilen bir tanimin gercekten
gamma fonksiyonunu temsil edip etmedigini anlamak igin bu ii¢ kosulu saglayip
saglamadigina bakmak yeterli olacaktir. Bohr-Mollerup Teoremi yayinlandiktan dokuz
yil sonra E. Artin [7] bu teoremin ¢ok daha sik ve basit bir ispatini bulmustur. Bu konu
ile ilgili daha detayli bilgi [40, Bolim 8] den alinabilir. 1939 yilinda A. E. Mayer [32]
Bohr-Mollerup teoreminde logaritmik konvekslik yerine konveksligin alinamayacagini
gostermistir. Gergekten

g(x)=cos(2mzx)I'(x), meN

fonksiyonunu alirsak g, g(l)zl ve g(x +1)=X.g(x) bagmtilarin1 saglar. Ustelik
g konveks bir fonksiyondur. Fakat g(x)#IT'(x) dir. Bohr Mollerup Teoremi

yayinlandiktan sonra bu konuda pek ¢ok ¢aligmalar yapilmis ve gamma fonksiyonunun
farkli bir ¢ok karakterizasyonu elde edilmistir bkz [5,20,23,25]. Bohr-Mollerup
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Teoreminin kompleks diizlemdeki versiyonu 1939 yilinda Wieldant tarafindan
ispatlandi. Bu teorem Wieldant Teoremi olarak bilinmektedir.

Bu boliimde 6nce Bohr-Mollerup Teoreminin Rudin Artin tarafindan verilen [40,
Bolim 8] deki ispatini verecegiz. Daha sonra bu teoremle ilgili sonraki yillarda yapilan
gamma fonksiyonunun farkli karakterizasyonlarini verecegiz.

Bohr-Mollerup Teoremini ispatlamak i¢in asagidaki 6nermelere ihtiyacimiz vardir.

Onerme 3.2. f:(a,b) >R konveksve a<s<t<u<b olsun. O zaman

Ft)-f(s) _flu)-f(s) _fu)-f(t)

t-s u-—s u-t

dir.

Ispat. a<s<t<u<b olsun. O zaman f konveks oldugundan VA e (O,l) icin

f(As+(1-A)u)<Af(s)+(1-2)f (u) (3.1)

dir. Ozel olarak A = u—_; alirsak
u —

As+(1-2)u =u—_ts+(1—u—_tju
u-s u-s

elde edilir. Boylece (3.1) esitsizligi

(1)< f(u)+2=2(F (s)—f (u)) (3.2)

u-s

olur. (3.2) bagintisinda

0zdesligini kullanirsak

s—t

F(t)< F(s)+s.(f (s)- f (u)) (3.3)

u-s

elde edilir. (3.2) denklemini yeniden diizenlersek
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(3.4)

ve (3.3) bagintisini yeniden diizenlersek

f)-f(s)_Fu)=f(s)

t-—s u-s

(3.5)

elde edilir. (3.4) ve (3.5) den

(-1 (s) _ F-1(s)_ f(W-1()

t—s u-—s u-t

elde edilir.

Onerme 3.3. I':(0,00) > R logaritmik konvekstir. Yani logI'(x) konvekstir.

. 1 1
Ispat. 1< p<oo ve —+==1 olsun. Ozaman
P q

r(f + X] = Tt(X/my/q—l)e-tdt
P a) %

— TtX/pty/q tYprtYagt/ra-tadt
0

_ T(t“e‘ )P (ete ) dt
0

olur. Holder esitsizligini kullanirsak buradan

Xy w Yo /o Yq
=+ <] [t e dt t' e 'dt
Goalfewa) (jeew
=r(x)"".r(y)" (3.6)

elde edilir. A== alwsak 1- A== ve 2€(0,1) olur. Boylece (3.6)’dan
p q

T(Ax+(1-2)y)<T(x)
olur. Iki tarafin logaritmasini alirsak

logT"(Ax+(1-4)y) < AlogT (x)+(1-2)logI'(y)
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elde edilir. Buda logT'(x)’ in (0,0) iizerinde konveks oldugunu gosterir.

Simdi Bohr-Mollerup teoremini ispatlayabiliriz.

Teorem 3.4 (Bohr-Mollerup) [40, Boliim 8].

f:(0,00) > (0,00) asagidaki dzellikleri saglayan bir fonksiyon olsun.
i) f(1)=1

(i) Vxe(0,0) i¢in f(x+1)=x.f(x) ve

(iii) log f(x), (0,00) iizerinde konvekstir.

O zaman f(x)=I(x) dir.

Ispat. T fonksiyonu bu ii¢ sarti da sagladigindan bu ii¢ sart1 da saglayan tek bir
fonksiyon oldugunu gostermek kafidir. x>1 i¢in T'(X), A(X) bir polinom olmak iizere

F(X) = A(X)F(b), be (0,1) seklinde yazilabileceginden, teoremi sadece X € (0,1) icin
ispatlamak kafidir.

@(x)=log f (x)
diyelim. O zaman (i)’den dolay1 (p(l) =0 dir. (ii)’den dolay1 da

@(x+1)=p(x)+logx (3.7)
dir. (iii)’den dolay1 ¢ konvekstir.

O0<x<1 ve neN olsun. Onerme 3.2°de t=n+1, S=n ve u=n+1+x alirsak
n+1+Xx)—e@(n+1
( )S (”( ) §0( )

p(n+1)—p(n " (3.8)
elde edilir. Yine Onerme 3.2°de s=n+1, t=n+1+X ve u=n+2 alirsak
1 _
p(nlex)=e(n+Y) o) p(n+1) (3.9)

X

elde edilir. (3.7) esitliginden VneN igin

@(n+1)—p(n)=logn

ve
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¢(n+2)-¢(n+1)=log(n+1)
elde edilir. Bu degerleri (3.8) ve (3.9)’de yerine yazarsak

p(n+1+x)—@(n+1)

logn<

<log(n+1) (3.10)
elde edilir. (3.7) bagntisim1 ard arda n-defa uygularsak
@(x+n+1)=gp(x+n)+log(x+n)
=p(x+n-1)+log(x+n)+log(x+n-1)
=(x+n-1)+log[ (x+n)(x+n-1)]

=p(x+n=2)+log[ (x+n)(x+n-1)(x+n-2)]

=p(x)+log[ (x+n)(x+n=-1)....(x+1)x]
elde edilir. Yine (3.7)’den ¢(n+1)=log(n!) olur. Boylece

PO L7 ) tog s+ n) (x-+1-1)....(x+1)x]-log ()]

bagintisini (3.10)’da yerine yazarsak

elde edilir. Son esitsizligin her iki tarafi X ile ¢arparsak
logn* < ¢(x)+log[ (x+n)(x+n-1)....(x+1)x—log(n!) | <log (n+1)"
sonucunu buluruz. Bu esitsizligin her bir tarafindan logn* ‘i ¢ikarirsak
0<g(x)+log[ (x+n)(x+n-1)....(x+1)x]—log(n!)—logn* <log(n+1)" —log n*
elde edilir. Buradaki islemleri sadelestirerek

X

nin

D)(x+2) (x+n)}SX|og(1+%j

0<¢(x)—log "



elde edilir. limlog(1+1/n)=0 oldugundan bu esitsizligin her yanmin N — o igin

n—oo

limitini alirsak

cﬂ(x)=!‘£‘£‘c'°g{x(x+1)(xn+!gx) ----- (X+”)}

elde edilir. Logaritma fonksiyonu siirekli oldugundan bunu

X

w(x):k’g{lim n'n

>z X (X+1) (X+2) 0. (X+n)}

seklinde yazabiliriz. Buradan

. nin®
)= D (% 2) (k) (3.4)

elde edilir. Demek ki Teorem 3.4’deki ii¢ ozelligi saglayan tek fonksiyon (3.11)’de
verilen fonksiyondur. Bu ise Euler’in 13 Ekim 1729°da Goldbach’a yazdigi bir
mektupta gamma fonksiyonu igin verdigi tanimdir. Teorem 2.12 ve Onerme 3.3’ten
dolay1

G(x)= Itx‘le“dt
0
fonksiyonu Teorem 3.4°deki {i¢ sart1 da sagladigindan
G(x)=T(x)= Itx‘le“dt
0

dir.

Teorem 3.5 [46, 5:535-536]. vx>1 i¢in bir I'(x)>0 fonksiyonu vardir 8yle ki
x>0 i¢in L(x)=logI’(x+1), asagidaki 6zelliklere sahiptir:

(i) L(0)=0 (baslangig kosulu, 1!1=1)
(ii) L(x+1)=log(x+1)+L(x) (fonksiyonel denklem)
(iii) L(n+x)=L(n)+xlog(n+1)+r,(x) ,
limr, (x)=0 (3.12)

Ispat. (ii)’den dolayr Wk e N icin
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L(k+1)- L (k) =log(k +1)

olur. Bu esitligin her iki yanin1 k=0’dan k =n-1"ye kadar toplarsak

;[L(k +1)-L(k)] :k;log(k +1)
veya
L(n):glogkzlog(n!) (3.13)

elde edilir. Yine (ii)’de X yerine x+k—1 alirsak
L(x+k)—L(x+k-1)=log(x+k)

elde edilir. Burada yine her iki tarafi k=1"den k =n’ye kadar toplarsak

kZli;[L(x+k)—L(x+l —1)]:kzli;log(x+k)
veya

L(x+n):L(x)+Zn:Iog(x+k) (3.14)

k=1

elde edilir. Buradaki L(X+n)’in degerini (iii)’de yerine yazarsak

L(x)=L(n)—kzn;log(x+k)+x.log(n+l)+rn(x) (3.15)

olur.
n (log(k+1)—logk)=log(n+1)

k=1

oldugundan (3.15) esitligini

> [(1-x)logk —x.log (k +1)—log (x+k)]+r, (x) (3.16)

n
k=1

L(x)

yazabiliriz. Bilindigi iizere Euler-Mascheroni sabiti

y = Iim{zn:%—log n}

n—o k=1
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seklinde tanimlanir. Bu nedenle

1 log(n+1)

K

dizisinin limiti » *dir. Boylece (3.16) bagintisindan

L(x)= Z[Iogk+x (log(k +1)-log k)—log(x+k)]+rn(x)

n
k=1

-3+ (1oa(c+2) gk +logk -+ X ~tog xc+k) 1, (1)

Il

|

>
M:
| —
=~

~(log (k +1)— Iogk)}ti{——log x+k +Iogk}rr (x) (317

k=1

elde edilir.

zn:(log k+1)-logk)=log(n+1)

k=1

oldugundan

n

L(x)= —x.(Z%—Iog(n +1)]+§H— log(x+k)+log k}+ r, (X)

k=1

:—x.yn+i[£—log(x+k)+logk}+ r(x) (3.18)

k=1

elde edilir. k>x>0 igin

© j+1 j 2

X X
0<X log[1+2 :--z Sl
k g[ j = ” 2

ve Zi serisi yakinsak oldugundan

2
a K

=~

i[——log X+k +Iogk}
k=1

serisi yakinsaktir. Bu nedenle (3.18) esitliginin her iki tarafinin N —> o0 igin limitini
alirsak
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L(X):—7X+g[s_|og(l+sﬂ

elde edilir. Ispati bitirmek i¢in geriye buldugumuz L(x) fonksiyonunun (i), (i) ve

(iii) sartlari sagladigini géstermek kaliyor. (i) sart1 (3.16)’den hemen goriiliir. (3.16)
ve (3.12)’den dolay1 da

L(x+1)- L(x)zkzn_;[log(x+ k)—log(x+k+1)+log(k+1)—logk |+, (x+1)-r (x)

=log(x+1)—log(x+n+1)+log(n+1)+r (x+1)—r (x)

= Iog(x+1)—|og(l+ni+1]+rn (x+1)—-r,(x)

Burada n—>o0 alirsak (ii) elde ederiz. (3.14), (ii)’nin bir sonucudur ve (3.15),
(3.16)’e denktir. Boylece (iii), (3.14) ve (3.15)’ten hemen elde edilir. T
fonksiyonunun teoremdeki ii¢ sarti sagladigi hemen gosterilebilir. Bu nedenle elde

ettigimiz L(x) fonksiyonu I'(x+1) fonksiyonudur.
Uyar13.6 [21,5:154]. Eger g:(0,00) —>(0,0) fonksiyonu Vx e (0,) igin
g(x+1)=xg(x) ve g(1)=1 (3.19)

fonksiyonel denkleminin bir ¢ozlimii ise X e (0, oo) i¢in, go(x) = |Og( g ( X)) sekilde

tammlanan ¢ :(0,00) > R fonksiyonu

p(x+1)=logx+p(x), xe(0,0), ¢(1)=0 (3.20)
fonksiyonel denkleminin bir ¢6ziimiidiir. (3.20)’den tiimevarimile ¥YneN igin

p(n+1+x)=p(X)+log[ X.(X+1)....(x+n) ], x € (0,0) (3.21)
elde ederiz.

Uyan 3.7 [21, s:154]. g:(0,0)—>(0,0) fonksiyonunun (a,%0) aralig: iizerinde

geometrik konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart xe R igin

#(0)=tog(g(¢"))
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seklinde tanimlanan ¢:R — R  fonksiyonunun (I o@d op) araliginda konveks

olmasidir.

Teorem 3.8 [21,s:157]. g :(0,00) —>( O,oo), (3.19) fonksiyonel denklemini saglayan

bir a>0 igin (a, 00) ’da geometrik konveks bir fonksiyon olsun. O zaman g =T" dir.

Ispat. Swrastyla  Uyar1 3.6°de  ve 3.7°de  oldugu gibi gozlog(g(x)) ve
¢:|0g(g(ex)) alalim. Uyan1 3.7’ye gore ¢ fonksiyonu (Iog a,oo) ‘da konvekstir.
Keyfi neN (n>a) ve Xe(O,l) alalim ve

x, =logn , x,=log(n+1) , x,=log(n+1+x) ve x,=log(n+2)

olsun. Béylece loga<x <X, <X, <X, bulabiliriz. ¢’ nin (loga,») araliginda

konveksliginden
#()=9(s) _ 9(6)-9(%) _ 4(%)=9(x,)
=% 4 X3 =%, - Xy =X

sonucunu buluruz. go(n) =log [(n —1) !] oldugundan Onerme 3.2’den bu esitsizlik

logn _ ¢(n+1+x)—logn! < log(n+1)

X; =X X3 =%, Xy =X,
. PITE . logn .
elde edilir. Bu esitsizliklerin her bir teriminden cikarip (X3 - Xz) >0 ile
X, =%
carparsak
0<gp(n+1+x)-log n 237X g X% log(n+1)- %% |ogn
X, =% Xs =% Xy =%
elde ederiz.
_KBT% X3 =X wvali 5 ) o S s
®, ==—2log(n+1)-=—=2logn diyelim. (3.21)’ii ve x; nin agik bir ifadesini
Xy =%, 2~ %X
kullanirsak
n log(n+1+x)-log(n+1)
0<¢p(x)-log : n e o g (3.22)

X(X+1).....(x+n) "

buluruz. lim®, =0 oldugunu gosterecegiz. X, —X, > X, —X, esitsizliginden

n—o0
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0<0, Hh Jog(n+1)— 4—X2.Iogn
x4—x2 X, — X,

n 1 X, — X
:Iog(n+1)—5(n).logn:IOQ[W+W}, s(n)=2—2

elde ederiz. Bundan dolay1

lim & (n) = lim log(n+2)—log(n+1) _
N n>=  log(n+1)—logn

elde ederiz. Simdi Cauchy ortalama deger teoreminden o (n) > Ll dir ve
n+

X, — X, —IogL2 Iogn—+1—x -
n+1 n 2%

dir. Yani 1>&(n) dir. Bundan dolay:

———=n"" 51, nowx
dir. Buradan
n 1 n . 1
Mllog{ ) +n§T} Iog[rlgrolo = +me} =log(1+0)=0

dir. Bunun anlam1  lim®, =0 dir. Bu nedenle

nN—oo

n

@(x)=lim log

n—oo

log(n+1+x)—log(n+1)
n! log(n-+1)-logn

dir. Boylece (o(x) , VXe (0,1) icin tek olarak tanimlidir, ayrica go(l) =0 dir. ¢ (X)
’in (3.19)’deki fonksiyonel denklemi dikkate alinirsa ¢, (O, oo) araliginda (3.20)’i

saglayan tek fonksiyondur. I fonksiyonu da (3.19)’i saglayan geometrik konveks bir
fonksiyon oldugundan ¢(x)=I(x) dir.
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Teorem 3.9 [21,s:157]. g:(O,oo)—)(O,oo) , (3.19) denkleminin bir ¢6ziimii ise ve

g, bazi a>0 igin (@,00) arahg iizerinde logaritmik konveks ise g=I" dur.

Uyan 3.10 [21,s:158]. g:1 > (O,oo) geometrik Jensen konveks olmasi igin gerek

ve yeter sart log ( g (eX )) fonksiyonunun log(1) aralig: iizerinde Jensen konveks

oldugu kolayca goriilebilir. Ayrica siirekli ve geometrik Jensen konveks her
fonksiyonun geometrik konveks oldugu iyi biliniyor.

Sonu¢ 3.11 [21,5:158 ]. Farzedelim ki g:(0,00)—(0,0) bir noktanin bir
komsulugu iizerinde tstten sinirli ve bir a>0 igin (a, oo) aralig1 lizerinde geometrik

Jensen konveks olsun. Eger ¢, (3.19) ‘1saglarsa g=1I dir.

Ispat. Varsayim ile X, €(0,0), r>0 ve M >0 vardir dyle ki
VXe(X —rX +r) igin g(x)<M dir.

(n+X,—r,n+X%+r)c(a,) olacak sekilde bir neN segelim. Bunun bir sonucu
olarak (3.19) esitliginden

g(x+n)=xX(X+1).(Xx+n-1).9(X) < (X +r+n)"M , Xe(X—r X% +r)
elde ederiz. Bunedenle g, U:=(x,+n—r,x,+n+r)c(a,) iizerinde smirhdur.
Ardindan log ( g (eX )) fonksiyonu log (U ) c (Iog a, oo) aralig1 tizerinde sinirhdir.
Bernstein-Doetsch teoremi, log ( g(e’ )) 'nin (loga,») iizerinde siirekli oldugu

anlamma gelir. Uyar1 3.10, log ( g (eX )) ‘nin (Iog a, oo) aralig1 lizerinde konveks

olmasini saglar. Sonug olarak, g, (@,) iizerinde geometrik konvekstir.

Sonu¢ 3.12 [21, 5:159 ]. Farzedelim ki g:(0,00) —(0,0) fonksiyonu bir a>0 i¢in
(a, oo) aralig1 iizerinde geometrik Jensen konvekstir ve bos olmayan agik bir

| C(O,oo) araligi vardir oyle ki | C(O,oo) olgiilebilir bir fonksiyondur. ¢, (3.19)’i
saglarsa g=I ‘dir.
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Uyan 3.13 [31, s:1226 ]. Ic(O,oo) olmak iizere, f:I—)(O,oo) iki kez

tiirevlenebilir olsun. Asagidaki kosullar esdegerdir:

(i) f fonksiyonu geometrik konvekstir, yani

f(x‘yl‘t)s f(x)t f(y)lft , X, yel, te(0,1)
(ii) Iog( f (ex)) fonksiyonu J :=log(I) araliginda konvekstir;
(iii)y f:I—(0,0) fonksiyonu

f(x) f(x)x+f(x) ' (x)2[ £'(x)]x, xel

esitsizligini saglar.
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4. GAMMA FONKSIYONU ILE ILGILI BAZI ESITSIiZLIKLER

Gamma fonksiyonu ile ilgili esitsizliklerle son yillarda sik bir sekilde karsilasmaktayiz.
Gamma fonksiyonu icin farkli yapilarda bir¢cok yeni alt ve iist sinirlar verilmistir. Bu
bolimde gamma fonksiyonu i¢in digamma fonksiyonu cinsinden son yillarda elde
edilmis alt ve st sinirlart ele alacagiz.

Teorem 4.1 [4,s:779]. ¢>0 ve x>0 igin

G, (x)=logI’(x)—xlog X+X—%|Og(2ﬁ)+%l/l(X+C)

tanimlayalim. O zaman G, 'nin (0, oo) lizerinde tam monoton olmasi i¢in gerek ve yeter

sart a>1/3 olmasidir. Yine -G, (x)’in (0,) iizerinde tam monoton olmas i¢in gerek

ve yeter sart b=0 olmasidir.

Ispat: x>0 ve c¢>0 olsun. Tiirev alnirsa
Gg(x):t//(x)—logx+%¢//'(x+c)

ve
Gé‘(x):y/(x)—§+%y/"(x+c)

bulunur. Teorem 2.23 (ii)’deki Gauss formiiliiniin iki tarafinin n. tiirevini alirsak

n n+l _x
' )(x)z(—l) _[e tl—e‘t dt, x>0, neN
elde ederiz. Bu bagintiy1 ve
1 J' e dt
X 0

bagintisini kullanirsak (bkz [1, s:260])

0 _xt 0 o —(x+c)ty2
Gl (x)=] e dt—je’“dt—l ¢ Tt
¢ ol-e" o 2y 1-¢™

© —Ct42
:J' t — —1—l € tft e dt
oL 1-¢e 21-e
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- 1A_° (et? dt (4.1)

G; (x)= _[e
0
dir ve burada
t2
A (t)=—1+t+e” —Ee’“

dir. [1, s: 257,259,260] da asagidaki asimptotik agilimlar verilmistir:

1 1 1
~x==l —X+=log(2 — ..
logT"(x) (x 2) 0g X X+ og ( 7r)+12X+

w(x)~ Iogx—i+ +..

2x  12x?

X

V" (X)~ (~1) [M+ & +}

Bu asimptotik formiilleri kullanirsak

limG, (x) =limG, '(x)=0 4.2)

X—0 X—>00

limit bagintisini buluruz.

a>1/3 olsun. G,’nin tam monoton oldufunu gosterelim. a— A, (t) fonksiyonu

monoton arttigindan t >0 i¢in

2

A (t)>A(t)=—1+t+e" —%e“”

saglanir. Burada
5, =(k-1)(3 -9k2**)

dir. k>4 i¢in S5, >0 olduguicin A,, (O,oo) iizerinde pozitiftir. (4.1)’1 uygularsak
G, nin tam monoton oldugunu gosterir. Ayrica G, monoton arttigindan (4.2)’yi

kullamirsak G} (x) <1limG, (x)=0 buluruz. Bu G, nin monoton azaldigini gosterir.

n—o

Boylece tekrar (4.2)’yi kullamirsak G (x)>limG(x)=0 buluruz. Bu da G, 'nin tam

X—>00
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monotonlugunu ortaya ispatlar. Tersine, eger G,, (0,oo) tizerinde tam monoton ise

x>0 ig¢in

0<xGa(x):%+xH ——[Iogx v (x+a)] (4.3

bulunur. Burada

H (x) =logI"(x) - (X—%]Iogx+x—%log(2n)—%

dir. Yukaridaki asimpotik formiillerden dolay1

limxH(x)=0 ve limx[logx—y (x)]=

X—00 X—0

NII—\

oldugu i¢in (4.3) esitsizliginin her iki tarafinin X — co i¢in limitini alirsak

1

1 1
0<—+—|a—-—| veya a=>1/3
12 12( 2) y Y

sonucunu ¢ikaririz. t >0 i¢in

L P et&(n-1)(n-2)

dir. Yani (4.1)’den —-G,", (0,%) iizerinde tam monotondur. (4.2) bagntis1 yardimiyla
—Gy(x)<0 ve —G,(x)>0
oldugu gbriiliir. Yani -G, (0,%0) iizerinde tam monotondur.

b >0 olmak lizere —G, nin tam monoton oldugunu varsayalim. Buradan G, , (0,00)
tizerinde negatiftir. Fakat bu IingGb (X)=o olmasiyla celismektedir. O halde b=0

olmak zorundadir.

Teorem 4.2 [4, Corollary]. o, =0 reel sayilari olmak {izere her x>0 igin

J2rzx* exp( x——t//(x+a)j I(x)< <J27zx* exp( x——x//(x+ﬂ)) (4.4)

dir. Burada a=1/3 ve S =0 eniyidegerlerdir.
Ispat: Teorem 4.1°den x>0 igin
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G, (Xx) <0<Gy5(x)

elde ederiz. Buda «=1/3 ve £=0 icin (4.4) ile esdegerdir. (4.4)’lin sol tarafi

gecerlidir. Buradan

0<xG,(x) (x>0)

buluruz. Bu da teoremin ispatinda gosterildigi gibi « >1/3 olmasina yol agar. Ve bir
p pozitif sayisinin var oldugunu varsayalim dyle ki (4.4)’lin sag tarafi x>0 i¢in

gecerlidir. Buradan

limI"(x) < \/Zexp[—%l//(ﬂ)j

x—0

elde edilir. Bu bir ¢eligkidir. Bundan dolay: en uygun sabitler « =1/3 ve S=0 ile
(4.4)’te verilir.

Asagidaki teoremde yazar (4.4) esitsizliginin {ist sinirin1 gelistirmis bulunmaktadir.

Teorem 4.3 [8,s:867]. x>0 olsun. O zaman

exp{—%x//(&(x))}<&<exp{—%y/(5’k(x))} (4.5)

x‘e 2

dir. Burada 5*(X)=X+% ve é‘*(X):% ! dir.

(x+1)log(1+1/x)-1

Ispat. [44, sf.47, denklem (42)] den dolay:

I'Iogl“(u)du = X(lz_ X) +§Iog(27z)—(1— x)logI"(x)—logG(x) , (4.6)

dir. Burada G,
G(z+1)=T(2)G(z) ve G(1)=1 4.7)

bagintisin1 saglayan Barnes’ G-fonksiyonudur. Liitfen [54, sf.38-61]’¢ detayr igin
bakiniz.

(4.6) ve (4.7) 6zdesliklerini kullanirsak

X+1

IIogF(u)du=ong x—x+%|og(27z) (4.8)

bulunur. (2.5) bagmtisinin her iki tarafinin logaritmasini alip X Yyerine t alirsak
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IogF(t+1):—yt+i{%—log(t+n)+log n} (4.9)

elde ederiz. Bu esitligin her iki tarafinin (X -1, X) aralig1 iizerinde integralini alirsak

X+1 0
_[Iogl“(u)du— 7(2x=Y) Z[ZX L

k=1

—(x+k)log(x+k)+(x—1+k)log(x—1+k)+log k+1}

buluruz. Taylor teoremine gore,

(x+k)log(x+k)—(x+k—1)log(x+k—1)=log(x+k— 1)+1+%x+k i+9(k)

(4.10)

saglanacak sekilde X’e baghh bir (k) vardr ve 0<@(k)<1l dir. (4.9)dan
asagidaki esitligi yazabiliriz:

x+1

ngr(u)d —7(x- 1+i[——log(x 1+k)+ Iogk}+§{—7+2[— ;H

X | = _x+k—1+0(k)
(4.11)

(4.8), (4.9) ve (4.10) bagintilarin1 kullanirsak,

xlog X —x+= Iog(27r) log (X {ﬂz(k . i+9(k)ﬂ (4.12)

olur. (4.10)’dan dolay1 bu bagntiy1

1 1
e(k):E(x+k)log(x+k)—(x+k)log(x+k—1)—1_k_x+1 (4.13)

seklinde yazabiliriz. Boylece 6 ’nin [1, oo] da kesin artan oldugunu ispatlamak

amaciyla, sadece

f(u)::% 1

(u+1)log(u+1)—(u+1)logu 7

fonksiyonunun (0,00) tizerinde kesin artan oldugunu gostermek kafidir. Burada
u=1/t alirsak,
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1 t 1
) ZE(t+1)Iog(+1)—t Tt

elde ederiz. Tirevini alirsak
h(t)=t?log(t+1)—t* +2((t +1)log (t +1)-t)

olmak lizere

L - h(t)
e W 267 ((t+1)log (t +1)—t)’ (4149

elde edilir. Ug defa tiirev aldigimizda,

(L+1)h"(t) =8log (1+t)_%=z a(t)

elde ederiz. Basit bir hesapla

3 2
g'(t):—6t +103t <0
(t+1)

oldugunu gdriiriiz. g(0)=0 ve g'(0)=0 oldugundan g(t)<O dir. Bunedenle t>0
icin h"(t)<0 dir. h(0)=h'(0)=h"(0)=0 oldugundan t>0 i¢in h(t)<O0 dir
Bu nedenle (4.14)’dan 6 ’nin [1,00) tizerinde kesin artan oldugu sonucunu ¢ikaririz.

L’Hospital kuralin1 uygulayarak

. . . 1
0(00)::l!|_r)ro10(9(k):llJl_r)gf(u):ltl_r>g f(],/t):§ (4.15)
oldugunu kolayca hesaplayabiliriz. Ayrica, (4.13)’den
1 1
0(1)== - 4.16
@) 2 (x+1)log(x+1/x)-1 X (4.10)

oldugu agiktir. (4.12)’yi kullanarak, @ ’nin kesin artan olusunun dogrudan bir sonucu
olarak

_{ ”Z[k —— 11+9( )J]<Iogl‘(x)—xlogx+x
_—Iog(2ﬁ)<—%{ 7/+Z[k mﬂ
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elde ederiz. (4.10)’ya gore bu

exp{—%w(x+9(oo))} PR exp{—%w(xw(l))}

x‘e "\ 2x
ile denktir. (4.15) ve (4.16) ozdesliklerini hesaba katarsak, ispati tamamlanir.
Bir sonraki teoremimiz, gamma fonksiyonu i¢in yeni sinirlar saglar.

Teorem 4.4 [8,s:869]. x>1 olsun. O zaman

J2rxe™ ( +3+a*j£1“(x+1) <27rxe™ (x +3+aj4 (4.17)

4
dr. Burada a.=-0 —%_-0049653963176.. ve @& =~ =005555.. en iyi
4z 3 18

degerlerdir.

Ispat.  (4.17) esitsizligi

F(x+1) ) X
a<|l—2 | - xX*-Z<a’ 4.18
[\/Zﬁxxe‘xj 3 (419)

bigiminde yazilabilir. (4.17)’yi ispatlamak amaciyla X >0 i¢in

4
'ix+1
$(x) = T+ ) e X
N2 xe™ 3
fonksiyonunu tanimlayalim. Tiirev alarak,

(F(x+1))4()1(—(|09X—W(X))j 1

'(x)= —_2x—-=
¢( ) 72_2X4xe—4x 3
elde ederiz.
1 1
Jrxe™ (8x3 +4x% + x+ﬁjﬁ <T(x+1)< Jrxe™ (8X3 +4x% + x+3—10j6 (4.19)
bkz [2] ve
ogx_p(et L, L 1 1 1 . 6 1
v 2x  12x* 120x* 252x° 240x® 132x° 32760x“ 12x"

bkz [3, Teorem 8] esitsizliklerini kullanarak
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2
: 3, Av2 1y 3 1
¢ (x)>(8x +4x +X+1OO) P, (x) pz(x)[2x+3j
buluruz. Burada

p, (x) =—60060 +15202x* —5460x"* +3003x° — 2860x° + 6006x" —60060x™ +360360x"
Ve

p, (x) = 720720x*

dir. ¢’nin Xx>1 igin kesin artanligimi gostermek amaciyla son iki esitsizligi
kullanirsak
3

(8x3 +4X2 + x+%j2 (p, (x))3 ~(p, (x))3 (2x+%} >0 (4.20)

oldugunu gérmek yeterlidir. Eger esitsizligin sol tarafindaki polinomu x =1’de Taylor
serisine agarsak

3

[8x3 +4x% + X +ﬁj2 (p.(x)) = (P, (%))’ (Zx +%)
>1221+4595(x —1) +8755(x—1)" +1115(x 1)’ +1061(x~1)'
+8004(x—1)° +4961(x 1)’ +2589(x~1)" +1158(x~1)°
+4505(x—1)° +...+8135(x—1)" +6374(x~1)” +4561(x~1)”
+2977 (x—1)" +...+2416(x—1)" +3636 (x—1)” +4445(x~1)"

+4242(x~1)" +2963(x~1)" +1347(x~1)" +2994(x-1)*

elde ederiz. Tim katsayilar pozitif oldugu igin bu esitsizligin sag tarafi pozitiftir. Bu
nedenle, x>1 i¢in ¢'(x)>0 buluruz. ¢, [1,%0) iizerinde monoton arttigindan

e4

4r®

()=

X—>0

_gs¢(x)<nm¢(x), x>1

sonucunu ¢ikaririz. Geriye sadece limg(x)=1/18 oldugunu gostermek kaliyor. (4.19)

esitsizligini kullanirsak
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85 + 4+ x4+ — | —2x—1<¢(x)< 85 + 42+ x+— | —ax—-1
100 3 30 3
buluruz. Bu esitsizligin sol ve sag tarafinin X—o0 i¢in limitinin 1/18 oldugunu

gérmek zor degildir. Bu da lim¢(x)=1/18 demektir. Bu da ispat: tamamlar.

Teorem 4.5 [8,s:871]. Vx>0 igin

a.x'e™ N | <I(x+1)<a .xe™ NN | (4.21)
3 18 3 18
V18

2z

=0.821728... ve o =+27 =2.50663... sabitleri en iyi

dir. Burada a. =
degerlerdir.

Ispat. x>0 icin

®(x):Iog(F(x+1))—ongx+x—%|ogzﬂ_%|og(xz+§+%j

tanimlayalim. Tiirevini alirsak

18x+3

0'(x) = 1)—logx——2oX+s
() =y (x40 —log X s 2

ve

" . 1 162x? +54x
o'x)=v (X+1)_;+(18x2+6x+1)2

buluruz. fyi bilinen y'(x+1)—y'(Xx)=—-1/x* esitligini kullanarak

N—"

®"(x+1)—®"(x):&

q(x)
elde edebiliriz. Burada

p(x)=625+9816x+42516x" +63936x° +38556X" + 7776X" >0
ve

q(x) = x(L+x)’ (1+6x+18x*) (25+42x+18x) >0
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dir. Bu, x>0 ig¢in @"(X+l)—®"(x)>0 oldugunu gosterir. Biz matematiksel

timevarimla VneN igin ©"(x)<®"(x+n) ve O"(x)<limO@"(x+n)=0

n—oo

elde ederiz. Yani O, (0,00) tizerinde kesin azalandir. Benzer sekilde

1im[logx—l//(x)]=0 olduundan ©'(x)>® ( % h> lién( & )& dir (bkz

n—o0

[3]). Bu da, ®’nin kesinlikle monoton artan oldugunu ortaya koyar. Klasik Stirling
formiiliinii uygulayarak lim®(x)=0 buluruz. Bu nedenle (4.21)’e denk olan

%Iong—%logZ7rz®(0)$®(x)<Iim@(x):O

X—>0

sonucunu ¢ikaririz.

Asagidaki sonu¢ @ ’in kesin artan olusunun ve ©(1) =1—%Iog (27[)—%'09 (i—gj ‘in
dogal bir sonucudur.
Sonuc¢ 4.6 [8,5:872]. Tim N dogal sayilari i¢in
L 1
n 1)\ x n 1\
e nfh—+— | <nl<pg e N+ —+—
e (1« S <misare (i3
1
dir. Burada S ¢ (18J4 0.998936 ve pB" =<2z =2.50663... skalerleri en
V27 \ 25

1yi degerlerdir.

Asagidaki teorem digamma fonksiyonu cinsinden gamma fonksiyonu igin zarif alt ve
iist sinirlar verir.

Teorem 4.7 [8,s:872]. x>0 igin

exp{ng[mﬂsr(x+1)£exp{xw(§+lﬂ dir.

Ispat. Ortalama Deger Teoremini kullanirsak;

k+(p(k)

buluruz. Bu nedenle (4.9), asagidaki sekilde yazilabilir:

log(x+k)—logk = ,0<p(k)<x (4.22)
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IogF(x+1)=x{—y+§(%—k+;(k)ﬂ (4.23)

(4.22)’den

oK)= Iog(l)J(rx/k)_k

elde ederiz. Tiirevini alalim:

XZ

- —log®(1+x/k)
() - K +kx
#'(k) =" log (1+x/k)

Buna gore ¢ ’nin monoton arttigini géstermek icin

N—"

Kk x) < — KX =K
log (k +x)—logk

oldugunu gostermek kafidir. Bu ise Geometrik-logaritmik ortalama esitsizliginden
aciktir (G < L). Buradan ¢, [l,oo) tizerinde kesin monoton artan bir fonksiyondur.

X
- log(x+1)

ve o(1)

N | <

gp(oo) =lim (o(k) =

k—o0

oldugu basit bir hesaplama ile gosterilebilir. (4.23)’den x>0 i¢in

e e )

sonucunu buluruz. Bu da (2.7)’den dolayi

Xy (@(1)+1) <logT (x+1) < xp (o) +1)
ifadesine denktir. Boylece Teorem ispat tamamlanir.

[3, Teorem 8]’den dolay1 asagidaki esitsizlikler vardir:

\/27zxx‘mexp£—x+ 1 1 —+ L —— L 7j<l‘(x)
12x  360x° 1260x> 1680x (4.24)

< 27zxx‘]/2exp(—x+ L1 ~+ L 5)
12x  360x° 1260x
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Teorem 4.8 [30, Teorem 1.1]. x=>2 igin

1 1 r(x) 1 11
J— 3 _- 3
eXp( o (Y )+72x2j<mﬂe-* <eXp[ o (+Y )+72x2+3240x3j

dir.

Ispat. (4.24) esitsizligi goz oniine alindiginda teoremi ispatlamak i¢in

\/ﬂxWZexp(—Hi— 1 + L j>\/_x exp( x——z//(x+],/3) 7;)

12x  360x° 1260x° 1680X’
ve

\/27zxx‘]/2exp( Xb L ]<\/ xexp( x——y/(x+],/3) 1 i ]

12x  360x%° 1260X 72x*  3240%°

esitsizliklerini ispatlamak kafidir. Ya da her iki tarafin logaritmalarini alirsak

1 1 1 1

1
Xx+1/3)>logx——+ — — + 4.25
v(x+1/3) 28K il B cailaai0x (4.25)
ve
1 1 1 1
Xx+1/3)<logx ——+ + — 4.26
v (X+Y3)<log X =t o T 51 5305 (4.26)

Bu esitsizlikleri gostermek icin (4.24) esitsizligini kullanalim. Bu durumda teoremi
kanitlamak i¢in

u(x)::log(x+lj— r L - L + !
3) 2(x+13) [(12(x+Y3)° 120(x+1/3)" 252(x+1/3)°

1 1 1 1 1
—| logx—— 7= =+ = 1>0
6x 36x%? 180x 630x> 840x

ve

V(X)::Iog(x+lj— ! - - 2 - i : 6 : 8
3) 2(x+13) [(12(x+V3)" 120(x+1V3)" 252(x+1/3) 240(x+1/3)
—[Iogx—iJr ! + t 1 j<0
6x 36x> 81x* 630x°

oldugunu gostermek kafidir. Tiirev alirsak

P(x)= 112266x" +173502x"° —14094x° —158058x° +1323x’ —60921x°
—82985x° —55797x* —~19425x> —3949x%* — 441x — 21
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ve

Q(x)= 597051x™° +2261358x° +3357774x° +1581687x’ —1253313x°
—276885x° —127890x"* —32025x° — 4790x° — 405X —15

olmak lizere

u'(x)= —P(¥)

() - Q)
5200 (34D V')

© 1890x° (3x +1)’
oldugunu goriiriiz. Mathematica programi yardimiyla P(X+2) ve Q(X+2)
polinomlarini hesapladigimizda her ikisinin de [O,oo] tizerinde pozitif oldugunu

goriiriiz. Bu nedenle x>2 i¢in u'(x)<0 ve v'(x)>0 dir. Buradan U monoton

azalan, Vv de monoton artan fonksiyonlardir. Yani,

u(x)<limu(x)=0 ve v(x)>limv(x)=0

X—>00 X—>0

dir. Bu da ispat1 bitirir.
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