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OZET

Bu tez alt1 béliimden olusmaktadir. Ilk béliimde giris kismi bulunmaktadir. ikinci
boliimde sirasiyla 3 boyutlu Oklid uzayinda, 3 boyutlu Lorentz uzayinda ve 3 boyutlu
Galile uzayinda temel tanim ve teoremler yer almaktadir. Ugiincii béliimde 3 boyutlu
Oklid uzayinda aym Frenet diizlemlerini paylasan egrilerin varhigi icin gerekli sartlar
arastirilmis ve bazi teoremlere yer verilmistir. Dordiincii boliimde 3 boyutlu Lorentz
uzayinda ortak timelike Frenet diizlemlerine sahip egriler arastirilmig, daha sonra ise
ayni lightlike Frenet diizlemlerini paylasan egrilerin varligi igin gerekli kosullar
incelenmistir. Besinci boliimde 3 boyutlu Galile uzayinda verilen bir egrinin Frenet
diizlemlerinden birinin bu uzayda baska bir egrinin Frenet diizlemi olup olamayacagi
arastirilmis ve sonuclar verilmistir. Son olarak altinci boliim tartisma ve sonuglara

ayrilmstir.
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ABSTRACT
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SIMGELERve KISALTMALAR LiSTESI

Reel sayilar

3 boyutlu Oklid uzay1

3 boyutlu Lorentz uzay1

3 boyutlu Galile uzayi

Egrinin egriligi

Egrinin torsiyonu

Egrinin birim teget vektor alani
Egrinin birim normal vektor alani
Egrinin birim binormal vektor alani
Egrinin oskiilator diizlemi
Egrinin normal diizlemi

Egrinin rektifiyan diizlemi



1. BOLUM
GIRIS

Oklid uzayindaki egriler teorisinde, énemli ve ilging problemlerden biri, regiiler bir

egrinin karakterizasyonudur. Bu problemin cevaplanmasinda, regiiler bir egrinin

sirastyla egrilik ve burulmasi olarak adlandirilan Kk, (veya ) ve k, (veya z) onemli
rollere sahiptir. Ornek vermek gerekirse k; = k, = 0 ise bu egri, geodezik egridir veya
k, =sabit =0 ve k, =0 ise egri, 1/k; yarigapli cemberdir. Bdylece, regiiler bir egrinin
seklini ve boyutunu, egriliklerini kullanarak belirleyebiliriz.

Bahsedilen problemin ¢6ziimiindeki baska bir yol da egrilerin Frenet vektorleri
arasindaki baglantidir [5]. Bertrand egrileri ve Mannheim egrileri buna 6rnek olarak
gosterilebilir. Saint Venant, 1845’te (bkz. [5] ve [7]), bir egrinin asli normali tarafindan
iiretilen ylizey lizerinde, asli normali, verilen egrinin asli normali olan ikinci bir egrinin
var olup olmadig1 sorusunu ortaya atmistir. Bu soru, 1850 yilinda Bertrand tarafindan
bdyle bir ikinci egrinin varlifr i¢in gerekli ve yeterli kosulun, verilen orijinal egrinin
birinci ve ikinci egrilikleri arasinda sabit katsayilarla dogrusal bir iliski olmasi

gerektigini gosterdigi bir yazida yanitlanmistir.

Diger bir deyisle, verilen bir egrinin egriligini ve burulmasini sirasiyla x ve 7 ile ifade

edersek, 0 zaman ¢, y reel sayilari i¢in {k + 7 = 1 olmasi gerek ve yeterlidir.

Bertrand'in makalesinden beri, bu tiir egri ¢iftleri Conjugate Bertrand Egrileri veya daha

yaygin olarak Bertrand Egrileri olarak adlandirilir.

Bir baska ilging 6rnek de Mannheim egrileridir: a ve f uzay egrileri arasinda bu egrilerin
karsilikli noktalarinda, y egrisinin asli normal dogrusu f egrisinin binormal dogrusu ile
cakisacak sekilde karsilikli bir iliskinin mevcut olmasi halinde, y egrisine bir Mannheim
egrisi denir. f egrisine de a egrisinin bir Mannheim partner egrisi denir. 3 boyutlu Oklid
uzayinda ve 3 boyutlu Minkowski uzayinda Mannheim partner egrileri Liu ve Wang

tarafindan ¢alisilmistir [6].

Ele alinan problemin ¢6ziimiinde bir bagka metod ise regiiler bir egrinin yer vektortidiir.
E3 Oklid uzayinda, en az dort siirekli tiirevi olan her bir birim hizli egri y:1 ¢ R - E3
icin, T, N ve B sirasiyla teget, normal ve binormal diye adlandirilan ii¢ ortogonal birim

vektor alaninin olusturulabilecegi iyi bilinmektedir. y egrisinin her bir y(s) noktasinda
1



{T,N}, {T,B} ve {N,B} tarafindan gerilen diizlemler sirasiyla oskiilatér diizlem,
rektifiyan dizlem ve normal diizlem olarak adlandirilir. Yer vektorii her zaman
rektifiyan diizlemi icinde bulunan y: I ¢ R — E3 egrilerine basitlik i¢in rektifiyan egriler
denir. Benzer sekilde yer vektorii her zaman normal diizlemi i¢inde bulunun egrilere
normal egriler denir. E3 uzaymda normal egriler, kiiresel egrilerdir. Son olarak yer
vektorii her zaman oskiilator diizlemi i¢inde bulunun egrilere oskiilator egriler denir. E3

uzayinda oskiilator egrilerin diizlemsel egriler oldugu iyi bilinmektedir.

Son olarak konu edilen problemde egrilerin Frenet diizlemleri iizerinden yapilacak bir
yaklasimla bazi1 sonuglar elde edilebilir. Bu yaklasim farkli ¢alismalarda 3 boyutlu Oklid
uzay1 ve 3 boyutlu Lorentz uzayinda ele alinmistir. Bu tez calismasinda ise asagidaki

soru sorularak bu soru igin olas1 yanitlar arastirilmistir.

3 boyutlu Galile uzayinda verilen bir egrinin Frenet diizlemlerinden birinin ayni

uzaydaki baska bir uzay egrisinin Frenet diizlemi olmas1 miimkiin mudiir?

1.1. Amag ve Kapsam

Bu calismanin temel amaci, 3 boyutlu Galile uzayinda verilen bir egrinin Frenet
diizlemlerinden birinin aym1 uzaydaki bagka bir uzay egrisinin Frenet diizlemi olup
olmama durumunun arastirilmasidir. Bununla birlikte literatirde bulunan, 3 boyutlu
Oklid uzayi ile 3 boyutlu Lorentz uzaymda bu konuda yapilmis galismalar incelenerek

Galile uzayi ile karsilastirmalar yapmaktir.



2. BOLUM
TEMEL TANIMLAR

Giris kisminda bir egrinin karakterizasyonu i¢in bazi yontemlerden bahsedilmisti. Bu

bdlimde bu konuda temel tanimlarla birlikte bazi ornekler verilecektir.
2.1. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Temel Tanimlar

Tamim 2.1.1. I c R reel uzayn bir acik alt aralig1 olmak iizere y: I c R — E? ile verilen

diferansiyellenebilir y fonksiyonuna 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egri denir [4].

Tamm 2.1.2. y:] € R > E3, 3-boyutlu Oklid uzayr E3 te keyfi bir egri olsun. E3
uzaylnda, her X = (xl,xZ,xS), Y = (yl,yz,y3) S E3 |(;|n
(X,Y) = x1y1 + %292 + X33

ile verilen (.,.) standart Oklid i¢c carpimi olmak Uzere, (¥ (s),¥ (s)) = 1 isey, birim

hizli egri (veya yay parametresi ile verilmis egri) olarak adlandirilir.

Bir y egrisinin birinci, ikinci ve ti¢ilincii tiirevleri kullanilarak elde edilen T, N, B vektor

alanlarina sirasiyla teget, asli normal ve binormal vektor alanlari denir. Burada {T, N, B}

egrinin her noktasinda ortonormal bir ¢at1 olusturur. Bu ¢atiya y egrisinin Frenet ¢atisi

denir [4].

Tanim 2.1.3. 3 boyutlu Oklid uzaymda bir y egrisi verilsin. y egrisi i¢in {T, N, B} ile

verilen Frenet catisinda bu ¢atiyr olusturan vektorlerin gerdikleri diizlemler sirasiyla

asagidaki sekilde adlandirilir:
{T, N} tarafindan gerilen diizlem, egrinin oskiilatdr diizlemi,
{T, B} tarafindan gerilen diizlem, egrinin rektifiyan dizlemi,

{N, B} tarafindan gerilen diizlem, egrinin normal diizlemidir [4].



Tamim 2.1.4. 3 boyutlu Oklid uzayinda bir y egrisi ve bu egrinin Frenet catis1 {T, N, B}

verilsin. Eger y nin yer vektorii daima
Sp{T, N} nin gerdigi oskiilator diizlemde kaliyorsa y ya oskiilator egri,
Sp{T, B} nin gerdigi rektifiyan diizlemde kaliyorsa y ya rektifiyan egri,

Sp{N, B} nin gerdigi normal diizlemde kaliyorsa y ya normal egri denir [9].

Tamm 2.1.5. Bir y egrisi ve bu egrinin Frenet ¢atisi {T, N,B} verilsin. Bu durumda

Frenet vektorlerinin turevleri hesaplanarak elde edilen T' = kN, N'= —«T + 1B,

B' = —1N denklemlerine Frenet formulleri denir.

Burada k = (T',N ) ve T = (N',B) sirasiyla y egrisinin egriligi ve burulmasidir. Bu
egrilikler yardimiyla egrilerin cinsleri tespit edilebilir. Ornek vermek gerekirse
k =t = 0 ise y bir geodeziktir. x sifirdan farkli bir sabit ve T = 0 ise y bir cemberdir.

k Ve 7 sifirdan farkli sabitler ise y dairesel helistir [4].

Tamm 2.1.6. 3 boyutlu Oklid uzaymnda verilen bir y egrisinin her noktasinda tegetleri
sabit bir dogrultu ile sabit ac1 yapiyor ise bu egriye egilim cizgisi (helis) denir. Ozel
olarak y bir egilim ¢izgisi ise egriligi ve burulmasi x ve 7 olmak lzere x/r oran1 sabittir

[4].

Tanm 2.1.7. y:1 © R - E3 egrisinin egriligi sabit, burulmas: sabit degil ise bu egriye
Salkowski egrisi denir. Benzer olarak egriligi sabit olmayan fakat burulmasi sabit olan

egriye de anti Salkowski egrisi denir [10].

Yukarida verilen Ornekler ile birlikte iki egrinin Frenet elemanlar1 arasindaki

baglantilarla verilen tanimlar da mevcuttur.

Tammm 2.1.8. Birim hizli y egrisi ve bu egrinin Frenet catisi {T,N,B}ile Frenet

elemanlar1 {T*,N*,B*} olan f egrisi verilsin. Eger N ve N* lineer bagimli ise (y, f) ya

Bertrand egri ¢ifti denir [5].



2.2.3-Boyutlu Lorentz Uzayinda Temel Tanimlar

Tanmm 2.2.1. u = (uy,uy,u3), v= (v1,v,,v3) € E*olmak lzere (,): E3> X E® - R,
(w,v) » (u,v) = —u vy + UV, + uzv; seklinde tanimlanan simetrik, bilineer ve non

dejenere metrik tensore Lorentz metrigi denir [8].

Tanmm 2.2.2. (,), E3de Lorentz metrigi olsun. {E3,(,)} ikilisine 3- boyutlu Lorentz

uzayr denir ve E} ile gosterilir. v = (vy,v,,v5) € E® olmak (izere v’nin normu

[[v]| = +/|{v, v}] seklinde tanimlanir [8].

Tamm 2.2.3. v = (v, v, v3) € E* olmak Uizere,
(v,v) > 0 ise v’ye spacelike vektor,
(v,v) < Oise v’ye timelike vektor,

(v,v) =0, v = 0iseVv’ye lightlike vektor denir [8].

Tamim 2.2.4. vy, E} de bir egri olmak iizere eger y' sirasiyla spacelike, timelike veya

lightlike ise vy egrisine de sirasiyla spacelike, timelike veya lightlike egri denir [8].

Tanim 2.2.5. v, E? de bir egri olmak iizere eger (y,y' ) = +1 ise y ya birim hizh egri
denir [8].

Tamm 2.2.6. v, E3 de spacelike bir egri olmak iizere eger y min aslinormal vektorii

Nsifir ise bu egriye pseudo null egri denir [8].

Tamm 2.2.7. E; Lorentz uzaymda teget, normal ve binormal vektdr alanlarinin
olusturdugu ciimle {T, N, B} v(S) egrisinin Frenet catis1 olsun. y egrisinin karakterine

gore Frenet esitlikleri agagidaki formlart alir.



1. Durum : y(s) lightlike olmayan bir egri ise Frenet formiilleri asagidaki gibidir.

T 0 &K 071rr
N'| =|—&k 0 &T||N (2.2)
B’ 0 —&t O01LB

Burada x ve t sirasiyla egrinin egriligi ve burulmasidir. Ayrica &, = (T, T) = %1,
& =(N,N) =1 ve & =(B,B) = t+1dir.

Ayni zamanda T X N = g1&,B, N X B = €,e3T, B X T = g,&3B esitlikleri saglanir [5].

2. Durum : y(s) lightlike ise Frenet formiilleri asagidaki gibidir.

T’ 0 «x 01[T
N'| = 0 —kl||N (2.2)
B’ 0 —t O0IlLB

Yine x ve t sirastyla egrinin egriligi ve burulmasidir, y(S) bir dogru ise k¥ = 0 diger

durumlarda ise k = 1 dir.

(T, T)=(B,B)=(T,N)=(N,B)=0, (N,N)=(T,B) =1 dir ve bununla birlikte
TXN=-T, NXB=—-B, BXT = —N esitlikleri saglanir [13].

3. Durum : y(s) pseudo null bir egri ise Frenet formiilleri asagidaki gibidir.

T’ 0 x O71][T
Nl=|0 t ol[N (2.3)
B’ —x 0 —tllB

Burada x ve 7 sirasiyla egrinin egriligi ve burulmasidir. y(S) egrisi dogru ise egrilik

Kk = 0 diger durumlarda ise k = 1 dir. Aynm1 zamanda,

(N,N)=(B,B)=(T,N)=(T,B)=0, (T,T)=(N,B) =1 dir ve bununla birlikte
TXN=N, NXxB=T, BXT = B esitlikleri saglanir [13].



2.3. 3-Boyutlu Galile Uzayinda Temel Tanimlar

Bu boliimde Galile uzay ile ilgili temel tanim ve kavramlar verilecektir.

Galile uzay, izotropik koninin bozularak diizleme déniistiigii pseudo - Oklid uzayinin
sinir durumudur. Fizikte onemli bir rol oynayan ¢arpim uzayinin Klein geometrisi olarak
tanimlanir. Galile geometrisinin temel farki, 6grencilere ¢ok fazla zaman ve enerji

kaybetmeden ayrintili olarak inceleme olanagi saglayan goreceli basitligidir.

Tamm 2.3.1. 3 boyutlu Galile uzay1 G3’de iki vektor u = (uq, uy, u3), v = (v, v,, v3)

arasindaki Galile i¢ carpimi;

u,Vy, u, veya v, sifirdan farkl ise
(uv), =4 y W . . (2.4)
T UV, UV, u, vev, her ikisi de sifir ise
ve Galile vektorel ¢arpimi;
0 e &g
U U, Ul u, veya v, sifirdan farkl ise
vV, V, V
1 2 3
(u XV)G = (2.5)
? el e2 eB
u, u, Uy, u, vev, her ikisi de sifir ise
Vl V2 V3

seklinde tanimlanir. Burada e, e, ve e, Oklid uzaymin standart bazlaridir [1].

Tamm 2.3.2.7:1 cR—>G, 7(s)=(X(5), y(s),2(s)), 3 boyutlu Galile uzaynda keyfi

bir egri olsun. Eger x(s) egrinin yay parametresi ise bu durumda y(s) = (s, y(s), z(s))

olarak elde edilir ve yegrisinin birinci egriligi «(s) ve ikinci egriligi (burulmasi) z(s)

K(3) = (Y2 (3) + (2')(s)

_ det(»'(s),7"(s), 7"(s))
[x(s)]

seklinde tanimlanir [1].

7(9)




ynin Frenet 3-ayaklisi;
T(s)=7'(s)=(LY'(s).2(s))
1 1

N(s) = EW’(S) = @(0, y'(s),2'(s))

B(s) = %(0, ~2"(s),y"(s))

x(S)

seklinde verilir. T, N ve B vektorlerine sirasiyla y egrisinin teget, asli normal ve binormal

vektorleri denir. Bu vektorlerin tiirevleri i¢in asagidaki Frenet formiilleri gegerlidir [1].

T’ 0 ~ OfT
N[={0 0 <z|IN
B’ 0 - 0/ B

Tanmm 2.3.3. y:1cR—>G,;, 3 boyutlu Galile uzayinda Frenet ¢atis1 elemanlari

{T,N,B,K#O,T} ile birim hizli egri olsun. y egrisinin harmonik egriligi;

T
H:lcR—->R, H=—
K

seklinde tanimlanir. Burada xve 7 sirasiyla y egrisinin egriligi ve burulmasidir [1].



3.BOLUM
3BOYUTLU OKLIiD UZAYINDA EGRILERIN FRENET DUZLEMLERI

Bu boliimde literatiir taramasi verilip bazi sonuglar paylasilacaktir.
Ayn agik aralik | « R iizerinde taniml iki uzay egrisi M ve M ele almsin M ve M nin
karsilik gelen noktalarinda {M,T,N,B} ve {M,T,N,B} hareketli ticlileri olmak uizere

M ve M nin nin yay parametreleri, egrilikleri ve burulmalar sirasiyla s,k, T ve §,k,T ile
gosterilsin. M egrisinin her bir M(s) noktasinda {T, N}, {N,B} ve {T, B} tarafindan

tiretilen diizlemler sirasiyla oskiilator diizlem, normal diizlem ve rektifiyan dizlem

olarak bilinir. Bu diizlemler sirastyla OP, NP ve RP ile gosterilecektir. Mise

egrilikleri &, 7 ve Frenet vektorleri {f ,N} olan keyfi bir birim hizli uzay egrisi iken M
egrisinin her bir M(S) noktasinda {'F,W}, {N,E} ve {'I_',g} tarafindan Uretilen
diizlemler sirasiyla yine oskulator diizlem, normal dizlem ve rektifiyan diuzlem olmak

tizere bu diizlemler sirasiyla @, NP ve RP ile gosterilsin. f = Z—j olsun. Bu durumda
asagidaki Frenet formiilleri elde edilir:

1

T'=xN, N =—-xT+1B, B =—1N (3.1)
T =fkN, N =—fikT+ ftB, B =—fiN (3.2)
Burada f = g olmak tzere ('), ;—S i gostermektedir

Asagida verilen sekillerde 3 boyutlu Oklid uzaymnda y(t) = (cost, sint, t)
parametrizasyonuyla verilen helis egrisinin sirasiyla oskiilatér diizlemi, normal diizlemi

ve rektifiyan dizlemi goérdlebilir.



Sekil 3.1. y(t) = (cost, sint, t) egrisinin oskiilator diizlemi.

Sekil 3.2. y(t) = (cost, sint, t) egrisinin normal duzlemi.

10
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Sekil 3.3. y(t) = (cost, sint, t) egrisinin rektifiyan dizlemi.

Bu béliimde asagidaki soru igin cevaplar arastirilmistir:

“3 boyutlu Oklid uzayinda farkli uzay egrilerinin aym Frenet diizlemlerini paylasmasi

mumkin midir?” Bu sorunun cevabi igin asagidaki olast durumlar incelenmistir.

Durum M 'nin Frenet dizlemi M 'nin Frenet duzlemi Kosul

1 sp{T,N}=0P sp{f,ﬁ}:@ OP =OP
2 sp{T,N}=0P sp{ﬁ,g}:ﬁ OP = NP
3 sp{T,N}=0P sp{T.B}=RP OP =RP
4 sp{N,B} = NP sp{T,N}=0P NP =OP
5 sp{N,B} = NP sp{N,B}=NP  NP=NP
6 sp{N,B} = NP sp{T.B}=RP NP =RP
7 sp{T,B} =RP sp{T,N}=0P RP = OP
8 sp{T,B}=RP sp{N,B} =NP RP = NP
9 sp{T,B} =RP sp{T,B}=RP RP = RP

11



3.1. Durum 1 OP = OP

Ik durumda asagidaki sorunun cevabi arastirilmistir.

“3 boyutlu Oklid uzaymda verilen iki farkli uzay egrisi ayni oskiilator diizlemi

paylasabilir mi?”

Verilen Megrisinin oskiilatdr diizleminin baska bir M uzay egrisinin oskiilatdr diizlemi

oldugu kabul edilsin. O halde
Y=Y+cT+dN, c#0,d=+0 (3.3)

yazilabilir.

Burada Y ve Y sirasiyla M ve M egrilerinin yer vektorleri ve ¢, d her ikisi de s
parametresinin sifirdan farkli fonksiyonlandir. (3.3) esitliginin S’ye gore tiirevi alinip

(3.1) ve (3.2) de verilen Frenet formiilleri uygulanirsa,

T=(1+C,—dK)%T+(CK+d,)%N+dT%B (3.4)

denklemine ulaglir. Te Sp {T, N} oldugundan sifirdan farkl gvey sabitleri i¢in
T = {T + YN yazlabilir. Bu durumda (3.4) esitliginden,

(T+1,0N=(1+c'—dK)%T+(CK+d’)%N+dT%B (3.5)

elde edilir. (3.5) denkleminin B ile i¢ ¢carpimi yapilirsa dt = 0 olur. Bdylece, d veya ¢

sifir olmalidir ki bu da varsayimimizla celigir. Bu nedenle asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.1. M egrisinin oskiilatér diizlemi, M egrisinin de oskiilatér diizlemi olacak

sekilde E3 uzaymda (M, M)egri ikilisi yoktur [9].

12



3.2.Durum?2 OP = NP

Burada asagida ifade edilen soru i¢in cevaplar arastirilmistir.

“E3 de verilen bir uzay egrisinin oskiilatér diizlemi ile bu uzayda baska bir uzay

egrisinin normal diizlemi kongruent olabilir mi?”

E3 de verilen bir Megrisinin oskiilator diizleminin baska bir Megrisinin normal diizlemi

oldugu kabul edilsin. Boylece asagidaki iliski elde edilir.
Y=Y+cT+dN, c#0,d=+0 (3.6)

Burada Y ve Y sirasiyla M ve M egrilerinin yer vektorleri ve ¢, d her ikisi de s
parametresinin sifirdan farkli fonksiyonlaridir. (3.6) esitliginin S’ye gore tiirevi alinip

(3.1) ve (3.2) de verilen Frenet formiilleri uygulanirsa,
T=(1+C’—dK)%T+(CK+d’)%N+dT%B (3.7)
esitligine ulagilir. B* =Sp{T,N}=Sp {N,g} =T oldugundan B, T ye paraleldir. ilk
olarak (3.7) denkleminin B ile i¢ carpim1 yapildiginda

d="=L (3.8)
bulunur. Daha sonra (3.7) denkleminin N ile carpimi yapilarak,

ce-iEE QD)

esitligine ulasilir. Boylece, asagidaki teorem ispatlanmis olur.

Teorem 3.2. M, E3 uzayinda, sifirdan farkli x ve 7 egriliklerine ve {T, N, B} Frenet

vektorlerine sahip olan birim hizli uzay egrisi olsun. M egrisinin oskiilatér diizlemi, bir
_ e = 1(1d% | (1\ ds 1ds
baska M uzay egrisinin normal diizlemi ise M = M ;(;F-I_ (;) g) T +;EN

seklindedir [9].

13



3.3. Durum 3 OP = RP

Bu durumda “E3 de verilen bir uzay egrisinin oskiilator diizlemi ile bu uzayda baska bir
uzay egrisinin rektifiyan diizlemi kongriient olabilir mi?” sorusunun cevabi

aragtirilmistir.

E3 de bir Megrisinin oskiilatér diizleminin baska bir M egrisinin rektifiyan diizlemi

oldugu kabul edilsin. Boylece asagidaki iliski elde edilir.
Y=Y+cT+dN, c#0,d=+0 (3.9)

Burada Y ve Y sirasiyla M ve M egrilerinin yer vektorleri ve ¢, d her ikisi de s
parametresinin sifirdan farkli fonksiyonlaridir. (3.9) esitliginin S’ye gore tiirevi alinip

(3.1) ve (3.2) de verilen Frenet formiilleri uygulanirsa,
’I_‘=(1+c'—dK)%T+(crc+d')}lcN+dr%B (3.10)

esitligine ulasilir.
TeSp {T, N} oldugundan ¢ ve y sabitleri igin T ={T + YN yazlabilir. (3.10)
esitliginden,

{T+1/JN=(1+c'—dk)]lcT+(CK+d')]lcN+dr%B (3.11)

elde edilir. (3.11) denkleminin B ile i¢ ¢arpimi yapildiginda ise dT]lc = 0 bulunur. Elde

edilen bu esitligin gergeklenmesi i¢in d veya z sifir olmalidir ki bu da varsayimimizla

celigir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3. E3 uzayinda verilen bir M egrisinin oskiilator diizlemi ile yine bu uzaydaki

yoktur [9].
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3.4.Durum4 NP = OP

Bu durumda 6nceki durumlara benzer sekilde asagidaki sorunun cevabi arastirilmustir.
“E3 de bir uzay egrisinin normal diizlemi baska bir uzay egrisinin oskiilatér diizlemi

olabilir mi?”

Verilen Megrisinin normal diizleminin baska bir M uzay egrisinin oskiilatér diizlemi

oldugu kabul edilsin. Boylece asagidaki iliski elde edilir.
Y =Y +cN + dB, c#0, d#0 (3.12)

burada Y ve Y sirasiyla M ve M egrilerinin yer vektorleri ve ¢, d her ikisi de s
parametresinin sifirdan farkli fonksiyonlaridir. (3.12) esitliginin S’ye gore tiirevi alinip

(3.1) ve (3.2) de verilen Frenet formiillerini uygulandiginda

T=(1—cx)j%T+(c’—dr)%N+(cr+d’)j%B (3.13)

bulunur. T e Sp{N,B} oldugundan { ve  sabitleri i¢in T = {N + B yazilabilir.
(3.13) esitliginden

(N+¢B=(1—cx)]%T+(c’—dr)]%N+(cr+d’)]%B (3.14)
elde edilir. (3.14) denkleminin T ile i¢ ¢arpimi yapildiginda

c = l (3.15)

ve (3.15) esitliginin (3.13) de kullanilmasiyla
= 1 1 T N1
T=(() —dr);N+(;+d)?B (3.16)

elde edilir. (3.16) esitliginin S’ye gore tiirevi alindiginda is

wf = (- () k) r+((2) —dr-dr - -d)in

’ ’

—dr)N + (2 +d) B) (%) (3.17)

H(2() roar et ) ()
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bulunur. N e Sp{N,B} oldugundan { ve y sabitleri icin (3.17) esitliginde N = {N + B

yazilabilir. (3.17) esitliginin T ile i¢ ¢arpimi yapildiginda
d=—->1_ (3.18)

bulunur.Son olarak (3.15) ve (3.18) esitliklerinin (3.12) ifadesinde kullanilmasiyla

_ 1 K
Y=Y+—N—TB
K K°T

bulunur. Boylece asagidaki teorem ispatlanmis olur.

Teorem 3.4. 3 boyutlu Oklid uzaymda M egrisinin normal diizlemi ile M egrisinin
oskiilator diizlemi ayni diizlem ise M egrisinin oskiilator kiirelerinin merkezlerinin

geometrik yeri M egrisidir [9].
3.5.Durum5 NP = NP

Bu durumda agagidaki sorunun cevabi incelenmistir.

“3 boyutlu Oklid uzayinda iki farkli uzay egrisinin ayn1 normal diizlemi paylasmasi

mUmkin madar?”

3 boyutlu Oklid uzayinda verilen Megrisinin baska bir Megrisi ile ayn1 normal diizleme
sahip oldugu kabul edilsin. Boylece

Y=Y +cN+dB, c#0,d=+0 (3.19)

burada Y ve Y sirastyla M ve M egrilerinin yer vektorleri ve ¢, d her ikisi de s
parametresinin sifirdan farkli fonksiyonlaridir. (3.19) esitliginin S’ye gore tiirevi alinip

(3.1) ve (3.2) de verilen Frenet formiillerini uygulandiginda
T=(l—CK)%T-I-(C’—dT)%N+(CT+d’)%B (3.20)

elde edilir. T* =Sp{N,B} = Sp{ﬁ,ﬁ} —T " oldugundan T, T ye paraleldir, (T, T) = 1

dir. (3.20) esitliginin T ile i¢ ¢arpimi yapildiginda ¢ = %(1 — f) bulunur.
16



Daha sonra (3.20) denklemininN ile i¢ ¢arpimi yapilarak d = %G (1- f)) elde edilir.

O halde asagidaki teorem ispatlanmis olur.

Teorem 3.5. M, 3 boyutlu Okliduzayinda, sifirdan farkli « ve 7 egriliklerine ve {T, N, B}
Frenet vektorlerine sahip olan birim hizli uzay egrisi olsun. M egrisinin normal diizlemi,
bir baska M uzay egrisini N normal dizlemi ise M egrisinin denklemi asagidaki
sekildedir [9].

=m e (1-N+(a-D) B

3.6. Durum6 NP = RP

Bu durumda asagidaki sorunun cevabi arastirilmaistir.

“E3 de bir uzay egrisinin normal diizlemi baska bir uzay egrisinin rektifiyan diizlemi

olabilir mi?”

E3 de verilen Megrisinin normal diizleminin baska bir M uzay egrisinin rektifiyan

diizlemi oldugu kabul edilsin. O halde
Y=Y+cN+dB, c¢#0,d+0 (3.21)

burada Y ve Y sirasiyla M ve M egrilerinin yer vektorleri ve ¢, d her ikisi de s
parametresinin sifirdan farkli fonksiyonlaridir. (3.21) esitliginin s’ye gOre tiirevi alinip

(3.1) ve (3.2) de verilen Frenet formdlleri uygulandiginda

T=(l—CK)%T-I-(C’—dT)%N+(CT+d’)%B (3.22)

esitligi elde edilir. T eSp {N,B} oldugundan { ve w sabitleri i¢in T ={N +yB
yazilabilir. (3.22) esitliginden

(N+1,bB=(1—CK)%T+(C'—dr)%N+(cr+d')%B (3.23)
yazilabilir. (3.23) esitliginin T ile i¢ ¢arpiminin sonucunda
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c== (3.24)

bulunur. (3.22) esitliginin S’ye gore tiirevini alindiginda ise

I

e = () —ar)ir+ ((2) —2d7-ar -Z)in

H(2() r—art+Lrar) e <((§)' —ar) N+ (T4 ) B) (@) @)
elde edilir. T+ =Sp{N,B} :Sp{W,E} — N oldugundan T, N ye paraleldir ve (3.25)
ifadesinin N ile i¢ ¢arpimi sonucunda
d +nd=u (3.26)

elde edilir. Burada n = T—T i i(l)’ veu = l((l)” — ﬁ) +1 (l) (3) dir. Son olarak

2 2 \f 27 \\k K Z K f
(3.26) esitliginden d(s) = e~ Jnds {ef”dsyds+ 9}, 6 € R dir. Boylece asagidaki

teorem verilebilir.

Teorem 3.6. M, E3 uzayinda, sifirdan farkli x ve 7 egriliklerine ve {T, N, B} Frenet
vektorlerine sahip olan birim hizli uzay egrisi olsun. M egrisinin normal diizlemi, bir

baska M uzay egrisinin rektifiyan diizlemi ise M asagidaki sekildedir [9].

— 1 _
M=M +;N+ (e f”ds{ef”dsuds+ 9})B

’ " ’ ’

bwradan = +5(7)  w=5(() ) +£6) ()

Sonu¢ 3.1. M ve M egrileri aym s parametrelerine sahip (5 =s) olsun. Eger
K = sabit # 0 ve T = sabit # 0 ise OE R i¢in, d = —is + 6 bu durumda M egrisi

dairesel helistir.
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Sonu¢ 3.2. M ve M egrileri aym s parametrelerine sahip (5 =s) olsun. Eger
2
K = sabit # 0 ve t # 0 sabit olmayan bir fonksiyon ise 0 € Ric¢in, d = —é% +%9

dir. Bu durumda M egrisi, E® uzayinda bir Salkowski egrisidir [9].

Sonu¢ 3.3. M ve M egrileri aym s parametrelerine sahip (5 =s) olsun. Eger

T=sabit#0, x=#0 sabit olmayan bir fonksiyon ise ke€R igin,

d==(5) = f~ds+k dir. Bu durumda M egrisi, E% uzaymda bir anti-Salkowski

T2t \k

egrisidir [9].
3.7.Durum7 RP = OP

Bu durumda asagidaki soru icin cevaplar aragtirilmigtir.

“E3 de bir uzay egrisinin rektifiyan diizlemi bir bagka egrinin oskilator dizlemine

kongruent olabilir mi?”

E3 de verilen bir Megrisinin rektifiyan diizleminin bagka bir M uzay egrisinin oskiilator
diizlemi oldugu kabul edilsin. O halde

Y=Y+ T +dB, c#0, d#0 (3.27)

burada Y ve Y sirasiyla M ve M egrilerinin yer vektorleri ve ¢, d her ikisi de s
parametresinin sifirdan farkli fonksiyonlaridir. (3.27) esitliginin S’ye gore tirevi

alindiginda

= "1 1 d'

T=(1+C)FT+(CK—dT)FN+7B (3.28)
bulunur. T e Sp {T, B} oldugundan { ve y sabitleri icin T = {T + B yazilabilir. (3.28)
esitliginden

(T + B = (1+c’)]lcT+(crc—dr)]lcN+d?’B (3.29)

elde edilir. (3.29) esitliginin N ilei¢ garpimi yapildiginda ise

ck —dt =0 (3.30)
19



bulunur. Bununla birlikte. (3.28) esitliginin S’ye gore tlirevi alinirsa

!

RNf=("T+wA+c)—1d)IN + d"B)]%+ ((1+c)T + d'B) (}%) (3.31)

esitligi elde edilir.
N e Sp{T, B} oldugundan bazi { ve y sabitleri i¢in N = {T + B yazlabilir. Boylece

(3.31) esitliginden

!

RQT +YB)f = (' T+ k(1 +c)—d )N + d"B)j% +((1+ )T +d'B) (}%)

bulunur ki bu son ifadenin N ile i¢ carpimi yapildiginda
k(1+c)—1d =0 (3.32)

ve (3.30) ve (3.29) esitliklerinden

T _ ¢ _ 1+c’
k d_ d (333)

elde edilir. Boylece asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonug 3.4 A ve A, sirastyla M ve M egrileri iizerinde herhangi iki nokta olsun. Yer
vektorleri 0A = Y ve 0A =Y ile gosterilirse, (3.27) ve (3.28) denklemlerini kullanarak,

Ad=ct+dB, T=(1+c)T+ d’B)}% (3.34)

elde ederiz. (3.34)’den AA nin T vye paralel oldugu goriilebilir. Bu da A4 vektoriniin M

egrisine teget oldugu anlamina gelir [9].

Sonug 3.5 A € Sp{T, B} oldugundan AA = sin8T + cosfByazlabilir. Burada @, AA ve

B vektorleri arasindaki aciyr gostermektedir. Boylece, 2 = tanf. Ayni zamanda (3.33)

den tané =£ elde edilir. Boylece AA vektorii A noktasinda M egrisinin Darboux

vektorine paralel olur [9].
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Tammm 3.1 AA vektori M egrisinin A € M noktasindaki rektifiyan dogrusu olarak

adlandirilir.

Sonug 3.6 Sonug 3.5 deki @ agisinin sabit olmasi igin gerek ve yeter kosul M egrisinin

genel helis olmasidir [9].
(3.30) esitliginin S’ye gore tiirevi alindiginda, (3.32) esitligi ile birlikte
ck —dt =k (3.34)

elde edilir. (3.30) ve (3.34) den, ¢ =§L ve d = —— olur ki bulunan ¢ ve d

) )

— 242
degerlerinden [|AA||* = ———

TK —

Sonug 3.7. Eger ¢ = “— =sabit ise = = a,e%2° dir [9].

T

Sonug 3.8. Eger d = — —— =sabitise = = as + b, a,b € R dir, Bu da M egrisinin bir

K

rektifiyan egri olmas1 demektir [9].

K2 (k2 +12)

Sonug 3.9. Eger ||AA||? = —— = sabitise %: sinhifa, s + a,) bulunur. Bu da

TK

M’ nin Mannheim egrisi oldugu anlamina gelir [6].
3.8.Durum8 RP = NP

Bu durumda asagidaki sorunun olasi yanitlart arastirilmistir.
“Bir uzay egrisinin rektifiyan diizlemi baska bir egrinin normal diizlemi olabilir mi?”

Verilen Megrisinin rektifiyan diizlemi baska bir M uzay egrisinin normal diizlemi olsun.

O zaman

Y=Y+ cT +dB, c#+0,d=+0 (3.35)
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burada Y ve Y sirasiyla M ve M egrilerinin yer vektorleri ve ¢, d her ikisi de s
parametresinin sifirdan farkli fonksiyonlaridir. (3.35) esitliginin S’ye gore tirevi

alindiginda

T=(1+C')%T+(CK—dT)%N+d7’B (3.36)

bulunur. NL=Sp{T,B}=Sp{N,§}='ITL oldugundan N, T ye paraleldir. (3.36)

denkleminin N ile i¢ ¢carpimi yapildiginda
ck —dt=f (3.37)

esitligine ulasilir. (3.36) esitliginin 6énce T ile sonra B ile i¢ c¢arpimi yapildiginda
ai, a; € R sabitleri igin sirasiyla, ¢ = —s + a; ve d = a, bulunur, boylece (3.37) ile

birlikte (—s + a;)k — a,t = f bulunur.

Teorem 3.7. M, E3® uzayinda, sifirdan farkli «, 7 egriliklerine ve {T, N, B} Frenet
vektorlerine sahip olan birim hizli uzay egrisi olsun. M egrisinin rektifiyan diizlemi, bir
baska M uzay egrisinin normal diizlemi ise M asagidaki sekildedir,

M =M +(—s + a;)T + a,B, burada, a;, a, € R dir [9].
3.9. Durum 9 RP = RP

Bu durumda asagidaki sorunun cevabi arastirilmistir.

“3 boyutlu Oklid uzayinda iki farkli uzay egrisi ayni rektifiyan diizlemi paylasabilir mi?
E3 de verilen M egrisi baska bir M egrisi ile ayn1 rektifiyan diizlemi paylastig1 kabul
edilsin. O halde

Y=Y +cT +dB, c#0,d#0 (3.38)

burada Y ve Y sirasiyla M ve M egrilerinin yer vektorleri ve c, d her ikisi de s
parametresinin sifirdan farkli fonksiyonlaridir. (3.38) esitliginin S’ye gore tirevi

alindiginda
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T=(1+c')]%T+(cx—dr)]%N+d7'B (3.39)

bulunur.

T eSp{T,B} oldugundan bazi { ve y sabitleri i¢in T = {T + B yazlabilir. (3.39)

esitliginden,
(T+¢B=(1+c')%T+(c;c—dr)%N+d7'B (3.40)

elde edilir. (3.40) denkleminin N ile ¢arpimi yapildiginda,
(ck —dt) =0 (3.41)

bulunur. (3.39) esitliginin S’ye gore tiirevi alindiginda

!

RNf=("T+®A+c)—1d)N + d”B)]% +(A+c)T+d'B) (}%) (3.42)

elde edilir. NL=Sp{T,B}=Sp{'I_',§}=WL oldugundan N, N ye paraleldir. (3.42)

denkleminin énce N ile sonra B ile i¢ carpimi yapilirsa ¢ ]lc+ (1+c) (jlc) =0 ve
d’ %+ d (%) = 0 esitlikleri bulunur. Béylece c,, c,, d, ve d, sabitleri i¢in sirastyla

c=-s+c [fds+c, ve d=d;[fds+d, elde edilir. Boylece asagidaki teorem

verilebilir.

Teorem 3.8. M ve M ayni s (§ = s) parametresine sahip egriler olsun. M, E3 uzayinda
sifirdan farkli x ve 7 egriliklerine ve {T, N, B} Frenet vektorlerine sahip olan birim hizli
uzay egrisi olsun. M egrisi ile M egrilerinin rektifiyan diizlemleri ayn1 ise M egrisi

asagidaki sekildedir [9].
M =M+ (Cls + Cz)T + (dls + dz)B (343)
burada, ¢, c,, d;, d, e R. (3.41) esitliginden,

T c15+c
K dys+dp

(3.44)
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bulunur. Boylece asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonu¢ 3.10. c¢d,—c,d, =0 ise %z sabit dir. Bu durumda M egrisi E® uzayinda

dairesel helistir.

Ornek 3.1. E3 uzaymda M(s) = (coss,sins,s) helisinin Frenet vektorleri ve

egrilikleri agagidaki gibidir.

05 %)

N (s)=(—coss,—sins,0)

B(S)_(sins —COSS ij
V2 N2 2
1 1
k =— k,=—-
1 2 \/E
Simdi M ile aym rektifiyan diizleme sahip bir M egrisinin var oldugu kabul edilsin.
(3.43) ifadesinde ¢, =d; =0, ¢, =d, = V2 almip bulunan Frenet vektorleri de yerlerine

yazilirsa M(s) = (coss,sins,s + 2) olarak bulunur. E3 uzayinda M(s) ile M(s) es

(kongruent) rektifiyan diizleme sahiptir.

24



4. BOLUM
3 BOYUTLU LORENTZ UZAYINDA FRENET DUZLEMLERI

Burada Oklid uzayma benzer sekilde yine dokuz farkli durum igin bir egrinin Frenet
diizlemi bir baska egrinin Frenet diizlemi olabilir mi sorusunun cevabi arastirilmistir.
Elde edilen sonuglardan bazilar1 verilmistir. Bu kisimda Oklid uzayindan farkli olarak
bahsedilen dizlemlerin casual karakterleri de s6z konusudur. Oncelikle timelike

diizlemler i¢in inceleme yapilmistir.

4.1. Ortak Timelike Frenet Diizlemlerine Sahip Egriler

3 boyutlu Lorentz uzayinda iki farkli egri M:IcR—E} ve M:JcR-E}
olsun. M ve M nin karsilik gelen noktalarmda {M,T,N,B} ve {M,T,N,B} hareketli

tclileri olmak Gzere M ve M nin nin yay parametrelerini, egrilikleri ve burulmalart
sirasiyla s, Kk, TVe §,k,T ile gosterilsin. M egrisinin her bir M(s) noktasinda {T, N},
{N, B} ve {T, B} tarafindan {iretilen diizlemler, Oklid uzayindakine benzer sekilde,

sirasiyla oskiilator diizlem, normal diizlem ve rektifiyan diizlem olarak bilinir. Bu
diizlemler sirasiyla OP, NP ve RP ile gosterilecektir. Simdi M, egrilikleri K, T Ve

Frenet vektorleri {T,N, B} olan keyfi bir birim hizl1 uzay egrisi iken M egrisinin her bir
M(3) noktasinda {'F W} {W E} ve {'FE} tarafindan lretilen diizlemler sirasiyla
oskillator dizlem, normal dizlem ve rektifiyan duzlem olmak Uzere bu duzlemler

sirastyla OP, NP ve RP ile gosterilsin. f = g olsun. Yine Oklid uzayma benzer

sekilde dokuz farkli durum s6z konusudur.
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Durum M 'nin Frenet dizlemi M 'nin Frenet duzlemi Kosul

1 sp{T,N}=0P sp{T.N}=OP  OP=0P
2 sp{T,N}=0P sp{N,B}=NP  OP=NP
3 sp{T,N}=0P sp{T.B}=RP OP =RP
4 sp{N,B}=NP sp{T.N}=0P NP =OP
5 sp{N,B} = NP sp{N,B}=NP  NP=NP
6 sp{N,B}=NP sp{T.B}=RP NP = RP
7 sp{T,B} =RP sp{T,N}=0P RP =OP
8 sp{T,B} =RP sp{ﬁ,§}=_P RP = NP
9 sp{T,B}=RP sp{T.B}=RP RP = RP

M egrisinin oskiilator diizleminin casual karakteri timelike ise bu durumda egrinin teget
vektorl spacelike (ya da timelike), normal vektori timelike (ya da spacelike) ve

binormal vektori spacelike olur. Bu durumda Frenet denklemleri ise

T 0 &K 071rr
N'| = |—&k 0 &T||N (4.1)
B’ 0 —&T 0 B

& =(T,T)=%1, & =(N,N)==1, & =(B,B) = t+1dir.
Ayni zamanda T X N = g1&,B, N X B = €,e3T, B X T = g,&3B esitlikleri saglanir.

4.1.1. Durum 1 OP = OP

Bu durumda asagidaki soru icin cevaplar aragtirilmigtir.

E3 Lorentz uzayinda verilen bir uzay egrisinin timelike oskiilator diizlemi baska bir uzay

uzay egrisinin timelike oskiilator diizlemi olabilir mi?

Bir M egrisinin baska bir M egrisiyle ayn1 timelike oskiilatdr diizlemi paylastig1 kabul
edilsin. M egrisinin oskiilatér diizlemi, T spacelike (ya da timelike) vektori ve N
timelike (ya da spacelike) vektorii tarafindan gerilen timelike diizlem oldugundan
binormal vektori B spacelike vektordir. Bu durumda M egrisi (5.1) ifadesindeki

Frenet denklemlerini saglayan spacelike (ya da timelike) egridir.

26



O zaman
Y=Y+cT+dN, c#0,d=+0 4.2)

yazilabilir. Burada Y ve Y sirastyla M ve M egrilerinin yer vektorleri ve ¢, d her ikisi de s
parametresinin sifirdan farkli fonksiyonlaridir. (4.2) esitliginin S’ye gore tiirevi alinip

(4.2) ile verilen Frenet formiilleri uygulanirsa
Tf=04+c —&di)T + (¢ + d )N + dB 4.3)

denklemine ulaglir. Te Sp {T, N} oldugundan sifirdan farkl gvey sabitleri i¢in
T = {T + YN yazlabilir. (4.3) esitliginden,
(T + YN = (1+C’—EldK)%T+(£2CK+d’)%N+dT% (4.4)

elde edilir. (4.4) denkleminin B ile i¢ ¢carpimi yapilirsa dt = 0 olur. Boylece, d veya ¢
sifir olmalidir ki bu da varsayimimizla celisir. Bu nedenle Oklid uzay ile benzer sekilde

asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1. M egrisinin oskiilator diizlemi, M egrisinin de oskiilator diizlemi olacak

sekilde E3 uzayinda (M, M) egri ikilisi yoktur.
4.1.2. Durum2 OP = NP

Bu durumda asagidaki sorunun cevabi arastirilmistir.

“3 boyutlu Lorentz uzayinda, verilen bir egrinin timelike oskiilator diizlemi ile ayni

uzayda bagka bir egrinin timelike normal duizlemi kongrient olabilir mi?”

3 boyutlu Lorentz uzayinda verilen bir Megrisinin timelike oskiilator diizleminin baska
bir M uzay egrisinin timelike normal diizlemi oldugu kabul edilsin. M egrisinin normal

diizlemi timelike oldugundan iki farkli durum s6z konusudur.

a) N spacelike (ya da timelike) vektor ve B timelike (ya da spacelike) vektordur. Bu

durumda T spacelike bir vektordiir ve M bir spacelike egridir.
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Bl=Sp{T,N}=Sp{W,§}='FL oldugundan B vektorii T vektorine paraleldir. O

halde
Y=Y+cT+dN, c#0,d=+0 (4.5)

Burada Y ve Y sirasiyla M ve M egrilerinin yer vektdrleri ve ¢, d her ikisi de s
parametresinin sifirdan farkli fonksiyonlaridir. (4.5) esitliinin S’ye gore tiirevi alinip

(4.2) ile verilen Frenet formiilleri uygulanirsa,

T=(1+C’—EldK)%T-I-(EZCK+d’)%N+dT%B (4.6)

esitligi elde edilir. B* =Sp{T,N}= Sp{N,E} ~T " oldugundan B, T ye paraleldir. ilk

olarak (4.6) denkleminin B ile i¢ garpim1 yapildiginda,
d="_ (4.7)

elde edilir. Daha sonra (4.7) denkleminin N ile i¢ ¢garpimi yapilirsa

’

c=222 (L) (4.8)

K T

elde edilir. (4.7) ve (4.8) esitlikleri (4.5) ifadesinde yerine yazildiginda

YzY—i—z(f)’T+£N (4.9)

T
bulunur.

b) Nve B vektdrleri lineer bagimsiz null (lightlike) vektorler ise Mspacelike
vektordiir. Bu nedenle T Frenet denklemlerini saglayan bir pseudo null egridir.

T =Sp{ﬁ,§}=8p{T,N}= B* oldugundan B vektorii T vektoriine paraleldir. Bu
durumda

Y=Y+cT+dN, c#0,d=+0 (4.10)
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Burada Y ve Y sirasiyla M ve M egrilerinin yer vektdrleri ve ¢, d her ikisi de s
parametresinin sifirdan farkli fonksiyonlaridir. (4.10) esitliginin S’ye gOre tiirevi alinip

Frenet denklemleri uygulanirsa,

T T

5_y_a(f\ o f
7=y-2(0)r+in (4.11)
elde edilir. Boylece asagidaki teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.2. M egrisi 3 boyutlu Lorentz uzayinda, « ve t egrilikleri sifirdan farkl ve
Frenet vektorleri {T, N, B} olan birim hizli egri olsun. M egrisinin timelike oskiilator
diizlemi M egrisinin timelike normal diizlemi ise M egrisi asagidaki bicimdedir.

1\7I=M—g—2(ld—§) T+18N (4.12)

Kk \Tds Tds

4.1.3. Durum 3 OP = RP

Bu durumda asagidaki sorunun cevabi arastirilmistir.

©’3 boyutlu Lorentz uzayinda verilen bir uzay egrisinin timelike oskiilator diizlemi ile

baska bir uzay egrisinin timelike rektifiyan diizlemi kongrient olabilir mi?”’

Bir M egrisinin timelike oskiilatér diizleminin baska bir M egrisinin timelike rektifiyan
diizlemi ile kongriient oldugu kabul edilsin. M egrisinin rektifiyan diizlemi timelike

oldugundan iki alt durum mevcuttur.

a) T spacelike (ya da timelike) vektor ve B spacelike (ya da timelike) vektor ise N
spacelike bir vektordir. Bu nedenle M spacelike bir egridir.

N =Sp{f,§}=8p{T, N}=B" oldugundan B vektdri N vektorine paraleldir. Bu

durumda

Y=Y+cT+dN, c#0,d=+0 (4.13)

Burada Y ve Y sirasiyla M ve M egrilerinin yer vektdrleri ve ¢, d her ikisi de s
parametresinin sifirdan farkli fonksiyonlaridir. (4.13) esitliginin S’ye gore tiirevi alinip

Frenet denklemleri uygulanirsa
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Tf=14+c —&di)T + (e,¢ck + d )N + dB (4.14)
esitligi elde edilir. T € Sp{T, N} oldugundan (4.14) ifadesinden  ve y sabitleri igin

T = {T+ yB yazilabilir. O halde

(T + YB)f = (1 + ¢ — &,di)T + (e;ck + d )N + dB (4.15)
olmak zere (4.15) denkleminni B ile i¢ ¢arpiminin sonucunda

bt =0 (4.16)

bulunur ki bunun icin b = 0 ya da T = 0 olmalidir ve bu durum varsayimimizla gelisir.

b) T ve B vektorleri lineer bagimsiz null vektorler ise N spacelike bir vektordir. Bu
nedenle M bir null egridir.
N =Sp {'F, E} =Sp{T,N} =B" oldugundan B vektéri N vektérine paraleldir. O

halde
Y=Y+cT+dN, c#0,d=+0 (4.17)

Burada Y ve Y sirasiyla M ve M egrilerinin yer vektorleri ve ¢, d her ikisi de s
parametresinin sifirdan farkli fonksiyonlaridir. Tlk duruna benzer islemler yapildiginda

yine bt = 0 olarak bulunur ki yine ¢eliskiye ulasilmis olur.

O zaman asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.3. 3 boyutlu Lorentz uzayinda M egrisinin timelike oskiilator diizlemi, M

egrisinin timelike rektifiyan diizlemine kongriient olacak sekilde (M, M) egrileri yoktur.

M egrisinin normal diizlemi NP:Sp{N,B} timelike diizlem oldugunda ise iki alt

durum ortaya ¢ikar.

a) N spacelike (ya da timelike) vektor ve B timelike (ya da spacelike) vektor olsun.

Bu durumda T spacelike vektordiir. M de spacelike bir egridir.
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—1

=Sp {'F, §} =Sp{T,N} =B" oldugundan B vektéri N vektériine paraleldir. Bu

durumda

T’ 0 &K 01117

NI = |—k 0 53'[ N (418)
B’ 0 —&t O01LB

Burada (T, T) =1, &, = (N,N) ve &3 = (B, B) dir. Buradan ii¢ farkli alt durum elde

edilir. Bu durumlardan burada bahsedilmeyecektir.

b) N ve B vektorleri lineer bagimsiz null (lightlike) vektorlerdir.
4.1.4.Durum 4 NP = OP

3 boyutlu Lorentz uzayinda verilen bir uzay egrisinin timelike normal diizlemi ile baska

bir uzay egrisinin timelike oskiilator diizlemi kongriient olabilir mi?

Bu uzayda bir M egrisinin timelike normal diizlemi baska bir M egrisinin timelike
oskulator diizlemi ile kongriient olsun. M egrisinin oskiilator diizlemi, T spacelike (ya

da timelike) vektorl ve N timelike (ya da spacelike) vektori tarafindan gerilen timelike
diizlem oldugundan binormal vektorii B, spacelike bir vektordir. Bu durumda M egrisi

(4.1) deki Frenet denklemlerini saglayan spacelike (ya da timelike) egridir.

EL:Sp{'F,W}:Sp{N,B}:TL oldugundan B vektorii T vektorine paraleldir.

Boylece
Y=Y+cN+dB, c#0,d+0 (4.19)

Burada Y ve Y sirasiyla M ve M egrilerinin yer vektorleri, ¢ ve d sifirdan farkli s
parametreli fonksiyonlardir. (4.19) esitliginin s’ye gore turevi alnup (4.18) de verilen

Frenet denklemleri uygulandiginda
Tf=1—ck)T+ (¢ —&1d)N + (d + ces7)B (4.20)
esitligi elde edilir. (4.20) denkleminin T ile i¢ carpimi sonucunda
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c = l (4.21)
bulunur. O halde (4.21) esitliginin (4.20) esitliginde yerine yazilmasiyla
Tf = (c' —&1d)N + (d + ce37)B (4.22)
elde edilir. (4.22) esitliginin S’ye gore tiirevi alindiginda
Tf = (=c'k + &dti)T + (¢ — 2e5d 7 — £3dt — £565¢T2)N

+(Q2e3¢ T+ezer +d — g,63dT?)B (4.23)
olmak Uzere (4.23) ifadesinin T ile i¢ garpimi yapilarak

d=—25 (4.24)

TK2

elde edilir. (4.21) ve (4.24) esitliklerinin (4.19) denkleminde kullanilmasiyla

Y=Y+ %N — STZTKZ,B olur. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1.4 3 boyutlu Lorentz uzayinda M, egriligi ve burulmasi sirasiyla x ve z,
Frenet vektorleri {T, N, B} olan birim hizli egri olsun. Bu egrinin, N timelike (ya da

spacelike) ve B spacelike (ya da timelike) vektorleri tarafindan gerilen timelike normal

dizlemi Sp{N , B} baska bir M egrisinin timelike oskiilator diizlemine kongriient ise bu

durumda M egrisi asagidaki gibidir.

ok’

M=M+-N-255
K TK
4.1.5.Durum5 NP = NP

Burada “’3 boyutlu Lorentz uzayinda verilen bir uzay egrisi ayni uzayda bagka bir egri
ile ayni timelike normal dilizlemi paylasiyor olabilir mi?’’ sorusunun cevabi

arastirilmistir.

M egrisinin timelike normal diizlemi baska bir M egrisinin timelike normal diizlemi

olsun. M egrisinin normal diizlemi timelike iken iki farklt durum sdz konusudur.
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a) N spacelike (ya da timelike) bir vektér ve B timelike (ya da spacelike) bir

vektordur.
Bu durumda T spacelike bir vektordiir ve M spacelike bir egridir.

T+ = Sp{N,B} = Sp{N, B} = T+ oldugundan T ile T paraleldir. Boylece
Y=Y+cN+dB, c#0,d+0 (4.25)

Burada Y ve Y sirasiyla M ve M egrilerinin yer vektorleri, ¢ ve d sifirdan farkli s
parametreli fonksiyonlardir. (4.25) esitliginin s’ye gore turevi alinip (4.18) de verilen

Frenet denklemleri uygulandiginda
Tf=(1—-ck)T+ (¢ —&1d)N + (d + ce37)B (4.26)

=

esitligi elde edilir. (4.26) denkleminin T ile i¢ ¢arpimi sonucunda ¢ = p bulunur.

Bununla birlikte (4.26) nin N ile i¢ ¢arpimiyla d = 872 (%) elde edilir. Bulunan ¢ ve d

degerleri (4.25) ifadesinde yerine yazildiginda Y =Y + %N + STZ (1 b/ ) B olur.

b) B vektoriiile N vektorii lineer bagimsiz lightlike vektorlerdir. Bu kosul altinda M
egrisi bir pseudo null egridir.

T+ =Sp{N,B} = Sp{N,B} =T+ oldugundan T ile T birbirine paraleldir. Boylece

Y=Y+cN+dB, c+#0,d=0olmakizereY veY sirastyla M ve M egrilerinin yer

vektorleri, ¢ ve d sifirdan farkli s parametreli fonksiyonlardir. Bu adimdan sonra ilk sik

ile benzer islemler uygulandiginda yine aymi c¢ ve d degerlerine ulasilir. Yani

Y=Y+ lk;fN + ST (1 i ) B bulunur. Boylece agagidaki teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.5. 3 boyutlu Lorentz uzayinda M, egriligi ve burulmasi sirasiyla x ve z, Frenet
vektorleri {T, N, B} olan birim hizli egri olsun. Bu egrinin, N timelike (ya da spacelike)

ve B spacelike (ya da timelike) vektorleri tarafindan gerilen timelike normal diizlemi

Sp{N, B} baska bir M egrisinin timelike normal diizlemine kongrient ise bu durumda

M egrisi M = M + IK;fN — STZ (1 f) B formundadir.
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4.1.6. Durum6 NP = RP

Burada “’3 boyutlu Lorentz uzayinda verilen bir uzay egrisinin timelike normal diizlemi
ayni uzayda bagka bir egrinin timelike rektifiyan diizlemine kongriient olabilie mi?

sorusunun cevabi arastirilmistir.

M egrisinin timelike normal diizleminin baska bir M egrisinin timelike rektifiyan
diizlemi oldugu kabul edilsin. M egrisi timelike rektifiyan diizleme sahip oldugundan iKi

farklt durum so6z konusudur.

a) T spacelike (ya da timelike) bir vektor ve B timelike (ya da spacelike) bir
vektordar.
Bu durumda M spacelike (ya da timelike) bir egridir. N* = Sp{T,B} = Sp{N,B} =T+

oldugundan N ile T paraleldir. Boylece
Y=Y4+cN+dB, c¢#0,d+0 (4.27)

Burada Y ve Y sirasiyla M ve M egrilerinin yer vektorleri, ¢ ve d sifirdan farkli s
parametreli fonksiyonlardir. (4.27) esitliginin s’ye gore turevi alinip (4.18) de verilen

Frenet denklemleri uygulandiginda
Tf=0—=ck)T+ (c —&1d)N + (d + ce37)B (4.28)

esitligi elde edilir. (4.28) denkleminin T ile i¢ ¢arpimi sonucunda c =% bulunur.

Bununla birlikte (4.28) in tiirevi almip gerekli Frenet denklemleri kullanilarak
d = e 14 ([ el % yds + k) elde edilir.

" ! 2
R TN ) I e ) L Y
Buradak e R, 1 = T ve u= Teptf dir.

b) B vektori ile T vektorii lineer bagimsiz lightlike vektorler iken M egrisi bir

Cartan null egridir.

T+ = Sp{N,B} = Sp{N,B} = N* oldugundan T ile N birbirine paraleldir.
Y=Y+cN+dB, c+#0,d=0olmakizereY veY sirastyla M ve M egrilerinin yer
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vektorleri, ¢ ve d sifirdan farkli s parametreli fonksiyonlardir. lk sik ile benzer islemler
uygulandiginda yine ayni1 ¢ ve d degerlerine ulasilir.

Yani Y=Y + %N + e 2ds (f el s yds + k)B bulunur. Béylece asagidaki teorem

verilebilir.

Teorem 4.6 3 boyutlu Lorentz uzayinda M, egriligi ve burulmasi sirasiyla x ve z, Frenet
vektorleri {T, N, B} olan birim hizli egri olsun. Bu egrinin, N timelike (ya da spacelike)

ve B spacelike (ya da timelike) vektorleri tarafindan gerilen timelike normal diizlemi
Sp{N,B} baska bir M egrisinin timelike rektifiyan diizlemine kongriient ise bu

durumda M egrisi asagidaki gibidir.

_ 1
Y=Y+;N+e‘“ds (fe“dsuds+k)B

4.2. Ortak Lightlike Frenet Diizlemlerine Sahip Egriler

Bu boliimde asagidaki sorunun cevabi arastirilmstir.

“3 boyutlu Lorentz uzayinda verilen bir egrinin null (lightlike) Frenet diizlemlerinden
birinin baska bir uzay egrisinin null (lightlike) Frenet diizlemi ile kongriient olmasi

mUmkadn madar?”

Bir onceki durumda incelenen timelike diizlemlere benzer olarak burada da dokuz farkli

durum s6z konusudur. Bahsedilen bu dokuz durumdan bazilari ele alinacaktir.

3 boyutlu Lorentz uzayinda iki farkli egri M:IcR—-E} ve M:]cR- E}
olsun. M ve M nin karsilik gelen noktalarmda {M,T,N,B} ve {M,T,N,B} hareketli
tclileri olmak Gzere M ve M nin nin yay parametrelerini, egrilikleri ve burulmalart
srrastyla s, k,7 Ve §,K,T ile gosterilsin. M egrisinin her bir M(s) noktasinda {T,N},
{N,B} ve {T,B} tarafindan iiretilen diizlemler, Oklid uzayindakine benzer sekilde,

sirastyla oskiilator diizlem, normal diizlem ve rektifiyan diizlem olarak bilinir. Bu

diizlemler sirasiyla OP, NP ve RP ile gosterilecektir. Simdi M, egrilikleri k,T ve

Frenet vektorleri {'F, W} olan keyfi bir birim hizl1 uzay egrisi iken M egrisinin her bir
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M () noktasinda {'F,W} {N, E} ve {'F, E} tarafindan iretilen diizlemler sirasiyla
oskillator dizlem, normal dizlem ve rektifiyan duzlem olmak Uzere bu duzlemler

sirastyla @ NP ve RP ile gosterilsin. f = g olsun. Bununla birlikte bu kisimda

bahsedilecek egrilerin Frenet denklemleri igin iki farkli durum mevcuttur. Egri lightlike

iken Frenet denklemleri asagidaki gibidir.

T' 0 « 01T
N'| = 0 —kl||N (4.25)
B’ 0 —7 O0ILB

Yine x ve 7 sirastyla egrinin egriligi ve burulmasidir, Burada egri bir dogru ise k = 0

diger durumlarda ise k = 1 dir.

(N,N)=(B,B)=(T,N) =(N,B) =0, (N,N) =(T,B) =1 dir ve bununla birlikte
TXN=-T, NXB=-B, BXT =—N esitlikleri saglanur.

Egri pseudo null bir egri ise Frenet denklemleri asagidaki gibidir.

T' 0 O[T
Nl =10 1 O0]IN (4.26)
B’ -k 0 —tllB

Burada « ve 7 sirasiyla egrinin egriligi ve burulmasidir. Egri bir dogru ise egrilik « = 0
diger durumlarda ise k = 1 dir. Aynm1 zamanda, (N,N) = (B,B) =(T,N) =(T,B) = 0,
(T,T) = (N, B) = 1 ve esitlikleri saglanir.

M egrisinin oskiilator diizlemi OP = sp {T, N} eger null (lightlike) bir diizlem ise iki alt

durum ortaya ¢ikar.

Durum A: T null (lightlike) bir vektor ve N spacelike bir vektordar.
Durum B: T spacelike bir vektor ve N null (lightlike) bir vektorddir.

Durum A: T null (lightlike) bir vektor ve N spacelike bir vektor iken M egrisi k = 1

olan bir Cartan null egridir. Burada ii¢ alt durum vardir.
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4.2.1. Durum 1 OP = OP

Bu durumda asagidaki sorunun cevabi aragtirilmistir.

E3 Lorentz uzayinda verilen bir M egrisinin null (lightlike) oskiilator diizlemi baska bir

M uzay egrisinin null (lightlike) oskiilator diizlemi olabilir mi?

M egrisinin oskilator diizlemi lighltike iken iki alt durum s6z konusudur.

a) T null (lightlike) bir vektor ve N spacelike bir vektor ise bu durumda M egrisi

K = 1 olan null Cartan egrisidir.

T+ = Sp{T,N} = Sp{T,N} = T+ oldugundan T ile T birbirine paraleldir. O halde
Y=Y+cT+dN, c#0,d#0 4.27)

dir. Burada Y ve Y sirasiyla M ve M egrilerinin yer vektorleri, ¢ ve d ise s parametresine
bagl sifirdan farkli fonksiyonlardir. (4.27) esitliginin S ye gore tiirevi alinip (4.25) ile
verilen Frenet denklemleri uygulanirsa Tf = (14+c¢ 4 dt)T+ (c+d )N —dB
bulunur. T € Sp{T, N} oldugundan (, vy sabitleri i¢in T = {T + B yazlabilir. O zaman
(T +yB)f =(1+c +dr)T + (c+d )N —dB olur. Bu son denklemin T ile ic
carpimui yapildiginda d = 0 elde edilir ki bu da kabuliimiizle ¢elisir.

b) T spacelike bir vektér ve N null(lightlike) bir vektor ise bu durumda M egrisi

K = 1 olan pseudo null egridir.

Nt = Sp{T,N} = Sp{T,N} = T+ oldugundan T ile N birbirine paraleldir. O halde
Y=Y+cT+dN, c#0,d+0 (4.28)

dir. Burada Y ve Y sirasiyla M ve M egrilerinin yer vektorleri, ¢ ve d ise s parametresine
bagl sifirdan farkli fonksiyonlardir. (4.28) esitliginin S ye gore tiirevi alinip (4.26) ile
verilen Frenet denklemleri uygulamrsa Tf = (14c¢ +dt)T + (c+d )N —dB
bulunur. T € Sp{T, N} oldugundan {, v sabitleri i¢in T = {T + B yazilabilir.
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O zaman ({T +YB)f = (1+c¢ +dr)T + (c + d )N — dB olur. Bu son denklemin T
ile i¢ carpimi yapildiginda d = 0 elde edilir ki bu da ilk durumda oldugu gibi

kabuliimiizle ¢elisir. O halde asagidaki teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.7. 3 boyutlu Minkowski uzayinda ayni lightlike oskiilator diizlemi paylasan
(M, M) egri ¢ifti yoktur.

4.2.2.Durum2 OP = NP

3 boyutlu Lorentz uzayinda verilen bir uzay egrisinin null (lightlike) oskiilator diizlemi

baska bir uzay egrisinin null (lightlike) normal diizlemi olabilir mi?

Bir M egrisinin null (lightlike) oskiilatér diizleminin baska bir M egrisinin null

(lightlike) normal dizlemi oldugu kabul edilsin. M egrisinin normal diizlemi null

(lightlike) bir dizlem olarak N spacelike vektori ve B null (lightlike) vektori

tarafindan gerildiginden M egrisi K =1 olan ve (4.25) ifadesinde verilen Frenet

denklemlerini saglayan bir Cartan null egridir. §L=Sp{ﬁ,§}=8p{T,N}:TL

oldugundan B vektorii T vektdriine paraleldir. Bu durumda asagidaki iliski elde edilir.
Y=Y+cT+dN, c+0,d+0 (4.29)

dir. Burada Y ve Y sirasiyla M ve M egrilerinin yer vektorleri, ¢ ve d ise s parametresine
bagh sifirdan farkli fonksiyonlardir. (4.29) esitliginin S ye gore tiirevi alinip (4.25) ile

verilen Frenet denklemleri uygulandiginda
Tf=0+c +d0)T+(c+d)N—-dB (4.30)

esitligi elde edilir. Bu son denklemin T ile i¢ ¢arpimi yapildiginda d = —f bulunur.
Daha sonra (4.30) denkleminin N ile i¢ ¢arpimi sonucunda ¢ = " elde edilir. Bulunan ¢
ve d degerlerinin (4.29) ifadesinde yerine yazilmasiyla ¥ =Y + f T — fN sonucuna

ulagilir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

38



Teorem 4.8. M egrisi, 3 boyutlu Lorentz uzayinda egriligi x ve burulmasi 7 olan ve
Frenet vektorleri T, N, B olan birim hizli egri olsun. M egrisinin, T null (lightlike)

vektorl ve N spacelike vektorii tarafindan gerilen null (lightlike) oskulatoér dizlemi
Sp{T,N} bir bagka M egrisinin null (lightlike) normal diizlemi ise M egrisi asagidaki

bicimdedir.

— d2s ds
M = M+ET_EN'

4.2.3. Durum 3 OP = RP

3 boyutlu Lorentz uzayinda verilen bir uzay egrisinin null (lightlike) oskiilator diizlemi
baska bir uzay egrisinin null (lightlike) rektifiyan diizlemi ile kongriient olabilir mi?

Bir M egrisinin null (lightlike) oskiilator diizlemi bagka bir M egrisinin null (lightlike)
rektifiyan diizlemi ile kongriient olsun. M egrisinin rektifiyan diizlemi T spacelike
vektorii ve B null (lightlike) vektorii tarafindan gerilen bir null (lightlike) diizlem
oldugundan ve M egrisi k=1 olan bir pseudo null egridir.

B :Sp{'F,E}:Sp{T,N}:TL oldugundan B vektérii T vektoriine paraleldir. Bu

durumda asagidaki iligki elde edilir.
Y=Y+cT+dN, c#0,d+0 (4.31)

dir. Burada Y ve Y sirasiyla M ve M egrilerinin yer vektorleri, ¢ ve d ise s parametresine
bagl sifirdan farkli fonksiyonlardir. (4.31) ifadesinin s ye gore tiirevi alinip (4.25) ile
verilen Frenet denklemleri uygulandiginda Tf = (1+c¢ +dt)T + (c+d )N —dB
esitligi elde edilir. Bu son esitligin T ile i¢ ¢arpimi sonucunda d = 0 bulunur ki bu

durum varsayimimizla celigir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.2.3 3 boyutlu Lorentz uzayinda M egrisinin, T null (lightlike) vektoéri ve N

spacelike vektorii tarafindan gerilen Sp {T, N} null (lightlike) oskulatér dizleminin

M egrisinin null (lightlike) rektifiyan diizlemine kongriient oldugu hicbir (M, M) egri
cifti yoktur.
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4.2.4. Durum4 NP = OP

Bu durumda asagidaki sorunun cevabi arastirilmustir.

3 boyutlu Lorentz uzayinda bir uzay egrisinin lightlike normal diizlemi bagka bir egrinin

lightlike oskulator diizlemi ile kongriient olabilir mi?

Bu uzayda bir M egrisinin lightlike normal diizleminin baska bir M egrisinin lightlike
oskiilator diizlemi ile kongriient oldugu kabul edilsin. Burada iki alt durum séz

konusudur.

a) T lightlike bir vektér ve N spacelike bir vektor ise, M x =1 olan Cartan null
egridir.
T+ = Sp{T,N} = Sp{N, B} = B* oldugundan B ile T paraleldir. Bununla birlikte

Y=Y+cN+dB, c#0, d=+0 (4.32)

dir. Burada Y ve Y sirasiyla M ve M egrilerinin yer vektorleri, ¢ ve d ise s parametresine
bagl sifirdan farkli fonksiyonlardir. (4.32) esitliginin S ye gore tiirevi alinip (4.25) ile

verilen Frenet denklemleri uygulanirsa
Tf=Q+c)T+(c' —dt)N+(d —c)B (4.33)

olmak uzere bu son ifadenin B ile i¢ carpimi yapildiginda ¢ = —% bulunur ve bu ¢

degeri ve (4.33) denkleminde yerine yazilarak

Tf=(c —dt)N+(d —c)B (4.34)

!

elde edilir. (4.34) denkleminin kendisi ile i¢ ¢arpimi sounucunda ise d = T—3 bulunur.
T

Son olarak bu ¢ ve d ifadeleri (4.32) de yerine yazilarak Y =Y — %N + :—;B elde edilir.

Boylece asagidaki teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.9. M egrisi, 3 boyutlu Lorentz uzayinda egriligi x, burulmast z ve Frenet

vektorleri T, N, B olan birim hizli egri olsun. M egrisinin null (lightlike) normal diizlemi
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bir baska M egrisinin null (lightlike) oskiilator diizlemi ile kongriient ise M egrisi
M =M+2N+5B bigimindedir.

b) T spacelike bir vektor ve N lightlike bir vektor iken M , k = 1 olan pseudo null bir

egridir ve (4.26) ile verilen Frenet denklemlerini saglar.

Nt = Sp{T,N} = Sp{N, B} = B* oldugundan B ile N paraleldir. Bununla birlikte
Y=Y+cT+dN, c#0,d=+0 (4.35)

dir. Burada Y ve Y sirasiyla M ve M egrilerinin yer vektorleri, ¢ ve d ise s parametresine
bagli sifirdan farkli fonksiyonlardir. (4.35) denkleminin s ye gore tiirevi alinip (4.25) ile

verilen Frenet denklemleri uygulanirsa
Tf=QQ+c)T+(c —dr)N+ (d —ck)B (4.36)

elde edilir. (4.36) denkleminin B ile i¢ ¢arpimi yapildiginda ¢ = —% ve bu ¢ degeri

(4.36) da yerine yazildiginda
T=(c —dr)N+(d —cx)B (4.37)

bulunur. (4.37) denkleminin tiirevi alinirsa
Tf 4 f%N = (¢ —dt)1T + (¢’ —2d' 1 —dt + ckT)N
+(=2c'k —ck +d" +dkr)B

elde edilir ki bu son denklemin B ile i¢ ¢arpimi yapildiginda

¢ —dr=0 (4.38)
bulunur. Son olarak (4.37) denkleminin kendisi ile i¢ garpim1 yapildiginda

f2=(c —dr)? (4.39)

olarak hesaplanir. (4.38) ve (4.39) esitliklerinden f = 0 bulunur. Bu da c¢eligkidir. O

halde asagidaki teorem ispatlanmis olur.
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Teorem 4.10. 3 boyutlu Lorentz uzayinda verilen M egrisinin lightlike normal diizlemi
bir baska M egrisinin lightlike oskiilatdr diizlemine kongriient olacak sekilde (M, M)
egri ¢ifti yoktur.

4.25.Durum5 NP = NP

Burada ’3 boyutlu Lorentz uzaymda iki farkli uzay egrisinin ayni lightlike normal

diizlemi paylagsmasi miimkiin miidiir?’’ sorusunun cevabi arastirilmistir.

M egrisinin lightlike normal diizleminin baska bir M egrisinin de lightlike normal
diizlemi oldugu kabul edilsin. Burada M egrisinin oskiilator diizlemi N spacelike vektorii
ve lightlike B vektorii tarafindan iiretilen lightlike bir diizlemdir. Bu durumda M egrisi

(4.25) ile verilen Frenet denklemlerini saglayan ve ¥ = 1 olan Cartan null egridir.

N+ = Sp{T,N} = Sp{N, B} = B* oldugundan B ile N paraleldir. Bununla birlikte
Y=Y+cN+dB, c#0, d=#0 (4.40)

dir. Burada Y ve Y sirasiyla M ve M egrilerinin yer vektorleri, ¢ ve d ise s parametresine
bagl sifirdan farkli fonksiyonlardir. (4.40) denkleminin s ye gore tiirevi alinip gerekli

(4.25) ile verilen Frenet denklemleri uygulanirsa
Tf=Q+c)T+(c —dt)N+(d —c)B (4.41)
(4.41) denkleminin B ile i¢ ¢arpimi yapildiginda
c== (4.42)

bulunur ve (4.41) denkleminin N ile i¢ carpimu ile

d= (f;l)l (4.43)

T

sonucuna ulasilir.

(4.42) ve (4.43) ifadeleri (4.41) de kullamldiginda 7 =¥ + (Z2) N + (52) 2B elde

edilir. Boylece asagidaki teorem ispatlanmis olur.
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Teorem 4.11. M, 3 boyutlu Lorentz uzayinda sifirdan farkli x, 7 egriliklerine sahip,
Frenet vektorleri {T, N, B} olan birim hizli bir egri olsun. M egrisinin lightlike normal

diizlemi baska bir M egrisinin lightlike normal duzlemi ise M egrisinin

parametrizasyonu M = M + (fr;l) N + (fr;l) %B seklindedir.

4.2.6.Durum6 NP = RP

Burada ’3 boyutlu Lorentz uzayinda bir M egrisinin lightlike normal diizlemi bagka bir
M egrisinin lightlike rektifiyan diizlemine kongriient olabilir mi?*’ sorusunun cevabi

aragtirilmastir.

M egrisinin lightlike rektifiyan diizlemi, spacelike T vektori ve lightlike B vektori
tarafindan gerilmis bir diizlemdir. Bu durumda M egrisi bir pseudo null egridir. (4.26) ile

verilen Frenet denklemlerini saglar.

Bt = Sp{T,B} = Sp{N, B} = B* oldugundan B ile B paraleldir. Bununla birlikte
Y=Y+cN+dB, c#0, d=+#0 (4.44)

dir. Burada Y ve Y sirasiyla M ve M egrilerinin yer vektorleri, ¢ ve d ise s parametresine
bagl sifirdan farkli fonksiyonlardir. (4.44) denkleminin s ye gore tiirevi alinip (4.25) ile

verilen Frenet denklemleri uygulanirsa
Tf=QQ+c)T+(c —do)N+(d —¢c)B (4.45)

elde edilir. (4.45) denkleminin B ile i¢ ¢arpimi yapildiginda ¢ = —% bulunur ve bu

¢ degerinin (4.45) denkleminde kullanilmasiyla
Tf=4+(c —do)N+(d —¢c)B (4.46)

elde edilir. N = T oldugundan (4.46) esitliginin T ile i¢ ¢arpimu yapilirsa d — ¢ = 0 ve
buradan da d = —de—S olarak bulunur. Elde edilen ¢ ve d sabitleri (4.44) esitliginde

yerine yazildiginda ¥ =Y — %N —f dT—SB sonucuyla asagidaki teorem ispatlanmis olur.

43



Teorem 4.12. M, 3 boyutlu Lorentz uzayinda sifirdan farkli x, 7 egriliklerine sahip,
Frenet vektorleri {T, N, B} olan birim hizli bir egri olsun. M egrisinin lightlike normal
diizlemi baska bir M egrisinin lightlike rektifiyan duzlemi ise M egrisinin

parametrizasyonu M = M — %N —f dT—sB seklindedir.

4.2.7.Durum7 RP = OP

Burada “’3 boyutlu Lorentz uzayinda bir M egrisinin lightlike rektifiyan diizlemi bagka
bir M egrisinin lightlike oskiilator diizlemine kongriient olabilir mi?”’ sorusunun cevabi

aragtirilmistir.

M egrisinin lightlike rektifiyan diizleminin baska bir M egrisinin lightlike oskiilator

diizlemi oldugu kabul edilsin. Burada iki durum s6z konusudur.

a) T lightlike vektor ve N spacelike bir vektor ise M, x =1 olan bir Cartan null
egridir.

T+ = Sp{T,N} = Sp{T,B} = B* oldugundan B vektorii T ye paraleldir. Bununla

birlikte

Y=Y+cT+dB, c+0,d+0 (4.47)

Burada Y ve Y sirastyla M ve M egrilerinin yer vektdrleri, ¢ ve d ise s parametresine
bagl sifirdan farkli fonksiyonlardir. (4.47) denkleminin s ye gore tiirevi alinip (4.26) ile

verilen Frenet denklemleri uygulanirsa
Tf=Q+c —d)T+cN+(d —c1)B (4.48)
elde edilir. (4.48) denkleminin B ile i¢ ¢arpimi yapildiginda ¢ = 0 bulunur ki bu da

kabuliimiizle ¢elisir.

b) T spacelike bir vektor ve N lightlike bir vektor ise M, x = 1 olan bir pseudo null

egridir.
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Nt = Sp{T,N} = Sp{T,B} = B* oldugundan B vektori N ye paraleldir. Bununla
birlikte

Y=Y+cT+dN, c#0,d#0 (4.49)
Burada Y ve Y sirastyla M ve M egrilerinin yer vektdrleri, ¢ ve d ise s parametresine
bagl sifirdan farkli fonksiyonlardir.

(4.49) denkleminin s ye gore tirevi almip (4.26) ile verilen Frenet denklemleri
uygulanirsa

Tf=Q+c —d)T+cN+(d —c1)B (4.50)

elde edilir. (4.50) denkleminin B ile i¢ ¢arpimi yapildiginda ¢ = 0 bulunur ki bu da ilk

durumla ayni sekilde bir celiskidir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.13. 3 boyutlu Lorentz uzayinda M egrisinin lightlike rektifiyan diizlemi baska
bir M egrisinin lightlike oskiilator diizlemine kongriient olacak sekilde (M, M) egri cifti
yoktur.

4.2.8.Durum 8 RP = NP

Burada “’3 boyutlu Lorentz uzayinda bir M egrisinin lightlike rektifiyan diizlemi bagka
bir M egrisinin lightlike normal diizlemine kongriient olabilir mi?”’> sorusunun cevabi

arastirilmistir.

M egrisinin lightlike rektifiyan diizleminin baska bir M egrisinin lightlike normal
diizlemi oldugu kabul edilsin. B* = Sp{N, B} = Sp{T, B} = B* oldugundan B vektori

B ye paraleldir. Bununla birlikte
Y=Y+cT+dB, c+#0,d=+0 (4.51)

dir ve burada Y ve Y sirasiyla M ve M egrilerinin yer vektorleri, ¢ ve d ise s
parametresine bagli sifirdan farkli fonksiyonlardir. (4.51) denkleminin s ye gore tirevi

almip (4.26) ile verilen Frenet denklemleri uygulanirsa
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Tf=Q+c —d)T+cN+(d —c1)B (4.52)
elde edilir. (4.52) denkleminin B ile i¢ ¢arpimi1 yapildiginda
c=f (4.53)

bulunur.
T = N olmak lizere (4.52) esitliginin T ile i¢ ¢arpimi sonucunda 1 + ¢ —d = 0 bulunur
ki bu sonucla birlikte

d=f +1 (4.54)

olarak hesaplanir. Bulunan (4.53) ve (4.54) ifadelerinin (4.52) de esitliginde yerine
yazilmasiyla ¥ = Y + fT + (f 4 1)B elde edilir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.14. 3 boyutlu Lorentz uzayinda, egrilikleri «, z ve Frenet vektorleri {T, N, B}
olan bir M egrisinin lightlike rektifiyan diizlemi baska bir M egrisinin lightlike normal

duizlemi ise bu durumda M egrisinin parametrizasyonu

M= M+fT+(f +1B
seklindedir.

4.2.9. Durum9 RP = RP

Bu son kisimda ’3 boyutlu Lorentz uzayinda bir M egrisi ile bagka bir M egrisi ile aym

lightlike rektifiyan diizlemi paylasabilir mi?’’ sorusunun cevabi arastirilmigtir.

3 boyutlu Lorentz uzayinda bir M egrisi ile baska bir M egrisi ile ayni lightlike
rektifiyan diizlemi paylastigi kabul edilsin. M egrisinin lightlike rektifiyan diizlemi,
spacelike T vektorii ve lightlike B vektorii tarafindan gerildigi icin M, k = 1 olan

pseudo null bir egridir. (4.26) ile verilen Frenet denklemlerini saglar.

Bt = Sp{T,B} = Sp{T, B} = B* oldugundan B ile B paraleldir. O halde

Y=Y+cN+dB c#0,d#0 (4.55)
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dir ve burada Y ve Y sirasiyla M ve M egrilerinin yer vektorleri, ¢ ve d ise s
parametresine bagli sifirdan farkli fonksiyonlardir. (4.55) denkleminin s ye gore tirevi

almip (4.26) ile verilen Frenet denklemleri uygulanirsa
Tf=0+c —d)T+cN+(d —dr)B (4.56)
elde edilir. (4.56) denkleminin B ile i¢ ¢arpimi yapildiginda ¢ = 0 bulunur ki, bu sonug

kabiiliimiizle ¢elisir. Boylece asagidaki teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.15. 3 boyutlu Lorentz uzaymnda aym lightlike rektifiyan diizlemi paylasan
(M, M) egri gifti yoktur.
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5. BOLUM
3BOYUTLU GALILE UZAYINDA FRENET DUZLEMLERI

Burada yine onceki durumlara benzer sekilde 3 boyutlu Galile uzayinda dokuz farkli
durum i¢in bir egrinin Frenet diizlemi bir baska egrinin Frenet diizlemi olabilir mi

sorusunun cevabi aragtirilmastir.

Aym agik aralik | — R iizerinde taniml iki uzay egrisi M ve M ele alinstn M ve M nin
karsilik gelen noktalarmda {M,T,N,B} ve {M,T,N,B} hareketli ticluleri olmak Uzere

M ve M nin nin yay parametreleri, egrilikleri ve burulmalari sirasiyla s, k, 7 Ve §,k,Tile

gosterilsin. M egrisinin her bir M(s) noktasinda {T, N}, {N, B} ve {T, B} tarafindan

iretilen diizlemler sirasiyla oskiilatér diizlem, normal diizlem ve rektifiyan diizlem

olarak bilinir. Bu diizlemler sirasiyla OP, NP ve RP ile gosterilecektir. M ise
egrilikleri &, T ve Frenet vektorleri {f ,N} olan keyfi bir birim hizli uzay egrisi iken M
egrisinin her bir M(S) noktasinda {T,W}, {N,g} ve {'F,E} tarafindan {retilen
diizlemler sirasiyla oskiilator diizlem, normal diizlem ve rektifiyan diizlem olmak {izere

bu diizlemler sirasiyla @ NP ve RP ile gosterilsin. f =£ olsun. Bu durumda

asagidaki Frenet denklemleri elde edilir:
T'=xN, N =1tB, B =-1N (5.1)

T'=fkN, N =f7B, B =—-fiN (5.2)

“3 boyutlu Galile uzayinda farkli uzay egrilerinin ayn1 Frenet diizlemlerini paylagsmasi

mimkin mdidir?” sorusunun cevabi igin yine dokuz farkli durum s6z konusudur.

5.1. Durum 1 OP = OP

Bu durumda asagidaki sorunun cevabi arastirilmustir.

“3 boyutlu Galile uzaymnda verilen iki farkli uzay egrisi ayni oskiilator diizlemi

paylasabilir mi?”
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Verilen M egrisinin oskiilatér diizleminin baska bir M uzay egrisinin oskiilator diizlemi

oldugu kabul edilsin. O halde
Y=Y+ cT+dN, c+#0veyad # 0 (5.3)

yazilabilir.

Burada Y ve Y sirasiyla M ve M egrilerinin yer vektorleri ve ¢, d ikisi ayn1 anda sifir
olmayan s parametresinin fonksiyonlaridir.(5.3) esitliginin S’ye gore tiirevi alinip (5.1)

ve (5.2) de verilen Frenet denklemleri uygulanirsa,
’I_‘=(1+c')%T+(CK+d')%N+dT%B (5.4)
denklemine ulasilir. Bununla birlikte (5.4) esitliginden

Tf—(A+c)T=(ck+d)N +dB (5.5)
elde edilir. Galile uzayinda M = (s, y(s), z(s)) birim hizli egrisi i¢in

T(s) = (Ly (s),z (5)),

NGs) =5 (0" ().2" ().

B(s) = % (0,—z" (s),y" (s)) olmak lizere

Tf—(1+c)T = (0" 0y" -2, 20" 155" (5.6)

K K K K

(5.6) esitligi yazilabilir. Buradan f — (1 + ¢') = 0 oldugu kolayca gbriilebilir. O halde
c=[fds—s+cy, ¢ €R olarak elde edilir.

Diger taraftan TeSp{T, N} oldugundan (5.4) ifadesinden dt = 0 ve bu durumda d = 0
veyat = 0 dir. T = 0 oldugu durumda M bir uzay egrisi degil diizlemsel egridir.

d=0 iken f—(1+c)=0 o ifadesi (5.6) esitliginde yerine yazlarak

ck+d v ck+d

Tf—Tf = (0, —Y z') elde edilir. Burada son esitligin N ile i¢ carpimi

yapildiginda cx + d' = 0 bulunur. Elde edilen sonuglar (5.4) ifadesinde kullanildiginda

T = T bulunur. O halde asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 5.1. 3 boyutlu Galile uzayinda Frenet vektorleri {T,N,B} olan M egrisinin
osklator duizleminin, Frenet vektorleri {T, N, B} olan Megrisinin de oskulatér diizlemi

olmasii¢in T = T olmalidur.
5.2.Durum2 OP = NP

Bu durumda asagidaki sorunun cevabi arastirilmustir.

“3 boyutlu Galile uzayinda verilen iki farkli uzay egrisinden birinin oskilator duzlemi

diger egrinin normal diizlemi olabilir mi?”
Bu uzayda Verilen M egrisinin oskiilator diizleminin baska bir M uzay egrisinin normal
diizlemi oldugu kabul edilsin. O halde

Y=Y+ cT+dN, c+#0veyad # 0 (5.7)

yazilabilir. Burada Y ve Y sirastyla M ve M egrilerinin yer vektdrleri ve ¢, d ikisi aym
anda sifir olmayan S parametresinin fonksiyonlaridir.(5.7) esitliginin s’ye gore tlrevi
alinip (5.1) ve (5.2) de verilen Frenet denklemleri uygulanirsa,

T:(1+c’)]%T+(cx+d’)]%N+dr]%B (5.8)
denklemine ulasilir. (5.8) esitliginin her iki tarafinin T ile i¢ ¢arpimi yapilirsa

(1+c¢)=0=>c=-s+c;, ¢ €ER (5.9)
elde edilir. Bununla birlikte (5.8) esitliginin her iki tarafinin N ile i¢ ¢arpimi yapilip

(5.9) sonucu kullanilirsa ck +d = 0 bulunur.

Ayni zamanda T+ = Sp{N, B} = Sp{T, N} = B* oldugundan T ile B paraleldir. O halde

B(s) =$(O, —z"(s),y (s)) iken T(s) =%(O, —z"(s),y (s)) yazilabilir. Bu
degerlerle (Tf,B) = kf, k € R elde edilir. Bununla birlikte (5.8) esitliginin B ile i¢

carpimu yapilirsa (Tf,B) = dt bulunur. O halde dt = kf = d =g olur. Bulunan d

degeriyle birlikte (5.9) ifadesinin (5.7) de kullanilmasiylaY =Y + (—s + ¢;)T + gN

elde edilir. O halde asagidaki teorem ispatlanmis olur.
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Teorem 5.2. 3 boyutlu Galile uzayinda verilen bir M egrisinin oskiilatdr diizlemi bu

uzaydaki baska bir M  egrisinin normal diizlemi ise M  egrisi

M=M+ (—-s+c)T+ é%N formundadir.

5.3. Durum 3 OP = RP

Burada °’3 boyutlu Galile uzayinda verilen bir egrinin oskiilator diizlemi bu uzayda

baska bir egrinin rektifiyan diizlemi olabilir mi?’’ sorusunun cevabi arastirilmistir.

Bu uzayda verilen M egrisinin oskiilator diizleminin baska bir M uzay egrisini rektifiyan
diizlemi oldugu kabul edilsin. O halde

Y=Y+ cT+dN, c+#0veyad # 0 (5.10)

yazilabilir.

Burada Y ve Y sirastyla M ve M egrilerinin yer vektorleri ve ¢, d ikisi ayn1 anda sifir
olmayan s parametresinin fonksiyonlaridir.(5.10) esitliginin S’ye gore tiirevi alinip (5.1)

ve (5.2) de verilen Frenet denklemleri uygulanirsa,
T = (1+c')%T+(cx+d')}%N+dr}%B (5.11)

denklemine ulasilir. T € Sp{T, N} oldugundan (5.11) esitliginden dt = 0 bulunur. Bu

durumda d = 0 veya t = 0 dir. T = 0 oldugu durumda M diizlemsel egridir. d = 0 iken
T=01+ c')%T + (ck+d) %N elde edilir. Bu son denklemden
Tf—Q+c)T=(ck+d)N (5.12)

yazilabilir. (5.12) denkleminin T ile i¢ garpimi sonucunda 1+ ¢ = f ve buradan da
c=[fds—s+c, ¢ ER (5.13)

olarak bulunur. Bulunan d degeriyle birlikte (5.13) ifadesinin (5.10) da kullanilmasiyla
Y =Y + (f fds — s + ¢1)T elde edilir. Bdylece asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 5.3. 3 boyutlu Galile uzayinda verilen bir M egrisinin oskiilatdr diizlemi bu

uzaydaki baska bir M egrisinin rektifiyan diizlemi ise iki durum séz konusudur.

a) M egrisinin denklemi M = M + ([ fds — s + ¢;)T seklindedir.
b) M diizlemsel bir egridir.

5.4, Durum4 NP = OP

Burada “’3 boyutlu Galile uzayinda verilen bir egrinin normal diizlemi diger bir egrinin

oskiilator diizlemine kongriient olabilir mi?’’ sorusunun cevabi arastirilmistir.
Bu uzayda verilen M egrisinin normal diizleminin bu uzayda baska bir M uzay egrisinin
oskulator duzlemi olmasi durumunda

Y=Y+cN+dB c¢#0veyad #0 (5.14)

yazilabilir.

Burada Y ve Y sirastyla M ve M egrilerinin yer vektorleri ve ¢, d ikisi ayn1 anda sifir
olmayan s parametresinin fonksiyonlaridir. (5.14) esitliginin S’ye gore tiirevi alinip (5.1)

ve (5.2) de verilen Frenet denklemleri uygulanirsa,
Tf=T+(c —dr)N+ (ct+d)B (5.15)

elde edilir. Burada T € Sp{N, B} dir. Ancak (5.15) esitligi bu durumla gelisir. O halde

asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.4. 3 boyutlu Galile uzayinda verilen bir M egrisinin normal dizlemi bu
uzaydaki baska bir M egrisinin oskiilator diizlemi olacak sekilde (M, M) egri cifti
yoktur.
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5.5. Durum5 NP = NP

Burada asagidaki sorunun cevabi arastirilmistir.

“3 boyutlu Galile uzayinda verilen iki farkli uzay egrisi ayni normal diizlemi paylasiyor

olabilir mi?”’
Bu uzayda verilen farkli M ve M egrilerinin ayn1 normal diizlemi paylastigi kabul
edilsin. Bu durumda

Y=Y+cN+dB ¢+ O0veyad #0 (5.16)

yazilabilir.

Burada Y ve Y sirasiyla M ve M egrilerinin yer vektorleri ve ¢, d ikisi ayn1 anda sifir
olmayan s parametresinin fonksiyonlaridir. (5.16) esitliginin S’ye gore tiirevi alin1p (5.1)

ve (5.2) de verilen Frenet denklemleri uygulanirsa,
Tf=T+(c —dt)N + (ct+d)B (5.17)
elde edilir. M ve M egrileri birim hizli iken (5.17) esitliginden f = 1 olur ki bu da

egrilerin parametreleri arasinda s = § esitliginin varligin1 gosterir.

Bununla birlikte T+ = Sp{N,B} = Sp{N,B}=T* oldugundan T ile T birbirine

paraleldir. O halde T = T bulunur. Bdylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.5. 3 boyutlu Galile uzaymnda Frenet vektorleri {T, N, B} olan M egrisinin
normal diizleminin, Frenet vektorleri {T,N,B} olan M egrisinin de normal dizlemi

olmasi icin T = T olmalidur.

5.6. Durum6 NP = RP

Burada “’3 boyutlu Galile uzayinda verilen bir egrinin normal diizlemi diger bir egrinin

rektifiyan diizlemine kongriient olabilir mi?’’ sorusunun cevabi arastirilmistir.

Bu uzayda verilen M egrisinin normal diizleminin bu uzayda baska bir M uzay egrisinin

rektifiyan diizlemi olmasi durumunda
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Y=Y+cN+dB c¢#0Oveyad #0 (5.18)

yazilabilir.

Burada Y ve Y sirasiyla M ve M egrilerinin yer vektorleri ve ¢, d ikisi ayn1 anda sifir
olmayan s parametresinin fonksiyonlaridir. (5.18) esitliginin S’ye gore tiirevi alin1p (5.1)

ve (5.2) de verilen Frenet denklemleri uygulanirsa,
Tf=T+(c —dt)N + (ct+d)B (5.19)

elde edilir. Burada T € Sp{N, B} dir. Ancak (5.19) esitligi bu durumla celisir. O halde

asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.6 3 boyutlu Galile uzayinda verilen bir M egrisinin normal dizlemi bu
uzaydaki baska bir M egrisinin rektifiyan diizlemi olacak sekilde (M, M) egri gifti
yoktur.

5.7.Durum7 RP = OP

Burada asagidaki sorunun cevabi arastirilmistir.

“3 boyutlu Galile uzayinda verilen bir egrinin rektifiyan diizlemi bu uzayda bagka bir

uzay egrisinin oskiilator diizlemine kongriient olabilir mi?”’
Bu uzayda verilen bir M egrisinin rektifiyan diizlemi baska bir M egrisinin oskiilator
duzlemine kongrient olsun. O halde

Y=Y+cT+dB c¢#Oveyad #0 (5.20)

yazilabilir.

Burada Y ve Y sirastyla M ve M egrilerinin yer vektorleri ve ¢, d ikisi ayn1 anda sifir
olmayan s parametresinin fonksiyonlaridir. (5.20) esitliginin S’ye gore tiirevi alin1p (5.1)

ve (5.2) de verilen Frenet denklemleri uygulanirsa,
Tf=@Q+c)T+ckN+ (d —dr)B (5.21)

elde edilir. (5.21) esitliginden
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Tf—@+c)T =ckN+ (d —dr)B (5.22)
yazilabilir. Bu son ifadenin T ile i¢ ¢arpimi yapilirsa

f=1+¢ (5.23)
bulunur.

Bununla birlikte (5.22) esitliginin  N(s) = %(O,y” (s),2"(s)) vektorii ile ig
¢arpiminin sonucunda

ck =0 (5.24)
elde edilir. Son olarak (5.22) esitliginin B(s) = %(O, —z"' (s),y" (5)) vektori ile ic
carpimui yapildiginda

d —dr=0 (5.25)
sonucuna ulasilir. O halde (5.23), (5.24) ve (5.25) esitliklerinin (5.21) ifadesinde

kullanilmastyla T = T bulunur. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.7 3 boyutlu Galile uzayinda Frenet vektorleri {T, N, B} olan M egrisinin
rektifiyan dizleminin, Frenet vektorleri {T,N,B} olan M egrisinin oskiilatér diizlemi

olmasi icin T = T olmalidur.

5.8.Durum 8 RP = NP

Burada °’3 boyutlu Galile uzaymnda verilen bir egrinin rektifiyan diizlemi bu uzayda
diger bir egrinin normal diizlemine kongriient olabilir mi?’’ sorusunun cevabi

arastirilmistir.

Bu uzayda verilen bir M egrisinin rektifiyan diizlemi baska bir M egrisinin normal

duzlemine kongrient olsun. O halde
Y=Y+cT+dB c¢#Oveyad #0 (5.26)

yazilabilir.
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Burada Y ve Y sirasiyla M ve M egrilerinin yer vektorleri ve ¢, d ikisi ayn1 anda sifir
olmayan s parametresinin fonksiyonlaridir. (5.26) esitliginin S’ye gore tiirevi alinip (5.1)

ve (5.2) de verilen Frenet denklemleri uygulanirsa,

Tf=0+c)T+ckN + (d —dr)B (5.27)
elde edilir. (5.27) esitliginden

Tf—@+c)T =ckN+ (d —dr)B (5.28)

yazilabilir. Bununla birlikte T! € Sp{N,B} = Sp{T,B} = N* oldugundan Tile N
birbirine paraleldir. O halde k € R olmak lizere T = %(0, ky",kz") dir. O halde

T(s) = (Ly (s),z (s)),

1 w
N(s) 2@(0’3/ ),z (s)),

1 " "
B(s) =@(0, —z (s),y (s))

olmak tizere (5.27) esitliginden

{C—r(O, ky kz')=Q+c,(1+c)y +cy’ — d —dr z,(1+c)z

+cz' + d,;—dTy”) (5.29)
bulunur. Bu esitlikten 14+ ¢ =0 ve ¢; ER ve ¢ = —s + ¢4, ¢; € R sonucuna ulagilir.
Boylece (5.29) esitligi
Lo,ky" kz') = (0,¢y" =227 cz" 42200y (5.30)

ifadesine indirgenmis olur. (5.30) esitliginin N ile i¢ ¢arpimi yapilirsa
fk =ck (5.31)
ve (5.30) esitliginin B ile i¢ carpimui yapilirsa

d —dr=0 (5.32)
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bulunur. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.8 3 boyutlu Galile uzayinda verilen bir M egrisinin rektifiyan diizleminin,

baska bir M egrisinin normal diizlemi olabilmesi i¢in
M=M+cT+dB c¢+0veyad#0

olmak lizere ¢ = —s +¢;, ¢; € Rved — dr = 0 olmahdur.

5.9. Durum 9 RP = RP

Bu son durumda ’3 boyutlu Galile uzayinda verilen iki farkli egri ayni rektifiyan

diizlemi paylasiyor olabilir mi?’’ sorusunun cevabi arastirilmistir.

3 boyutlu Galile uzayinda verilen farkli M ve M egrileri aym rektifiyan diizlemi
paylastyor olsunlar. O halde Y ve Y sirasiyla M ve M egrilerinin yer vektérleri ve ¢, d

ikisi ayn1 anda sifir olmayan S parametresinin fonksiyonlar: olmak tizere
Y=Y+cT+dB c¢#Oveyad #0 (5.33)

yazilabilir.

(5.33) esitliginin S’ye gore tiirevi alimip (5.1) ve (5.2) de verilen Frenet denklemleri

uygulanirsa,

Tf=Q+c)T+ckN + (d — dr)B (5.34)
elde edilir. (5.34) esitliginden

Tf -1+ c)T =ckN + (d — dr)B (5.35)
yazilabilir. (5.35) esitliginin N ile i¢ ¢arpimi1 yapilirsa

ck =0 (5.36)

bulunur. k #0 oldugundan ¢ = 0 dir. Benzer sekilde (5.35) esitliginin B ile ig

¢arpiminin sonucunda
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d —dr=0 (5.37)
elde edilir. (5.36) ve (5.37) esitliklerinin (5.34) de kullanilmasiyla T =T bulunur.

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.9 3 boyutlu Galile uzayinda Frenet vektorleri {T, N, B} olan M egrisinin
rektifiyan diizleminin, Frenet vektorleri {T, N, B} olan M egrisinin de rektifiyan diizlemi

olmasi icin T = T olmalidur.
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6. BOLUM
TARTISMA VE SONUC

6.1. Tartisma

Bu ¢alismada, dncelikle 3 boyutlu Oklid uzayinda ve 3 boyutlu Lorentz uzayinda ortak
Frenet dizlemlerine sahip olan egrilerin varligi igin gerekli sartlar verilmis ve bazi
sonuglar paylasilmistir. Daha sonra ise 3 boyutlu Galile uzayinda farkli egrilerin aym
Frenet dizlemlerine sahip olup olamayacagi arastirilmistir. 3 boyutlu Galile uzay1 temel
olarak iizerinde tanimlanan Galile i¢ ¢arpiminin bilineer olmamasi sebebiyle bu uzayda
elde edilen sonuglarin diger uzaylarda elde edilmis sonuglardan daha sinirli oldugu

soylenebilir.

6.2. Sonug

Yapilan ¢alismada elde edilen sonuglar su sekildedir:

3 boyutlu Oklid uzayinda ve 3 boyutlu Lorentz uzayinda verilen bir egrinin Frenet
diizlemlerinden birinin ayni uzayda baska bir egrinin de Frenet diizlemi olmasi i¢in bazi
durumlarda bahsedilen egrilerin 6rnegin null Cartan egrisi gibi 6zel egriler oldugu
goriilmiistiir. Ancak bu uzaylardan farkli olarak 3 boyutlu Galile uzayinda aym
problemin ¢6ziimlerinde daha sinirli sonuglar elde edilmistir. Hatta bircok durumda

bahsedilen egrilerin varlig1 s6z konusu degildir.
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