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OZET

Bu tez ¢alismasinda, BBM-Burgers (Benjamin Bona Mahony-Burgers) denkleminin
sayisal ¢oztmleri kibik B-spline fonksiyonlar kullanilarak Galerkin yontemi ve ayrica
septik B-spline fonksiyonlar kullanilarak kollokasyon sonlu elemanlar yontemi ile elde

edilmistir. Bu tez ¢calismamiz dort boliimden olugmaktadir.

Birinci bolimde, sonlu elemanlar yontemi, spline fonksiyonlar, B-spline fonksiyonlar,
septik B-Spline fonksiyonlar, Galerkin yontemi, Kollokasyon yontemi ve BBM-Burgers

denklemi hakkinda detayli bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde, kibik B-Spline fonksiyonlar ile Benjamin Bona Mahony Burgers

denklemi i¢in Galerkin sonlu elemanlar yontemiyle yaklasik ¢oziimler elde edilmistir.

Uclincii bolimde, Benjamin Bona Mahony Burgers denkleminin septik B-Spline

kollokasyon ydntemi ile sayisal ¢oziimleri bulunmustur.
Daordinci bolumde, elde edilen sayisal ¢oziimlerle ilgili elde edilen sonuglar verilmistir.
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ABSTRACT

In this thesis, numerical solutions of the BBM-Burgers (Benjamin Bona Mahony-
Burgers) equation are obtained with Galerkin finite element method using cubic B-spline

functions and also with collocation finite element method using septic B-spline functions.

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, detailed information is given
about the finite element method, spline functions, B-spline functions, septic B-Spline

functions, Galerkin method, Collocation method and BBM-Burgers equation.

In the second chapter, numerical solutions of the BBM-Burgers equation are obtained

with Galerkin finite element method with cubic B-spline functions.

In the third chapter, numerical solutions of the Benjamin Bona Mahony Burgers equation

are found by septic B-Spline collocation method.

In the fourth chapter, the obtained results and suggestions about the numerical solutions
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1. BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR
1.1. Sonlu Elemanlar Yontemi

Sonlu eleman terimi Ray W. Clough tarafindan 1960 yilinda iiggensel ve dikdortgensel
elemanlarin diizlemsel gerilme analizinde kullanmasiyla ortaya ¢ikmistir [1]. Bu yontem
daha sonra, kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimii ile ilgili G. Strang ve G. J. Fix gibi
matematikgcilerin  varyasyonel yontemleri, bir problemin yaklasik ¢6zUminin
bulunmasiyla ilgili yaptiklar1 g¢alismalarda kullanmiglardir [2]. Sonrasinda sonlu
elemanlar yontemi Gzerine, 1967 yilinda yazilan ilk kitapla Zienkiewicz ve Cheung bu

yontemin gelisimine katki saglamiglardir [3-4].

Sonlu elemanlar yontemi dizgiin ve diizgiin olmayan yapisi karmasik geometrik
sekillerde bilgisayar teknolojisinden de yararlanarak bir programlama dilinde
calistirlldiginda iyi sonug¢ vermektedir. Bu problem genis bir sistemi belli diigiim
noktalarina ayriklagtirmak suretiyle daha kiigiik parcalara ayirir ve tek bir islemle tim
bolge Uzerindeki problemi ¢cdzmeden alt bdlgeler icin ¢ézim bulunur, sonra veriler
birlestirilir [5].

Sonlu elemanlar yonteminin diger yontemlere gore avantajlar1 soyledir:

1- Farkli yontemlerle modellenemeyen diizgiin olmayan sekilli yapilar1 modellemede

kolaylik saglar.

2- Eleman denklemleri ayr1 ayri ele alindiginda farkli malzemelerden olusan yapilar1 da

modellemede kolaylik saglar.

3- Sinir sartlar1 degisse dahi sonlu eleman modelinin degismemesi ve farkli sinir sartlar

altinda da kullanilabilmesi.
4- Elemanlarin biiyiikliiklerinin gerektiginde degistirilmesi.
5- Sonlu eleman modelinin istenildiginde rahatlikla degistirilebilmesi.

6- Bilgisayar programlama dilinde kolaylikla uygulanabilir olmasi olarak siralanabilir.



Dezavantajlari ise;

1- Coziim bolgesinin alt bolgelere ayrilmasinda bir takim tecriibe gerekmesi.

2- Siireklilik sartlarinin alt bolgelere uygulanmasinda zorluklar ¢ikmasi.

3- Bilgisayarla caligtirilma islemi sirasinda hatali veri girisinin yapilabilmesi olarak
sOylenebilir [6].

Bir probleme sonlu eleman yonteminin uygulanmasinda kullanilan basamaklar ise

sOyledir;

1- Oncelikle verilen bolgenin ayriklastirilmasi (diskritizasyon).

2- Tipik elemanlar i¢in eleman denkleminin olusturulmas:.

3- Verilen problemin denklemleri olusturmak igin eleman denklemlerinin birlestirilmesi.
4- Problemin sinir sartlarinin uygulanmasi.

5- Ardindan birlestirilmis denklemlerin ¢oziilmesi.

6- Son olarak sonuglarin grafik/tablo seklinde degerlendirilmesi [7-8].
1.2. Spline Fonksiyonlar

Sayisal yaklasim yontemleri, matematik alaninda yaygin olarak kullanilan ¢6ziim
tekniklerindendir. Bu yontemlerden biri, veri uydurma problemi digeri ise bir operator
denklemi vasitasiyla elde edilen fiziksel problemlerin matematiksel modellemelerinden
olusan yontemdir. Bu tiirden problemler adi ve kismi diferansiyel denklemler igin sinir
deger, 6z deger ve Ozvektor, integro-diferansiyel denklemler gibi problemleri

kapsamaktadir.

Bu problemlerde hassas bir yaklagim elde etmek i¢in polinom fonksiyonlar kullanilmistir
fakat yiiksek dereceli polinomlar istenilen hassasiyeti gostermeyebileceginden parcali
polinom haline getirilerek bu olumsuzluk giderilebilir. Spline interpolasyon ydntemi
olarak adlandirilan bu yontemde veri araliklart sonlu degisik alt araliklara boltnerek her
bir alt aralik daha kii¢lik dereceden polinomlar kullanilarak islemin daha kolay ilerlemesi

saglanmaktadir [9].



Belirli diizgiinliik sartlarinda polinom pargalarinin bir araya getirilmesi ile elde edilen

fonksiyona spline fonksiyon denir. s(x) bir spline fonksiyon olmak tizere x,x,,...,x,
digim noktalari —oo = x; <X, <...<X, < X,,, =00 monoton artan reel say1 dizisi olmak
tzere V (x;,%.,), (i=0,...,n) araliginda X, =—oo, X ,, =00 i¢in s(x) M. dereceden veya
daha az dereceden bir polinomdur ayrica s(x)spline fonksiyonu ve 1,2,...,(m-1).

mertebeden tiirevleri her aralikta siireklidir. Bu durumda siireklilik sartlar1 saglanan

polinomlar ve turevleri bir spline fonksiyon belirtir.

Spline fonksiyonlarin 6zellikleri su sekilde siralanabilir;

1- Spline fonksiyonlar diizgiin (smooth) fonksiyonlardir.

2- Bu fonksiyonlar uygun bazlarla birlikte sonlu boyutlu lineer uzay olusturur.

3- Spline fonksiyonlarin integralleri ve tlirevleri yine bir spline fonksiyon olusturur.

4-Spline  fonksiyonlar bilgisayar ortaminda rahatlikla hesaplanip sonuglari

g6zlemlenebilir.

5- Spline fonksiyon kullanilmasi sonucunda ortaya c¢ikan matrisler ¢ok kolayca

hesaplanabilir.

6- Diislik dereceli spline fonksiyonlar hem esnektir hem de polinomlar kadar keskin

salinim sergilemez.

7- Polinomlarin yapilarinda karsilastigimiz igaret ve katsayilar bu yaklasimda da ortaya

cikar.

8- Spline fonksiyon uygulanmasi sonucunda olusan kararlilik ve yakinsaklik islemleride

kolayca incelenebilir.

9- Ayni anda spline fonksiyonlar ve tiirevleri yaklasik olarak hesaplanabilir [8].
1.3. B- Spline Fonksiyonlar

B-spline 6zel bir spline fonksiyon olup ayni zamanda pargali polinom fonksiyondur.
Dolayisiyla spline fonksiyonlar ayni dereceli B-spline fonksiyonlarin lineer bilesimi

olarak yazilabilir [4].



L X <X<X,

Ornegin B’ = { sifirmei dereceden B-spline fonksiyon olup BY(x,) =1

0, digerdurumlar

ve BY(x,,) =0 olmak iizere baz1 6zellikleri su sekilde siralanabilir.

e [x,x,,) aralizinda taniml olan B’(x)B-spline fonksiyon Vx,i igin BY(x)>0
esitsizligi saglanir ayn1 zamanda V X R igin Zz_w B°(x) =1 esitligi mevcuttur.
e Sifirinct dereceden her spline fonksiyon diigiim noktalar1 dizisinde bir baz

olustururken B® fonksiyonu sigramanin oldugu diigiim noktalarinda say1 dogrusu

tizerinde sagdan sureklidir.
e Sifirinci1 dereceden B-spline fonksiyonlar tiime varim yontemi kullanilarak daha

yuksek dereceden B-spline fonksiyonlari hesaplamak i¢in kullanilir [8,10,11].

1.3.1. Kubik B-Spline Fonksiyonlar

[a, b] araliginin a=Xx;<X <..<Xy, <Xy =bve h=x_,—x_  dizgin bir pargalanist

icin, X, diigim noktalarinda ¢, (x) kibik B-spline fonksiyonlar, m=-1(1)N +1
noktalari i¢in;

(X - Xm—2)3l [Xm—zl mel]

h3 + 3h2(X - Xm—l) + 3h(X - Xm—:L)2 _3(X - Xm—l)si [Xm—17 Xm]

1
@ (X) =5 h® +3h%(x,,,, — X) +3h(X,,; — X)* —=3(X,.; — X)°,  [Xy» X ] (1.3.1.1)
(Xm+2 - X)31 [Xm+11 Xm+2]
0, diger durumlar

bi¢iminde pargali polinom olarak tanimlanir [12]. {¢5_1(X), @Gy (X), ..., By (X), By 1 (X) } kiimesi
[a,b] araliginda tanimli fonksiyonlar i¢in baz meydana getirir. ¢, (x) kubik B-spline
fonksiyonu ve tirevleri [x, ,,x,.,] aralig1 disinda sifir olur. Sekil 1.1 de goriilecegi gibi
her bir ¢_(x) kubik B-spline fonksiyonu [x, ,,X,.,] araliginda pes pese dort elemant

kapsar ve dolayisiyla her bir [X,,X,,,] sonlueleman ¢ .. 4.4, ..4.., gibi dort kibik

B-spline fonksiyon ile ortiilmiis olur.



Tablo 1.1 ¢, (X), ¢, (x) ve ¢ (X) in diiglim noktalarinda aldig1 degerler

X Xm—2 Xm—l Xm Xm+1 Xm+2

4 0 1 4 1 0
h! 0 3 0 3 0
hg 0 6 12 6 0

Yukaridaki tabloda ¢, (x) ve ikinci mertebeye kadarki ¢’ (X) ve ¢ (x) tlrevlerinin

diigim noktalarindaki degerleri verilmistir. Tipik bir [x,X..,] kapali araliginda

h&=x-x, ,0<£<1 lokal koordinat doniisiimii uygulanmasiyla [0,1] araliginda
kibik B-spline fonksiyonlar & cinsinden asagidaki gibi bulunur:
$na($)=(1-&)",

$n (&) =1+3(1- &) +3(1-&)* -3(1- &)’

$na (&) =143 +35° -387,

¢m+2 (5) = 53 .

(1.3.1.2)

(1.3.1.2) kiibik B-spline fonksiyonlardan yararlanarak &, eleman parametrelerine gore,

x~ diiglim noktasinda ki U yaklasik ¢oziimii ve Xe baglh ikinci mertebeye kadar ki

tirevleri

U, t)y=U_ =0, ,+46, +7

m+1?

3
U, =F(—5m_1+5m+1), (1.3.1.3)

Ul = (0,1-26,+3,..)

seklindedir [12].



Sekil 1.1. Kibik B-Spline Sekil Fonksiyonlari

1.3.2. Septik B-Spline Fonksiyonlar

a=X, <X <..<Xy,<Xy=b ve h=x,,-x,, [ab] kapali araligmm diizgiin bir
pargalanist olmak iizere, x,diigiim noktalarinda m=-3(1)N +3 noktalar1 i¢in ¢, (X)

septik B-spline fonksiyonlar,

(x-x.) (X, at]

(x- Xm—4)7 -8(x-x ) [Xos ko]

(x=,) -8k )+ 28(x-x ) X 2]

(%) 80k, o) + 28(x-x, ) 58k x)  [ht]

¢m(X):h—l7 (K= )80k =X ) +28(ks =% ) =56t ~X ) [tyks] (1.3.2.1)

(X=X ) ~808,4=X ) +28(x,, 4 ) Xy ke

(X=X )7 8¢, -x)’ [xm,z, xm]

() L

0 diger durumlarda

seklinde tanimlanir. {¢_3(X)1 P 5(X)s @1(X),-s By (X), By (X), ¢N+2(X)’¢N+3(X)} kiimesi

a<X<Db araliginda tanimh olan fonksiyonlar i¢in taban meydana getirir.



Septik B-spline ¢,(X) fonksiyonu ve tiirevleri [Xn_4:Xn.s] araligr disinda sifira esittir.
Sekil 1.2 de goriilecegi iizere her bir #,(X)septik B-spline fonksiyonu [Xm_s: Xmes]
araliginda pes pese sekiz elemani kapsar ve dolayisiyla her bir [Xmlxm+1] sonlu eleman
P B2 P 1r Py Bt Bnezs Prnva VE Pinia Qibi sekiz septik B-spline fonksiyon ile drtiilmiis

olur. ¢,(X) ve altinci mertebeye kadarki #5,(X), &, (X), ¢, (X), ¢SV),¢§¥) ve &3

tirevlerinin aldig1 degerler asagidaki Tablo 1.2 de verilmistir.

Tablo 1.2. ¢,(x), ¢, (%), ¢n(X), g0(x), 45" (%), 45" () ve 4" (X) in diigiim noktalarinda

aldig1 degerler

X Xna  Xns Xin-2 X1 Xin X Xins2 Xniz  Xmia

B 0 1 120 1191 2416 1191 120 1 0

hd, 0 =74 -392 -1715 0 1715 392 7 0
hg 0 42 1008 630 -3360 630 1008 42 0
h3g 0 -210 -1680 3990 0 -3990 1680 210 0
h*g& 0 840 0 -7560 13440 -7560 0 840 0
h>gt" 0 -2520 10080 -12600 0 12600 -10080 2520 0

heg\™ 0 5040 -30240 75600 -100800 75600 -30240 5040 0

Karakteristik bir  [X,,X,.,] sonlu eleman h&é=x-x,, 0<&<1 lokal koordinat
doniistimii ile [0, 1] araligina dontisiir. Boylece septik B-spline fonksiyonlar [0, 1]

araliginda & cinsinden asagidaki gibi olusur.



¢ o =1-TE+2187 -36E3 43554 — 215+ 7£° - &7,

@, , =120—392¢ +504&% — 280&° +84E° —42£° +TE7,

¢, =1191-1715£ +315£7 +665£° —315£" —105£° +105£° - 2147,

¢, = 2416 -1680¢ +560&* —140&° +35¢7,

@, =1191+1715¢ + 315 —665&° — 3158 +105£° +105£° —35¢7, (1322)
@.., =120+ 392£ + 504 + 280£° —84&° — 42£° + 21¢7,

By =1+ TE+21£7 +355° +3554 + 21£° + 7E° - &7,

s ="

(1.3.2.2) seklinde verilen septik B-spline fonksiyonlar kullanilarak x_ diigiim noktasinda

U, (X,t) yaklasik ¢oziimii ve X e gore altinc1 mertebeye kadarki tiirevleri J,, eleman

parametreleri tirinden,

U, (x,,t)=U, =35, ,+1205, ,+11915, , +2415, +11915, , +1205, ,+35

m+1 m+2 m+3?
U’ - %(_5“ — 560, ,— 2455, , + 2455, , +565,,, + 5.3,
, 42
U m= F(§m—3 + 24'é‘m—z +155m—1 _80§m +155m+1 + 245m+2 + §m+3)’
n_ 210
U m = F(_é‘m% - 85m—2 +195m—1 _195m+1 + 85m+2 + 5m+3) J (1323)
v 840
ue = F(ém* ~96, ,+168, -95,.,+3,.5).
u r(nV) = %(_5m—3 + 45m—2 - 5é‘m—l + 55m+l - 45m+2 + 5m+3) J
UL =202 5 68, +156,,, 208, +150,,~68,., +0,..)
seklinde yazilir [8,12].
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Sekil 1.2 Septik B-Spline Sekil Fonksiyonlari
1.4. Galerkin Yontemi

Galerkin yontemi, diferansiyel denklemleri sayisal olarak ¢6zmek igin kullanilan

yontemlerden biridir.

w, agirlik fonksiyonlar , ¢ yaklasim fonksiyonlar1 y, = ¢ olarak alindiginda Galerkin

yonteminin cebirsel ifadesi
2. AcC; =F (1.4.1)

biciminde olup, burada

A= IQQA(@ Jaxdy
F=[ a[f—A(4)]dxdy
seklindedir [13].

1.5. Kollokasyon Yontemi

Kollokasyon yontemini tanimlamadan 6nce bu yontem igin yararlanacagimiz agirlikli
kalan yontemini tanimlamak gerekir. Agirlikli kalan yontemi bir diferansiyel denklemin
tam ¢ozliimii ile yaklasik ¢ozlimii arasindaki farkin sifirdan farkli bir agirlik fonksiyonu

ile ¢arpilmasi sonucu toplamlarinin en kiigiik elde edilmesi yontemi olarak ifade edilir.



Agirlikli kalan yontemini ifade etmek igcin Q bolgesinde, A lineer ya da lineer olmayan

operator, f bagimsiz degisken, ubagimli degisken olmak tizere
A(u) = f (1.5.1)

operator denklemi yazilir. U ¢dziimii i¢in bir yaklagim olarak

Uy =icj¢j + ¢, (1.5.2)

kullanilir.  (1.5.1) denkleminde (1.5.2) ile verilen u, vyaklasik ¢Ozimi yerine
yazildiginda f, = A(u,) elde edilir. Elde edilen bu fonksiyon buyuk ihtimalle f ye

esit degildir. A(u,) ile f fonksiyonu arasindaki fark

R=A()-f :A(icj¢j+¢oj—f 0 (1.5.3)

seklinde yaklagik kalan (rezidisii) olarak elde edilir. Burada R kalan fonksiyonu c;
parametrelerine bagli olabilecegi gibi konuma da baghdir. Agirlikli kalan yénteminde c;

parametreleri agirlikli kalan integralindeki R kalani sifir olacak sekilde belirlenir.
J://i(x, Y)R(x,y,c;)dxdy =0 (i=012,..N). (1.5.4)
Q

Buradaki Q iki boyutlu bir bolge ve v, ler ise agirlikli kalan fonksiyonlar olup (1.5.4)
integralinin hesaplanmasiyla elde edilen denklemlerin ¢oziilebilmesi igin segilen y,

agirlikli kalan fonksiyonlar kiimesi lineer bagimsiz olmahidir. Galerkin, Petrov-Galerkin,

Subdomain ve Kollokasyon yontemi agirlikli kalan yontemlerindendir.

Kollokasyon yontemi © ¢6zim bdlgesinden secilen N adet x' =(x',y') kollokasyon

noktasinda sifir kalaninin elde edilmesi i¢in
R(X',y',¢;) =0, (i=0,12,..,N) (1.5.5)

seklinde almmalidir ve ayn1 zamanda x' kollokasyon noktalarinin denklem sistemi iyi
sarth olacak sekilde segilmelidir. Burada w, = §(x—x') almir ve (1.5.4) denkleminde

yerine yazilirsa

10



Jé(x—x‘)R(x,cj)dxdy:O (1.5.6)

veya
R(x,¢)=0 (1.5.7)

elde edilir. Buradaki 6(x) Dirac delta fonksiyonu olmak izere
[ F0)8(x-&)dudy = £(£) (L58)
Q

seklindedir [8,13,14].
1.6. BBM-Burgers Denklemi

S1g su dalgalarinin dinamikleri, 6rnegin Korteweg — de Vries (KdV) denklemi, Benjamin-
Bona-Mahony (BBM) denklemi, esit genislikli dalga (EW) denklemi, Burgers denklemi,
Gardner denklemi, Peregrine denklemi, Kawahara denklemi gibi farkli lineer olmayan
denklemleri ile belirtilebilir. Bu denklemler uygulamali matematik, teorik fizik ve
miihendislik bilimlerinde, c¢esitli matematiksel ve fiziksel 6zellikleri ve yapilari nedeniyle
cok onemli bir rol oynamaktadirlar. Bu denklemlerin tam ¢o6ziimlerine genellikle
ulagilamaz. Bu denklemlerin sadece smirli siniflarmin analitik yollarla ¢oziilmesi
nedeniyle, bu dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerinin
davraniglarin1 fiziksel olarak incelemek daha uygundur. Diizenli uzun dalga (RLW)

denklemi olarak bilinen BBM (Benjamin-Bona- Mahony) denklemi,
U,+U,+auu, -bu,, =0 (1.6.1)

seklinde olup s1g suda dogrusal olmayan enine dalgalar, soguk plazmada hidromanyetik
dalga, plazmada iyon akustik dalgalar, sikistirilabilir sivilarda akustik yergekimi
dalgalari, sivi gaz kabarciklarinda basing dalgalari ve harmonik kristallerde akustik
dalgalar gibi ¢ok sayida fiziksel gelismeleri yonetebilmek i¢in modellenmistir. Bu
denklemin ¢ozlimleri, carpismadan sonra formlar1 degismeyen soliton olarak adlandirilan
soliter dalga tiirleridir. Ilk olarak Peregrine [15,16] tarafindan bir kanalda su yiizeyinde
kiclk genlikli uzun dalgalari modellemek igin ortaya atilmig olan RLW denklemi

Benjamin ve arkadaglar1 [17] tarafindan yaygin olarak incelenmistir.
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Denklemin tam ¢oziimii sinirli sayida baglangic ve smnir kosullari altinda elde
edildiginden bu denklemi sayisal olarak ¢6zmek daha ilging bir hale gelmistir [18]. Bu
nedenle, BBM denkleminin sayisal ¢oziimleri ¢esitli birgok ¢alismanin konusu olmustur.
BBM denkleminin ¢ozimda icin 6zellikle sonlu farklar [19-21], pseudo (s6zde) spektral
yontem [22], agsiz yontem [23], adomian ayrisim yontemi [24] ve farkli sonlu eleman

yontemlerini i¢eren gesitli sayisal teknikler kullanilmistir [25-32].

Aslinda, lineer olmayan dagitic1 bir ortamda kii¢iik genlikli uzun dalgalarin yayilmasini
tanimlamaya ¢alisirken, genellikle gercek durumlari tamamen yansitmak i¢in dagitici
mekanizmalar1 dikkate almak gerekir. Cogunlukla dalganin bozulmasina yol agan
mekanizmalar olduk¢a karmasiktir ve iyi anlagilmamistir. Diizlemsel dalgalarin tek yonlii
yayiliminin modellenmesinde nonlineerlik (lineer olmayanlik) ve dagilim olaylarina
ihtiya¢c duyuldugundan ortaya ¢ikan denklemlerden biri BBM-Burgers denklemidir [33].
BBM-Burgers denklemi bir¢ok arastirmaci tarafindan sayisal olarak analiz edilmistir. Y-
X Yin ve G.-R1 Piao tarafindan BBM-Burgers denkleminin yaklasik ¢6ziimiine zaman
degiskenine yonelik bir mekansal degisken bilesik igin ikinci dereceden B-spline sonlu
eleman yontemi Onerilmektedir [34]. [32,35-39] referanslarinda bu denklemin sayisal
¢oziimleri igin sirasiyla kuadratik, kiibik ve kuartik B-spline kollokasyon yontemleri

verilmigtir.

BBM-Burgers denklemi bir Cauchy problemi olarak ele alindiginda bu problemin
cozimlerinin asimptotik 6zellikleri Mei ve Schmeiser tarafindan incelenmistir [40]. C.
Kondo ve C. M. Weblere genellestirilmis BBM-Burgers denkleminin dizgin
¢oziimlerinin varligini ve yakisamasini incelemislerdir [41]. Referans [42,43] de
denkleme ( G '/ G) genisleme yontemi uygulanmistir. A. Mohebbi ve Z. Faraz [44] lineer
olmayan BBM-Burgers denkleminin soliter dalga ¢6zimunu yliksek mertebeden lineer

sonlu fark semasi kullanarak incelemislerdir.

Ganji ve arkadaglar1 lineer olmayan BBM-Burgers denkleminin sayisal ¢dziimlerini
bulmak icin lineer ve lineer olmayan sertlik denklemlerine sahip sistemlerin serbest
titresimlerini varyasyonel iterasyon yontemi ile incelemislerdir [45]. B. Hong ve D. Lu
[46], genellestirilmis perturbe olan Burgers -BBM denklemini yok edici terimle ¢cozmek
icin Homotopy Perturbasyon Method (HPM) uygulamalarini genisletmislerdir. Sonlu

eleman Galerkin yontemleri Kadri ve arkadaslar1 tarafindan sunulmustir [47].
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Bir Sinc-Galerkin ve tanh yontemi genellestirilmis BBM-Burger denklemine AlQuran ve
El-Halit tarafindan uygulanmistir [48]. ElI-Khaled ve arkadaslar1 [49] Benjamin-Bona-
Mahony-Burgers denklemine yaklasik bir ¢oziim bulmak icin Adomian ayristirma
yontemini kullanmistir. Maple programi kullanilarak lineer olmayan denklemin sayisal
cozimleri Exp fonksiyon yontemi ile EI-Wakil ve arkadaslar tarafindan elde edilmistir
[50]. A. Fakhari ve arkadaslar1 Benjamin-Bona-Mahony-Burgers denklemini (BBM-B)
¢ozmek icin Homotopy Analiz Method (HAM) yontemi gelistirmislerdir [51].

Matematiksel olarak, her [x,,X,.,] araliginda bir kibik ¢, (x) fonksiyonu, [X;,X, ]
araliginda olusan ¢(X) pargali fonksiyonu ve birinci ve ikinci dereceden tirevleri

[Xo, XN] araliginda stirekli olur. Boylelikle kiibik spline fonksiyonlari, yiiksek derecede

interpolasyon polinomlarinda ortaya ¢ikan dogal salinimlardan etkilenmezler. Burada
birinci dereceden tlirevin siirekli olmasi fonksiyonun keskin noktalara sahip olmamasini

saglar, ikinci dereceden tiirevin stirekliligi f fonksiyonunun her noktasindaki egim

acisinin tanimlanmasini saglar.
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2. BOLUM

KUBIK B-SPLINE FONKSiYONLAR iLE BENJAMIN BONA MAHONY
BURGERS DENKLEMI ICIN GALERKIN SONLU ELEMANLAR
cOzumU

2.1. Giris

Tezin bu boliminde Seydi Battal Gazi Karakog¢ ve Samir Kumar Bhowmik’in *“Galerkin
finite element solution for Benjamin-Bona-Mahony-Burgers equation with cubic B-

splines” isimli makaleleri ayrintili olarak incelenmistir [52].

Bu makalede, konumsal yaklagim i¢in kiibik B-spline fonksiyonlar kullanilarak lumped
Galerkin yontemi ile lineer olmayan Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBM-Burgers)
denkleminin ¢6ziimleri arastirilmis ve bu yontemin ¢éziimlerinin varlik ve tekligi insa

edilmistir. Calisilan yontem asagidaki dort farkl: test problemi ile ele alinmistir;
e Tek bir solitary dalganin yayilimi
e Iki solitary dalganin etkilesimi
e Ug solitary dalganin etkilesimi

e Undular bore yayilimi

Niimerik algoritmanin kararlilik analizi Von-Neumann yontemi ile yapilmistir. Yontemin

uygulanabilirligi ve etkinligi L, ve L, hatanormlarive I , I, ve I, degismezleriile

hem tablo olarak hem de grafik olarak gosterilmistir. Elde edilen sonuglardan
yontemimizin lineer olmayan denklemler igin olduk¢a kullanigh bir yontem oldugunu

kolaylikla soyleyebiliriz.
2.2. BBM-Burgers Denklemi Icin Galerkin Yontemi

Dogrusal olmayan ayirici ortamlarda kiiglik genlikli uzun dalgalarin bir matematiksel

formu;
U(x,0)=g(x), a<x<bh, (2.1)
baslangi¢ kosulu ve
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U(ait)=0, U(bt)=0,
U,(at)=0, U,(b,t)=0, (2.2)
Uy(at)=0, U,(bt)=0, t>0

sinir kosullart olmak iizere

U-U,-au,+pU +UU =0, a<x<b, 0<t<T, (2.3)

t

BBM-Burgers denklemi ile ifade edilir [33].

Burada o , g ile gosterilen pozitif sabitler ve U (X,t) yatay yonde s1vi hizini temsil eden

gercek degerli bir fonksiyondur. Kibik B-spline Galerkin yontemi kullanildigindan,
problemin ¢6ziim alaninin disinda kalan noktalar vardir. Bu nedenle, fonksiyonun
kendisinin diigiim degerlerini, hem genel matris formu hem de ilk matris formu igin
tirevlerinin kullanilmas1 gerekmektedir. (2.3) ile verilen denklem, 1972 yilinda
Benjamin ve arkadaglar1 [17] tarafindan Korteweg-de-Vries (KdV) denkleminin bir

gelisimi olarak desteklenen iyi bilinen BBM denklemi (1.6.1) ile iligkilidir.

(2.3) ile verilen denklem a =0 i¢in BBM denklemi olarak adlandirilir. BBM — Burgers
denklemi, lineer olmayan dagitici etkiler arasinda bir denge saglar, ancak dagilmay1
dikkate almaz. (2.3) ile gosterilen denklemin dagitict etkisi ile (1.6.1) ile gosterilen

denklemdeki dagitici etki—U , teriminden dolayr aymdir fakat—oU,, dagitici terimine

bagli olarak (2.3) denkleminin dagitici etkisi

U -aU, +pU,+UU =0 (2.4)
ile verilen Burger’s denklemi ile aymidir [37]. (2.3) ile verilen denklem daha basit olarak
U, —AU, —aAU =Vf (U), (2.5)

seklinde ifade edilebilir. Burada
1.
f (U)=—(ﬂU +EU j dir.

H* (Q), k>0 (tamsay1), Q flizerindeki gergek degerli fonksiyonlarin normlu bir uzayi

ve
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Hok(Q)z{VG H*(Q):D'v=0,0Q Uzerindei=0,1,2,...,k—1} olmak (zere D=%
olsun.

Bu uzaydaki norm H* normu olup |||, ile gdsterilir ve eger k=0 olursa, (...) ve ||

godsterimleri sirastyla H® = L, i¢ garpimimi ve L, normunu gostermektedir [53].

(2.5) ile verilen denklemi & e H;(Q) olmak iizere Q iizerinde integre eder ve Green

formiilii uygulanirsa U (.,t) € H; elde edilir dyleki; U (0)=U, ile birlikte

(U, &)+(VU,, V&) +a(VU,VE)=—(f(U),V¢E) (2.6)
bulunur.

Teorem 2.1. U, (2.6) ile verilen denklemin bir ¢oziimi ve U, € H; olsun.
ol +aI [VUIds =[Uo; . te(0.T] ve

Ispat: (2.6) ile verilen denklem gbz 6niine alindiginda ve &=U olarak secildiginde

@) <C|U,|, olup C pozitif bir sabittir.

U(0)=U, olmak uzere
(U,U)-(AU, U)+a(VU,VU)=—(f(U),VU) (2.7)
elde edilir. Yani

1d ,
gl VI VUl )= ULV (U)]ox-alvU[F o 29

Simdi U eH; ve F'(U)=f(U) olmak lzere

UV.f(U)=V.[f(U)U]-V[F(U)] dir. Aynca, (2.7) ile verilen denklemdeki

baslangi¢ kosullarindan 6Q tizerinden U =0 ve dolayisiyla F(0)=0 olup
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ju[v.f(u )]dx = j V(Uf (U))dx=0 elde edilir. Boylece (2.8) ile verilen denklem
Q Q
1d
EE(||u||j)+a||vu||2:o olup
t
Jul; +ef|vu ds=[u[; olur.
0

Teorem 2.2. ( Sobolev Gomme Teoremi [53-55]) U, € H; olmak tizere T >0 igin (2.6)
ile verilen denklemin U € L*(0,T,H;(Q)) ve (U(x,0),&)=U,,&),E e Hy(Q) seklinde

bir tek ¢6ziimii vardir.

ispat: Hy(Q) icin {w} " bir ortogonal baz ve V™ ={w,w,,..w,} kiimesini gersin

Um(t)=2c(tWw . Uy, =U"(0)=>c(0)w,=P"U,, v t>0 icin
(Ur.&)-(aur.&)+a (VU m,vg):-(f (um),vg) (2.9)

U™ (0)=U,,, ilebirlikte saglar.

P™ , V™ sonlu boyutlu uzay iizerine bir ortogonal izdiisiim ve U, - U, e Hy(Q) dir

[53,54]. Bunun sonucu olarak (2.9) ile gosterilen denklem lineer olmayan birinci

mertebeden adi diferansiyel denklem sistemi seklinde yazilabilir ve (O,tm) tzerinde U™

seklinde bir tek ¢6ziim olacak sekilde pozitif bir t, >0 vardir.

Ayrica Teorem 2.1 den kolayca gortlmektedir ki lineer olmayan sistemin (0,t,,)

Uzerinde tek bir U™ ¢6ziimii vardir.

f (U m ), L (O,T, L, (Q)) tizerinde sinirli olmak tizere

u" i <C ||UO||12 dir.

Simdiise &=U," esitligi (2.9) ile verilen denklemde yerine yazilirsa

<ClUy| ve [1(U)

(UM UM)-(AUT UM+ (VU VUM ) ==((U™),AU") elde edilir
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Bdylece
el v, vur) (1 (07). v
ve dolayisiyla

Buradan hareketle {Um} ve {Utm} , L*(0,T,H,(Q)) iizerinde diizgiin smirli oldugu

u”

| <C|U,||, bulunur.

gorulur. (2.9) ile verilen denklemde & =w, alinirsa
(Utm,a)i)—(AUtm,a)i)+a(VUm,Va)i)=—(f (Um),Va)i) bulunur.

Bu nedenle problemin ¢oziimlerinin varhigi Hé(Q) icindeki {W,} lerin yogunlugundan
elde edilir. Simdi Uve V (2.6) ile verilen denklemin iki ¢ozimi W =U -V ve

W (0)=0 olsun,
Buradan (th,f)—(Ath,§)+a(VWm,ch):—(f(Wm),Vf) bulunur.

¢ ile W yukaridaki denklemde yer degistirirse U ve V nin simnirliligindan

d 3
S, <clw], v boyte

W[, <[w (0)], +Cj;||\lv||1 ds bulunur.

Bu nedenle  |W|, <e® ”\N (0)||l =0 Gronwall’s Lemmasindan W =0 bulunur ki bu

ise ispat1 tamamlar [53,55].

2.3. Yan Ayrik Galerkin Semasi

S, asagidaki ozellige karsilik gelen O0<h<1, Hé(Q) sonlu boyutlu alt uzay olsun.

U eHy(Q)nH*(Q) icin h [41-43] den bagimsiz bir C vardir dyle ki

inf
gesy

U-¢|<ch® dur. (2.10)
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(2.3) ile gosterilen denklemin yari-agik sonlu eleman formulasyonundan U, : [O,T] -5,

olmak Uzere,
(Uht’é)_(AUht’§)+a(vuh’v‘§):_( f (Uh),Vf) , $€ Sh (2.11)

elde edilir ki burada U, (0)=U,, €S, ,U, n bir yaklagimdir. Orijinal yakinsama

sonucunu gostermeden Once ilk olarak (2.11) ile verilen ¢6ziimiin bir 6n smirlilig

kanitlanmalidir.

Teorem 2.3. (2.11) ile verilen denklemin ¢dziimii olan U, ve C bir pozitif sabitler olmak

Uzere
)

U, [} +a[|vU, | dt = [Uenl . te(0T]
0

ve

|V,

(L") =C ||U0!h||l

ifadelerini saglar.

Ispat: Ispat, Teorem 2.1 in ispatindan elde edilir. Simdi (2.11) ile verilen yari-ayrik

semanin dogrulugunu inceleyecegiz.
VU veVeH; , A(UV)=(VU,VV)

|A(UV)| <M U V], » YU,V eH; zorlayicilik dzelligi (Q iizerinden) (2.12)
bazt a € R igin

A(U,U)za|U,, (YU eH) simirhlik 8zelligini saglayan (2.13)
burada A, A(u —U,§)=O , £eS, (2.14)

esitligini saglar ve U , U nun yardime1 bir izdiisiimiidiir [53-55]. Simdi yar1 a¢ik sema

da hata i¢in bir sinir elde edecegiz.
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Teorem 2.4. U, €S, , (2.11) ile verilen denklemin bir ¢ézimii ve U e H, de (2.6) ile

verilen denklemin bir ¢ozimd,

Ju(0)-U,,||<Ch" ise baza C >0 igin |U-U,|<Ch* dir.

ispat. v=U-Uve#d=U-U, i¢gin hatayi e=U-U, =(U —U)+(U —Uh)=v+¢9
seklinde tamimlanir.  Simdi (2.13) ve (2.14) ile verilen denklemden
alu —U||f <AU-U,U-U)=AU-UU-¢),éeS, oldugu griiliir.

Ayrica (2.12) ve (2.14) ile verilen denklemler ve referans [55] in

||u —u”||1 <inf

£esy

U @19
varligini garanti eder.

Boylece (2.10) ile (2.15)

Ml <ch® U, ve [v]<ch*u],

elde edilir. Ayrica (2.14) ile verilen denklemde 51 uygulayarak ve yukaridaki gibi
benzer adimlart izleyerek [55]
]| <ch®jud,

elde edilir.

Simdi (2.6) ile verilen denklemden (2.11) ile verilen denklem ¢ikarilirsa,
(6.,)+(VO,VE +a(VO,VE)=—(v,&)~(f (U)-f(U,).V¢)
elde edilir.

Boylelikle yukaridaki denklemde &=¢ yazilir ve Cauchy-Schwarz esitsizligi

uygulanirsa

1d
S5lol +alV ol <[wllel+[f (u)-f (U, )Ivel
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Simdi Lipschitz kosullar1 U ve U, smirliligina uygulanirsa
[#(U)- 1 U< (lv]+]e]) veboytece
d
Sl <C Il +IvIf +lelf +[vel)
elde edilir. Buradan
t
[6F; <lo ) +C[ (Il + I +el +[vel
0
esitsizligi bulunur.
Simdi 6(0)=0,

v ve v, sinirlar i¢in Gronwall’s Lemmast uygulanirsa ||9||1 < C(U)h4 elde edilir

ki buda ispati tamamlar [53-55].
2.4. BBM-Burgers Denklemi icin Galerkin Yonteminin Uygulanisi

Bu boélimde, bilgisayar uygulamasini ayrintili olarak gostermek icin sonlu eleman

denklemlerinin olusturulmasinda yer alan hesaplamalar gosterilmistir.

a<Xx<b tamim kiimesi iizerinde ¢oziim elde etmek igin aralik a=x, <X <..<X, =b

: b-a
ile h:T ve x, =a+ih ,N tane alt araliga bolunar.

Asagidaki ¢ (x),(m = —1(1) N +1), kibik B-spline fonksiyonlar [a, b] aralig1 lizerinde

ki x, noktalarinda

(X_mez ’ XE[Xm—Z'Xm—l)'
. h®+3h% (X=X, 4) +3h(X—X,1) =3(X= %) X€[XparXn)
¢m(x):F h®+3h% (Xpy = X) +30 (Xp = X) 3% —X)"  X€[XpXpy) , (216
(Xm+2_x)3 Xe[xm+l’xm+2] J
0 aksi taktirde

seklinde tanimlanir [12].
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Sekil 1.1 de [Xm,XmH] araliginda kibik B —spline fonksiyonunun grafigi gosterilmistir.
U, (X,t) genel bir yaklasimla kiibik B —spline fonksiyonu asagidaki gibi ifade edilir.
N+1

Uy (1) = 2. ¢;(x)5; (1), (2.17)

burada o,;(t) parametreleri, siir ve agirlikli kalan kosullar kullanilarak elde edilir.

[Xn Xn] arahiginda her bir eleman igin , h =x-x, (0<7<1) lokal koordinat

m? “m+l

doniistimii uygulanirsa (2.16) ile verilen kibik B-spline fonksiyonlar 7 cinsinden

o =(1-11)"

#o =1+3(1-1)+3(1-7) -3(1-7)’,
¢ .. =1+3n+3n° =31’

e =11

(2.18)

3

seklinde elde edilir.

$oa (X)) 6.(X), ,.(X), ¢,.,(X) disindaki kiibik B-spline fonksiyonlar ve tiirevleri
[0,1] bolgesi disinda sifirdir. Bu ylizden (2.17) ile verilen yaklasim fonksiyonu

On1r Opy O,

m-1? m? m+1?

Sy, eleman parametreleri ve ¢, (X), ¢,(X), $ni(X), Sna(X) B-

spline eleman fonksiyonlar1 [0,1] araliginda asagidaki gibi verilir:

m+2

Uy(n.t)= > 6,4 (2.19)

j=m-1
(2.18) ile (2.19) esitlikleri kullanildiginda U, diigiim degerlerinin yaklasik degerleri ile

birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri

U, =U(X,)=65,,+45,+5

m+1 1
U, =U'(x,)=3(=6,,+,) . (2.20)
Um =U "(Xm) = 6(é‘m—l - 25m +5m+1)

biciminde elde edilir.
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W(X) agirlik fonksiyonu olarak diistiniiliirse ve (2.3) ile verilen denkleme Galerkin

metodu uygulanirsa
b

[W(U,~U, —aU, +pU, +UU,)dx =0, (2.21)

a

(2.3) ile verilen denklemin zay1f formiilasyonuna ulagilir.

Galerkin metodunda W (x) agirlik fonksiyonu yaklagik fonksiyon ile aym segildiginden

ve ayrica yaklasik fonksiyonlar B-spline fonksiyonlar oldugundan agirlik fonksiyonunun

diizgiinligi garanti edilmis olur. (2.21) ile verilen denklemde h; =Xx-x, donlsiimi

kullanilirsa
1
1 a yij 1-
fw (Ut—FUW—FUW+FU”+FUU,7)d77:O, (2.22)
0

denklemi elde edilir.

U, (2,22) ile verilen integrali alinacak sekilde bir sabittir. (2.22) ile verilen denkleme

kismi integral uygulanirsa agagidaki denklem elde edilir.

1
j{w U, + (ﬁ;ﬂ)un) +EWU, + WU, }dn =aWU, [;+WU, [;  bulunurki  (2.23)

0

burada A=U , p= % ve &= % dir. (2.18) ile gosterilen denklemde agirlik fonksiyonu

olarak kiibik B-spline fonksiyonlar segilir ve (2.23) ile gosterilen integral denkleminde
kullanilir ve baz1 ara iglemler yapildiginda asagidaki denklem elde edilir.

1 m+2 1 ) ‘ o '
0}5/+z J'[((/;Jr )¢,~¢,+§¢,¢1)d77_a¢'¢f

j=m-1 o h

g}aj =0 (2.24)

> KW, + p¢.¢;jdf7 - 44,

j=m-1 0

0,0, 5m+2)T ve ¢ nm izerindeki nokta t ye gore tlrevi

m+1?

burada &° = (5,

m-1?

gostermektedir.

[Ae+pBe-ce]se{@mwse—avjée=o, (2.25)

eleman denklemi g6z oniine alindiginda eleman matrisleri
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20 129 60 1
1 (129 1188 933 60

A IM 17740 60 933 1188 129

1 60 129 20

18 21 -36 -3

f i dn=] 21 102 -87 -36

1710/ -36 -87 102 21

3 -3 21 18
1 0 -1 0
c9—¢¢‘|1—34 1 41
ORI TN 4 1 4
0 -1 0 1

10 -9 18 1

I‘W’ ; 71 -150 183 38

17350 —38 -183 150 71

-1 -18 9 10

seklinde olup i ve j altindisleri i, j=m-1,m,m+1,m+2 bi¢cimindedir.

2
A= 41h(5 +58,+55,,+0 (Un +Un)

m+1 m+2

) ifadesinde U icin bir lumped deger

den elde edilir.

Tum eleman denklemleri birlestirildiginde (2.25) ile verilen bir eleman denklemi

. ((1+4
[A+pB—c]5+((—h)D+pB—Cj5:0 (2.26)
seklinde genel bir matris denklemine dontisiir.

. 1
Burada § =(6., ,6,,....d; ,<5N+1)T genel eleman parametrelerive a = f=1 p=¢ =z

dir. Bu yontemde oncelikle [X X ] araliginda ¢alisildi. Dolayisiyla bu aralik igin

m? 'm+1

A®, B%, C® ve D° eleman matrisleri bulundu. Burada “e”, [X,,X,,] araligmndaki

eleman matrisleri temsil etmektedir.
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Daha sonra [a,b] araliginda denklemin ¢oziimii elde edildi. Iste bu yiizden [a,b]

araliginda eleman matrislerinin tamami eklenmelidir. Sonra A, B, C veD genel
matrisleri bulundu. A, B, C ve AD matrisleri septa-diagonaldir ve onlarin her birinin m.

satir1 agagidaki gibidir:

A= ﬁ(l,lZO,llQl, 2416,1191,120,1), B = % (=3,-72,-45,240,-45,~72,-3),

€ =(0,0,0,0,0,0,0), D= %(—1, —56,-245,0,245,56,1),

iD= 1 -4,-184,-384,,94, -1834, - 714,,104, +1504, —1504, -104,,
20 714, +1834,-94,,384, +184,, 4,
olup
1 2 1 2
= E(ém‘z +56, ,+56,+0p) A = E(ém_l +58, +56,,1 +0niz) s
ﬂ’?. = %(5m + 55m-+—1 + 55m+2 + 5m+3)2 ! ﬂ’4 = 4_:;(5%—1 + 5§m+2 G 55m+3 + §m+4)2 dir.
- 5n+1 _5!’1

o ileri sonlu fark yaklagimi ve O = %(5 "+6 "”) Crank-Nicolson

formallndn denklem (2.26) ye uygulanmasi ile asagidaki septa-diyagonal matris sistemi

[A+ B—C+((l+/1)D+ B—cjﬁ}s“*l—[m B—C—((1+/1)D+ B—c)ﬁ}s”
P h P N h P ) (2.27)

elde edilir.

Sistem (2.27), (N +1) tane dogrusal denklem ve (8.36.,,0 1, 8y.10n12:0013)

seklinde (N + 7) tane de bilinmeyen katsayi igerir. Bu sistem i¢in tek bir ¢6ziim elde

etmek icin alti ek sarta ihtiyacimiz vardir. (2.2) ile verilen sinir kosullar1 kullanilirsa

(2.27) ile verilen sistemden & ,,8,,8 ,,...,80y.,1,Oy.2: Oy, Dilinmeyenler yok edilerek

(N +1)><(N +1) matris sistemi elde edilir. Ortaya ¢ikan sistem Thomas algoritmasi

kullanilarak etkili bir sekilde ¢oziiliir. Coziim siirecinde, dogrusal olmayisi azaltmak i¢in

: e : L _ "
her seferinde 6™ =6 +E(6 -0 1)$ekhndek1 i¢ iterasyon iki veya (¢ defa uygulanir.
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Boylece (2.27) ile verilen denklem sisteminde "' ve o&" parametrelerine gore

n ve n+1 gibi iki ardisik zaman arasinda ki yineleme bagintisi

n+l n+l n+l n+l n+l n+l n+l _
Y10m 3t ¥o0m 2+ ¥i0n1 7400+ VsOmi + ¥6O0mia T V70mis =

(2.28)
775:;—3 + 76§r:—2 + 755:1—1 + 745:1 + 7/3§r2+1 + 725r:+2 + 71§n2+3 '

seklinde olup burada
1 3p ((1+2) 3p\At 120 72p (56(1+2) 72p)\At
""T120710 | 20n 102 72T 140 10 20h 10 )2
_1101 45p (245(1+4) 45p)\At 2416 240p
7740 10 20h 10 )2 7" 1a0 10

1101 45p (245(1+4) 45p\At 120 72p (56(1+2) 72p)\At
’sT140 10 20h 10 |2 ' 77140 10 20n 10 )2

1+2
y =t 30 ((A+4) 30"
140 10 20h 10 )2

Iterasyona baslamak icin, baslangic vektdrii olan S§° baslangic ve smir kosullari

kullanilarak hesaplanir. Bu nedenle, m=0,1,2,..., N olmak {izere diigiim noktalarinda

Uy (00 =U(x,,,0) ,  ve Uy (%,0)=U"(x,,0)=0 esitlikleri kullamlarak, baslangig

vektor 6° asagidaki matris formundan

30 3 & 0

1 4 1 & U (%,,0)
: o= kolayca bulunur.

1 4 1 |6 U (xy,0)

30 3 s, 0

2.5. Kararhhik Analizi

Sayisal semanin lineer kararliligini arastirmak i¢in, Von-Neumann yaklagimina dayali
olarak Fourier metodu kullanilmistir. (2.3) ile verilen BBM-Burgers denkleminin lineer

olmayan UU,_ terimindeki U ifadesi lokal olarak sabit oldugu kabul edilmistir.
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kK mod numarasi ve h eleman biiyiikliigii olmak iizere & = g"e™" (i = \/—_l) Fourier

acilimi  (2.28) 1ile wverilen semada kullanilirsa biiylime faktoérii olan @,

a—ib

“a+ib (2:29)
esitliginden elde edilir.
Burada
a =y, +7,)cos(3kh)+(y, +7,)cos(2kh)+ (s +,)cos(kh)+7, , (2.30)
b= (7, —7)sin(3kh)+ (7, —7,)sin(2kh)+ (s — 7;)sin(kh)

olup |g|=1 dir.Bu ise lineerlestirilmis semanin kosulsuz olarak kararli oldugunu

gOstermektedir.
2.6. Sayisal Ornekler ve Sonuglar

Bu boliimde, tek bir dalganin yayilmas, iki ve ii¢ tek dalganin etkilesimi ve undular bore
dalgalarinin yayilimi gibi dort test problemi 6nerilen algoritmanin yeterliligini gostermek

icin ¢ozlilmistiir. Tek dalgalarin konumlarini ve genliklerini belirleyebilmek icin L, ve

L hata normlar

2
U;am_(UN)j

N
o -u) = 3

L, =||Uta'“ —UN” = max
*® J

U;am _(UN )]"
seklinde tanimlanir. BBM-Burgers denklemi,

Il:'TU(x,t)dx,
Izzi[uz(x,t)+uf(x,t)]dx, (2.31)

I, = T[U3(x,t)+3u 2(x,t)}dx,
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seklinde sirasiyla kiitle, momentum ve enerjiye karsilik gelen ii¢ tane degismeze sahiptir.
2.6.1. Tek Bir Solitary Dalganin Yayilimi

Algoritmamizin dogrulugunu ve yeterliligini dogrulamak icin sayisal hesaplamalarda iki

durum g6z 6niine alinmistir.
1. Durum

Bu durumda giris boliimiinde de ifade edildigi gibi (2.3) ile verilen BBM-Burgers

denkleminden «=0 ve p=1Iic¢in elde edilen (1.6.1) ile verilen BBM denkleminin bazi
sayisal sonuglar1 verilmistir. (1.6.1) ile verilen BBM denklemi U — 0 iken x — +oo

sinir sartlart ve
U (x,0)=3csech?[k(x—%,)] (2.32)
baslangi¢ sartiyla ele alinmistir. Bu problemin tam ¢ézimi

U (x,t) =3csech?[ k(x—x, —ut)] (2.33)

&C

— 2 _ dir.Budenklem, 1+&C
u(1+ec)

seklinde olup burada v =1+ &c dalga hiz1 ve K :%

sabit hizli ve baslangigta x, merkezli, 3C genisligindeki bir tek solitonu simgeler. Daha
onceki caligmalarla uyumlu olmasi igin parametreler [—40,60] araliginda ilk olarak

c=h=At=0.1ve ikinci olarak ¢=0.03, h=At=0.1 seklinde almmustir.
Degismezlerin tam degerleri C=0.1 icin 1, =3.9799497, |, =0.81046249,

I, =2.579007 ve ¢=0.03 icin |, =2.1094074, |, =0.127302, 1, =0.388806
seklindedir. Hesaplamalar hata normlarinin ve degismezlerin degerlerini bulmak igin
t=20 zamanma kadar yapilmistir. ¢ nin farkli degerleri igin elde edilmis olan veriler

Tablo 2.1 ve 2.2 de gosterilmistir. Bu tablolar agik bir sekilde gostermektedir ki

metodumuzla elde edilen hata normlar1 digerlerinden daha az ve degismezlerimiz artan

zaman adimlarinda hemen hemen sabit kalmistir. Tablolardan C=1 oldugunda I,

degismezinin degisimi sifir iken I, , I, degismezleride sirasiyla 4.54x107° , 1x10~" den
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[

daha az degistigi gorilirken, €=0.03 icin I, l,, I, degismezler sirasiyla

2.42 x107°%, 1x107 ve 1.8x10° den daha az oldugu goriiliir. Ayrica elde edilen

degismezlerin degerlerinin tam degerleriyle uyumlu oldugu sdylenebilir.

L, ve L, hata normlar bilgisayarin calismasi siiresince yeterince kiiciik oldugundan

metodumuzun bu denklem i¢in olduk¢a uygun oldugunu sdyleyebiliriz.

Sekil 2.1 (a) ve (b) ,t=0,5,10,15 ve 20 deki ¢oziimleri gostermektedir. Goriildigi
tizere tek soliton dalga sabit hizla saga dogru hareket etmekte ve beklendigi gibi genligini

ve seklini artan zaman adimlarinda korumaktadir.

Ik olarak €=0.1 i¢in tek dalganin genligi 0.3000000 olup en yiiksek pozisyonu Xx=0
da alir. t=20 zamaninda tek dalganin en yiiksek degeri X=22 konumunda 0.2999745
iken €=0.03 igin X=0 konumunda solitary dalganin genligi 0.0900000 olup t=20

zamaninda X=20.6 konumundaki genligi ise 0.0899994 dir. Dolayisiyla [0,20] zaman
arah@indaki genliklerin mutlak farki sirasiyla 2.55x107°ve 6x10°" olarak belirlenir.

Farkli zaman adimlarindaki hatalarin dagilimlar1 Sekil 2.2 (a) ve (b) de sirasiyla

c=0.1ve c=0.03 i¢in resmedilmistir  Hatalarn dagilimi ¢=0.1 igin
—8x107° ile 1x10*araliginda gergeklesirken €=0.03 icin —-5x10™ ile 0 arasinda
gergeklesir.
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Tablo2.1.¢c = h = At = 0.1, [—40,60] parametreleri i¢in tek solitary dalganin farkli
zaman adimlarinda elde edilen degismezleri ve hata normlar1

Metod Zaman 1, I, I, L, x10° L, x10°

Galerkin Kubik 0 3.9799274 0.8104627 2.5790082 O 0
4 3.9799294 0.8104627 2.5790082 0.04746117  0.01883838
8 3.9799277 0.8104627 2.5790083 0.09291081  0.03788379
12 3.9799250 0.8104627 2.5790083 0.13646954  0.05534971

16 3.9799164 0.8104627 2.5790083 0.17731501  0.07064983
20 3.9798820 0.8104627 2.5790083 0.21615477  0.08455837

h=0.05 20 3.9798786 0.8104621 2.5790061 0.21976198  0.08302370
h=0.02 20 3.9798711 0.8104625 2.5790074 0.18980947  0.07536858
Galerkin 20 3.97989 0.810467 2.57902 0.220 0.086
kuadratik

(h = 0.1)[25]

Sonlu fark 20 4.41219 0.897342 2.85361 196.1 67.35

(h = 0.1)[25]

[26] 20 3.98203 0.808650 2.57302 4.688 1.755

[27] 20 3.96160 0.804185 2.55829 0.018 1.566

[28] 20 3.98206 0.811164 2.58133 0.511 1.566

[29] 20 3.97988 0.810276 2.57839 0.30 0.116

[31] 20 3.97988 0.810465 2.57901 0.219 0.086

[35] 20 3.97988 0.810461 2.579 0.307172 0.117734
[37] 20 - - - 0.20 0.078
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Tablo 2.2. ¢ = 0.03, h = 0.1, At

= 0.1, [-40,60] parametreleri icin tek solitary
dalganin farkli zaman adimlarinda elde edilen degismezleri ve hata normlari

Metod Zaman l, I, I, L, x10° L, x10°
Galerkin Kubik 0 2.1070056  0.1273011 0.3888039 O 0
4 2.1070945  0.1273011  0.3888039  0.41223571  0.23007703
8 2.1068929  0.1273011  0.3888039  0.51129322  0.22109032
12 2.1065433  0.1273011  0.3888038  0.53606374  0.21259643
16 2.1059147  0.1273011  0.3888035  0.54486046  0.21388435
20 2.1045802  0.1273010  0.3888021  0.56955440  0.43153939
h=0.05 20 2.1045976  0.1273009  0.3888018  0.56031080  0.43158143
h=0.125 20 2.1045743  0.1273010  0.3888022 0.57426343  0.43151165
[35] 20 2.10460 0.127302 0.388802 0.562458 0.431512
[36] 20 - - - 9.40151 3.54203
- =0 =10 Y o o =10 ts20
.25 4 008+
020 0,004
g ** g 0.04 4
0104
.05 .
40 20 20 80 40 20 0 20 40 60

Sekil 2.1. Tek solitary dalganin (a) c=nh-=

parametreleri icin —40 < x < 60
adimlarinda ki hareketi
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100" 7 (a) (b)

5 004
B0x107 g

600107 4
~10x107
4.0x107

20010 20xi07 4

0.0+

Hata

- 10 <
z.0x10* 3010

~4.0x10° .
-4.0x107 4

6.0x10°

-&.0x10° T T T T 1 5010 T T T T 1
40 20 o 20 40 &0 40 20 0 20 40 60

Sekil 2.2. Tek solitary dalganin (a) c=h=At =01 (b) c =003 h=At =01

parametreleri icin -40 < X < 60 araliginda t = 20 zaman adimindaki hata
dagilimlar

2. Durum

Bu kisimda (1.6.1) ile verilen denklem U — 0 iken ve X — oo sinir kosullar1 ve
U (x,0) =sech? {ﬂ (2.34)
baslangi¢ kosulu altinda incelenmistir. Bu durumda problemin tam ¢6zumu
U (x,t) =sech {———}

4 3 (2.35)

seklindedir.

Hesaplamalar farkli konum ve zaman adimlan segilerek [—40,100] araliginda t =40

zamanina kadar yapilmistir. Daha Onceki yontemlerle karsilastirma yapabilmek igin

L,, L, hatanormlartile |, , I, , |, degismezlerinin degerleri hesaplanarak Tablo 2.3

te gosterilmistir. Yontemimiz ile elde edilen hata normlarinin digerlerinden daha az
oldugu ve degismezlerin zaman arttik¢a neredeyse sabit kaldigi Tablo 2.3 ten agik bir

sekilde goriilmektedir.

Tablodan 1, 1,, I, degismezlerinin sirasiyla 1 x107°,3.5x10°° ve 3x10™* den daha az

PO

degistigi agik bir sekilde goriilmektedir. Ayrica degismezlerin degerlerindeki
degisiklikler tam ¢ozlimiindeki degerleriyle ortiismektedir. Ayrica programin ¢aligmast

boyunca L, ve L, hata normlarinin degerleri olduk¢a kiiciik olarak bulunmustur.
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Dolayisiyla yontemimizin bu denklem i¢in olduk¢a uygun oldugunu sdyleyebiliriz.

t=0, 10, 20, 30 ve 40 daki ¢6ziimler Sekil 2.3 te gosterilmistir. Beklendigi gibi tek soliton
dalgalar sabit bir hizla saga dogru ilerlemekte ve artan zamanla birlikte genisligini ve
seklini korumaktadir. Baslangicta h=0.05 ve At=0.025i¢in tek dalganmn genligi
1.0000000 ve st pozisyonunu X=0 da almaktadir. t=40 da tek dalganin genligi

0.9999426 olup dalga en biiyiik degerini X=53.35 de almaktadir. Dolayisiyla [0,40]
zaman araliginda genliklerdeki mutlak fark 5.7x107° olarak bulunur. Hatanin farkli

zamanlarda dagilimi Sekil 2.4 te gosterilmistir. Hatalarin degisimi -3x10~*ile 3x10~*

arasinda gerceklesir.

Tablo 2.3. Tek solitary dalganin h=0.05, At = 0.025, parametreleri igin
[—40,100] araligindaki hareketi

Metod Zaman L, L, l, I, I

h=02At=04 10 0.03195399 0.01477190 8.0000005 5.6000315 20.2664360

20 0.05446985 0.02321340 8.0000001 5.6000536 20.2662535
30  0.07306022 0.03003074 7.9999998 5.6000631 20.2661684
40 0.09025102 0.03638003 7.9999995 5.6000671 20.2661288

[44] 40 - 0.10976282

h=At=0.1 10  0.00204484 0.00095720 8.0000020 5.6000016 20.2666713
20 0.00341396 0.00147163 8.0000020 5.6000019 20.2666716
30  0.00457929 0.00189531 8.0000020 5.6000021 20.2666717
40  0.00571248 0.00231941 8.0000020 5.6000022 20.2666718

[44] 40 - 0.00747237

h = 0.05, At = 0.025 10  0.00012459 0.00005984 7.9999964 5.6000010 20.2666706

20 0.00025628 0.00010502 7.9999964 5.6000010 20.2666706
30 0.00040853 0.00016268 7.9999964 5.6000010 20.2666706
40 0.00055868 0.00021891 7.9999964 5.6000010 20.2666706
[44] 40 - 0.00046983
h=0.2,At =0.01 10 0.00051267 0.00017784 8.0000009 5.6000005 20.2666697

20 0.00077372 0.00031687 8.0000009 5.6000010 20.2666713

30 0.00107317 0.00045923 8.0000009 5.6000011 20.2666719

40 0.00141405 0.00060343 8.0000009 5.6000012 20.2666721
[37] 20 0.00060007 0.00031641
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Sekil 2.3. Tek solitary dalganin h =0.05, At=0.025 parametreleriigin 40 < x < 100
araliginda t = 0, 10, 20, 30, 40 zaman adimlarinda ki hareketi

5.0x10" =
2.0x10" =
1,010

0.0

U=t}

010

-2

EeAibalin T T T T T T 1
-&0 =20 u] 20 40 ED g0 100

Sekil 2.4. Tek solitary dalganin h=0.05, At=0.025parametreleri i¢in —40 < x <100
araliginda t = 20 zaman adimindaki hata dagilimlari

2.6.2. ki Solitary Dalganmin Etkilesimi

Bu problem i¢in, farkli genliklere sahip ve ayni yonde hareket eden (2.3) ile verilen BBM-
Burgers denklemi igin iki solitary dalganin etkilesimi hareketi incelenmistir. Farkli
genliklere sahip iki iyi ayrilmis solitary dalganin baslangic durumu asagidaki forma

sahiptir:
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U(x,O):Zz:ijsechz[kj(x—xj)} (2.36)
i
4k?
1-4k?

]

burada k, =0.4, k, =0.3, x, =15, x,=35 ve d; = , 1=12.

Sayisal hesaplamalar i¢cin h =0.05, At =0.025, —40< x <100 parametreleri secilmistir.
Parametreler, etkilesimi miimkiin kilmak i¢in sirasiyla X=28.85 ve x=42.75
konumlarinda 5.3283821 ve 1.6882687 gibi farkli genliklere sahip tek dalgalar
Uretmektedir. Hesaplamalar t =30 zamanina kadar yapilmustir. Sekil 2.5 den goriildiigii
gibi t=0 da biiyiik genlige sahip dalga kiigiik genlige sahip dalganin solunda
bulunmaktadir. Daha biiyiik genlige sahip dalga kiiciik genlige sahip dalgadan daha hizli

hareket ettigi i¢in t=15 zamaninda kii¢iik genlikli dalgay1 yakalar ve iki dalganin
girisimi hareketi baslar, daha sonra kiiclik genlikli dalgadan uzaklasarak yoluna devam

eder.

=3l
=15

Liet)

40 -0 0 20 40 &0 B0 100
Sekil 2.5. iki solitary dalganin t =5, 15, 30 zaman adimlarindaki etkilesimi
2.6.3. Ug Solitary Dalgamin Etkilesimi

Bu boliimde, farkli genliklere sahip ve ayni yonde hareket eden {i¢ solitary dalganin
etkilesimi incelenmistir. (2.3) ile verilen BBM-Burgers denklemi igin, farkli genliklere

sahip {li¢ iyi ayrilmis solitary dalganin baslangi¢ durumu asagidaki forma sahiptir:
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U(x,O):i3djsech2[kj(x—xj)] (2.37)

j=1

4k?
Burada  k, =0.39, k, =0.30, k; =0.25, % =10, X, =28, x, =52 Ve d;=-—;

]

j=123.

Uc solitary dalganin etkilesiminin gerceklesmesini saglamak icin, —40<x <100
araliginda h=0.05, At =0.025 parametreleri ile hesaplamalar yapilmistir. Bu
parametreler ile solitary dalgalar, 4.6526302, 1.6894437 ve 1.7500767 genliklerine sahip
olurlar. Hesaplamalar t=30 zamanina kadar yapilmistir. Sekil 2.6 da, (¢ solitary
dalganin etkilesimi ¢izilmistir. Sekilden de goriildiigii gibi, t=15 zamam civarinda
etkilesim baslar ve biiylik dalga kiiciik dalgalar1 yakalar ve {iist {iste binme siireci

gerceklesir. Artan zaman adimlarinda orijinal sekillerine donmeye baslarlar.

L1

K

Sekil 2.6. Ug solitary dalganin t =5, 15, 30 zaman adimlarindaki etkilesimi

2.6.4. Undular Bore Yayilim

Son problem igin, (1.6.1) ile verilen BBM denklem x — « iken U — 0ve x — —oo iken

U — U, smir kosullar ve

u (x,O):%U{l—tanh(X;XC ﬂ , (2.38)

baslangi¢ kosullari ile ele alinmistir.
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(2.38) ile verilen denklemde, U(X,O), t=0 aninda su yiizeyinin denge seviyesinin
tzerinde yikselmesini, U, , x=x, ye merkezindeki su seviyesindeki degisimin

C

biiyiikliigiinii, d ise durgun su ile derin su arasindaki egimi temsil etmektedir.

Daha oOnceki ¢alismalarla karsilagtirma yapmak i¢in parametreler U, =0.1, x=1/6,
X,=0, d=2,5, h=0.1, At=0.1, xe [—36,300] seklinde secilmistir. Hesaplamalar
t=12 ye kadar yapilmistir ve elde edilen sonuglar Tablo 2.4 te verilmistir. Tablodan
degismezlerdeki degisikliklerin d =2 igin 1.0x107 , 4.4x10™* , 2.6x10%ve d =5 igin
1.0x107%, 1.6x10™*, 2.6x10°° degerlerinden daha az degistigi goriilmiistiir. Sekil 2.7
ve 2.8 da segilen parametrelere uygun olarak grafikler t =0, 4, 8, 12 zaman adimlarinda

cizilmistir. Artan x degerleri ile dalgalarin genliginin arttig1 tespit edilmistir. Bundan

sonra dalgalanmalar tepe noktasina ulasir ve dalgalar soniimlenir.

Tablo 2.4. Bir dalgal: undular bore i¢in degiskenler U, =0.1, X,=0, d =5, u=1/6,
h=01 At=0.1, xe[-36,300]

1, I, l5

Zaman d=2 d=5 d=2 d=5 d=2 d=5
0 3.5949976 3.5949977 0.3494998  0.3344998  1.0829493  1.0356993
4 3.6051204 3.6051205 0.3500394  0.3348469  1.0802725  1.0330284
8 3.6053222 3.6053223 0.3499572  0.3347301  1.0802922  1.0330560
12 3.6053828 3.6053830 0.3499396  0.3346661  1.0802964  1.0330707
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Sekil 2.8. d =5 icin t=0, 4, 8, 12 deki undular bore un konfigirasyonlar
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3. BOLUM
BBM-BURGERS DENKLEMININ SEPTIK B-SPLINE KOLLOKASYON
YONTEMI iLE SAYISAL COZUMLERI

3.1. Giris

Tezin bu bolumunde Seydi Battal Gazi Karakog ve Khalid Karam Ali’nin “Theoretical
and computational structures on solitary wave solutions of Benjamin Bona Mahony-

Burgers equation” isimli makaleleri ayrintili olarak incelenmistir [56].

Bu bolimde lineer olmayan BBM-Burgers denkleminin sayisal ¢oztmleri septik-B-
spline kollokasyon sonlu elemanlar yontemi ile elde edilmistir. Onerilen sayisal yontem,
tek solitary dalganin yayilmasi, iki ve ii¢ solitary dalganin etkilesimini igeren ii¢
problemi test etmekte kullanilmistir. Sayisal semanin lineer kararlilik analizi, Von-

Neumann teorisine dayali olarak Fourier yontemi ile yapilmstir.

Yeni sayisal yontemin uygunlugunu ve dayanakligini gostermek i¢in L, , L hata

normlar1 ve I, |, ve |, sabitleri hesaplanmis, sonuglar sayisal ve grafiksel olarak

gosterilmistir. Elde edilen sonuclardan mevcut yontem ile elde edilen sayisal sonuglarin
lineer olmayan olusum denklemlerinin ¢ozlmlerinde de kullanilabilecegini

gostermektedir.
3.2. BBM-Burgers Denklemi I¢in Kollokasyon Yontemi

Lineer olmayan dagilimli bir ortamdaki kii¢iik genlikli uzun dalgalarin matematiksel bir

modeli olan BBM-Burgers denklemi ;

u-uU,-oJu, +pJ, +UU =0, a<x<h, 0<t<T, (3.1)
biciminde olup burada « ve g pozitif sabitler olmak tzere

U(x,0)=f(x), a<x<h, (3.2)

baslangi¢ kosulu ve
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U(ait)=0, U(b,t)=0,
U,(at)=0, U,(b,t)=0, (3.3)
Uy(at)=0, U,(bt)=0, t>0

sinir kosullari ile tanimlanir. Eger (3.1) denkleminde « sifir alinirsa (1.6.1) denklemi elde

edilir. BBM-Burgers denklemi hem ayirict hem de dagitici etkiler igermektedir. Dagitic

terim —aU,, olup dagitict etkisi asagidaki Burger denklemi ile aynidir.
U,-al,+pU,+UU, =0. (3.4)

(3.1) denkleminin ayirict etkisini gosteren terim —U . olup bu etki (1.6.1) denklemi ile

Xxt

aynidir.

a<x<b araligm a=X<X<..<Xy=b , h= blzla olacak sekilde araliklara

boliindiigiinii varsayalim [a,b] ¢oziim aralig icin X, diigiim noktalarinda septik B-

spline fonksiyonlar ¢, (x) (m=-3,-2,-1,...,N +2,N +3)

(X - Xm—d )7 [Xm—A' Xm—S]
(X_Xm—4)7 _8(X_ Xm—s)7 [Xm—a’xm—z]
(X X )7 B 8(X - Xm—3)7 + 28(X_ Xm—z)7 [Xm—Z' Xm—l]
(X=X, =800, o)+ 28(xx,) -56(x-x ) [Xouky]
¢m(x):l7 (Xm+4_x )7_8(Xm+3_x)7+28(xm+2_x )7_56(Xm+1_x )7 [Xmlxm+1] (35)
h (Xm+4 X )7 _8(Xm+3 X )7 + 28(Xm+2 X )7 [Xm+1' Xm—Z]
(Xm+4 -X )7 _8(Xm+3 -X )7 [Xm+2' Xm+3]
(Xm+4 X )7 [Xm+3' Xm+4]
0 diger durumlarda

seklinde tanimlanir [12].

Denklemde U (X,t)tam ¢ozliim fonksiyonu olup buna karsilik gelen yaklasik ¢6ziim olan

Uy (xt), (3.5) ileverilen ¢,(x) septik B-spline fonksiyonlar cinsinden
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N+3

Uy (xt)= n;gqﬁm(x)am (1) (3.6)

ile verildi. Burada o, ('[) zamana bagl katsayilardir. Her septik B-spline sekiz elemani

kapsar, bu nedenle her bir [Xm,Xm+1], sekiz B-spline tarafindan ortilmektedir. [Xm, Xm+1]
sonlu eleman hé =x-x,, 0<& <1 seklinde tanimlanan lokal koordinat doniistimiiyle

[0,1] araligma déniisiir. Bu nedenle, (3.5) ile verilen septik B-spline fonksiyonlar [0,1]

araliginda & cinsinden:

s =1-TE+2157 —355° +358" —21£°+7£° - &7,

B, =120—392& +504&2 — 280£° +84£° —428° + 7¢7,

By =1191-1715¢ + 315£% + 665£° —315£* —105£° +105£° - 21&7,
¢, = 2416 —1680¢ + 560 —140£° +35¢7,

By =1191+1715£ + 3157 —665£° — 315£* +105£° +105£° —35£7,
Bio =120+392£ + 5042 + 280£° —84E£° —42£° + 21&7,

Brg =1+ TE+21E2 +35E° + 356 +21E° + 7£° - &7,

Bros =6

(3.7)

seklindedir.

(3.5) ve (3.6) denklemleri kullanilarak U_, U, U U~ ve U diigim noktalarinin &,

eleman parametreleri cinsinden

Uy (X%,,t)=U, =&, ,+1205, , +11915, , + 24165, +11915, , +1206,,.,+ 6,

m+1 m+2 m+3 !
U, = %(—é'ms -560,, , —2456,, , +2456,,., +560,,., + 5m+3) )
, 42
Uf =15 (8o + 246, ,+1586,,, ~808, +156,.1+ 248, . +,.5), (3.8)
Ur’n” = %(_5m—3 o 85m—2 + 195m—1 o 195m+1 + 85m+2 + 5m+3 ) ’
v 840
v m = F(é‘m% - 95m—l +165m - 95m+1 + 5m+3)

ve

U nun [Xm,Xm+1] arali81 lizerindeki varyasyonu
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N+3

U=> 4.7, (3.9)

seklindedir.

(3.6) ve (3.8) ile verilen esitlikler (3.1) denkleminde kullanilirsa

Oy 5 +1206, ,+11915, , + 24166, +11915, , +1205, ,
42

h

+ 5m+3

(8, 5+245, ,+155, ,—803,, +155,., +245,,, +,

m+2 m+3 )

—%(5”1_3 +246, ,+156, ,-800,, +156,,, +245,,.,+0,,.3) (3.10)

+% Z (-0, ,—560, ,—2456, ,+2455, . ,+560, ,+3,.,)=0,

biciminde denklem sistemi bulunur. Buradan

Z, =U, =(6, 5+1205, , +11915, , + 24165, +11915, , +1205,, +§

m m+1 m+2 m+3

) dir.
Eger &, ve (3.10) denklem sistemindeki &, yerine sirasiyla

é‘. :é‘in+1+§in

T, (3.11)

n+1_ _n
s_9% —6

i A (3.12)

Crank-Nicolson ve ileri sonlu fark yaklasimi yazilirsa bilinmeyen parametreler olan
S"™e"  i=m-3m-2,.,m+2,m+3 zaman seviyesi arasinda asagidaki iterasyon

denklemi bulunur:

715n2i, + 72§r:i + 735;::1 + 7/45r:+l + 755;11 + 765:1112 + 775;12 (3.13)
= 77§r:—3 + 765:1—2 + 755:1—1 + 74§r: + 7/3§n:+l + 725r:+2 + 715r2+3 '

burada

42



7=[1-E-M-K(1+Z_)],

7, =[120—24E —24M 56K (1+Z)],

7, =[1191-15E —15M — 245K (1+Z, )],

7, =[2416+80E +80M |,

75 =[1191-15E ~15M + 245K (1+Z,,)], (3.14)
7s =[120—24E —24M +56K (1+Z,)],

7, =[1-E-M+K(1+Z,)],

4—? , :leAt , K:lAt dir.
h h 2h

m=01..,N, E=

(3.13) ile verilen sistem , (8.3,0,,0 . 0y,0 04,0 Oyss ) seklinde (N +7)tane
bilinmeyen ve (N +l) tane lineer denklem icerir. Bu nedenle, ortaya ¢ikan sistemin bir

tek ¢cozumaini elde etmek i¢in 0 5, 8 ,, 0 4,..., Oy.q» On.ay Oy Dilinmeyenleri yok etmek
gerekir. Bunun igin alt1 ek denkleme ihtiyacimiz vardir. Bu alti ek denklem (3.3) sinir
kosullarindan elde edilir ve 0 4, 0 ,, 0 4,..., Oy, Oy., V€ Oy, Katsayilart yok edildikten

sonra (3.13) sistemi
Rd n+1 — Sdn (315)

gibi (N -|-1) tane lineer denklem ve (N+1) tane bilinmeyenden olusan bir matris

sistemine indirgenir. Z, nin neden oldugu lineer olmamanin iistesinden gelmek icin her

adimda 6™ = 6" +%(5 o) ”71) seklinde i¢ iterasyon iki veya ii¢ defa uygulanir. Coziime

baslamadan 6nce d° parametreleri asagidaki baslangic sartlarindan elde edilir.

U, (x,0)=U(x,,0); m=012..,N

(UN)x(a’O):O’ (UN)x(b’O):O’
U, (20=0 (U, (5:0)=0
(Un ), (2,0)=0, (Un ) (0,0)=0,

Baylece, baslangi¢ vektorii olan d° icin Vd® =W matris formu elde edilir

ve buradan;
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[ 1536 2712 768 2 |
82731 2105685 104796 100635
8 6l 81 81 {
0500 96507 195768 96474
8 8l 81 81 120 1
V=
110 191 2416 191 120 1
06474 105768 96507 9600
1 1w s 81 8 8l
100635 104796 2105685 82731
18l 8 8l 81
i U 788 212 153

A% = (85,6, 8y Oy Oy 1,y ) VE W=(U (%,0),U (%,,0),....U (X;,0),U (x, ,O))T dir.

3.3. Kararhlik Analizi

Yo6ntemin kararliligi, Von-Neumann teorisine dayanan Fourier seri yontemi uygulanarak

aragtirtlmistir. Lineer olmayan UU, terimindeki U nun yerel olarak sabit oldugu

varsayilir. & =&, (i:\/Z) Fourier formulii , (3.13) iterasyon denkleminde

kullanilirsa
§n+1(ylei(m—3)6+72ei(m—2):9+ygei(m—1)8+}/4eim9+}/5ei(m+1)6+76ei(m+2)€+}/7ei(m+3)0)
(3.16)
n i(m-3)6 i(m-2)0 i(m-1)6 im i(m+1)6 i(m+2)0 i(m+3)@
= & (18 @D 4 @y 4 @ el
Bulunur ki burada & mod numarasi, h eleman boyutu € =ch dir.
Denklem (3.16) sadelestirilirse
A=(2382-30E - 30M )cos(6) + (240 - 48E — 48M )cos(20) + (2~ 2E + 2M )cos(39) +
(2416 +80E +80M ),
(3.17)

B =(490K (1+Z,,))sin(0)+(112K (1+ Z,))sin(26) + (2K (1+ Z,))sin(30) +
(2416+80E —80M ).

olmak Uzere
£=2B  lde edilir.
A-IB
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Fourier kararlilik analizine gore, verilen semanin kararli olmasi i¢in |§| <1 kosulunun

saglanmast gerekir. Sembolik bir programlama yazilimi kullanarak veya basit
hesaplamalar yaparak, a’+b? :a2+(—b)2 oldugu kolaylikla goriilebilir ve bdylece

|§ | =1 e esit olur. Bu nedenle, lineerlestirilmis algoritma sartsiz olarak kararlidir.

3.4. Sayisal Ornekler ve Sonuglar

Bu boliimde, sayisal algoritmamizin dogrulugunu gostermek i¢in tek dalganin hareketi,
iki ve lic dalganin girisimi problemi ele alinmistir. Bu ii¢ problem de, sayisal
algoritmamiz i¢in similasyonlar ilerledikge ¢O6zlimiin konumunun ve genliginin

uygunlugunu  gostermek  icin  asagidaki  hata  normlarn  ele  alindi:

N
v, =

2
ve

U}am_(UN)j

L, =[uem-Uy [, =maxjus-(uy),|

BBM-Burgers denklemi icin U¢ tane invaryant (degismez) vardir. Bunlar Kiitle,

momentum, enerjiye karsilik gelir ve sirasiyla

|, = J._m U (x,t)dx, I, = f [U 2(x,t)+Uf(x,t)]dx, |, = J._m [U3(x,t)+3U2(x,t)]dx (3.18)
ile verilir.
3.4.1. Tek Bir Solitary Dalganin Yayilimi

Sayisal semamizin dogrulugu i¢in iki durum ele alindu.

1. Durum

Bu durumda, giris kisminda da belirtildigi gibi (3.1) ile verilen BBM-Burgers
denkleminde o =0 ve £ =1 alindiginda elde edilen (1.6.1) ile verilen BBM denklemi

i¢in bazi sayisal sonuglar verildi. (1.6.1) denklemi U — 0, X — oo smir kosullar1 ve

U (x,0)=3csech®| k(x—x,)] (3.19)

45



baslangi¢ kosulu ile ele alindi. Bu problem,

U (x,t)=3csech?[ k(x—x,—vt)], (3.20)

seklinde bir tam ¢6ziime sahiptir. Burada v =1+ ¢c dalga hizi ve Kk :% & dir.

u(1+ec)

Bu denklem, x,merkezli 1+¢c sabit hizina ve 3c genligine sahiptir. Daha Onceki

calismalarla Karsilastirabilmek igin [—40,60] araliginda parametreler ilk olarak
c=h=At=0.1 ve ikinci olarak ¢=0.03, h=At=0.1 alindi. Degismezlerin tam
degerleri ¢ =0.1icin 1, =3.9799497, 1, =0.81046249 ve |, =2.579007, c=0.03igin

I, =2.1094074, 1, =0.127302 ve 1,=0.388806 olarak bulunur. Simulasyonlar, hata

normlarimi ve ii¢ korunmus niceligi elde etmek i¢in t =20 zamanina kadar ¢alistirildi.
Farkli ¢ degerleri i¢in elde edilen veriler Tablo 3.1 ve Tablo 3.2 de verildi. Bu tablolar,

yontemimizle elde edilen hata normlarinin digerlerinden daha kiiciik oldugunu ve zaman

arttikca degismezlerimizin neredeyse sabit oldugunu agik¢a gostermektedir. Tablolardan,
¢ =0.1igin I, degismezinin baslangi¢ degerinden 4.31x10™° ten daha az degistigi 1, ve
I, degismezlerininse  baglangi¢  degerlerine gore hi¢  degismedigi ve

c=0.03icin I, I,, I, degismezlerinin baslangi¢ degerlerine gore sirasiyla

2.41x107°,9x107 ve 2.2x10° dan daha az degistigi goriilmektedir. Ayrica,
degismezlerdeki degisiklikler tam degerleri ile uyumludur. Bilgisayar ¢aligmasi siiresince

L,ve L, hata normlari yeterince kiiciik olarak elde edilmistir. Bu nedenle yontemimizin

yeterince uygun oldugunu sdyleyebiliriz. Sekil 3.1 t=0, 10, 20 anindaki ¢oztimleri
gostermektedir. Goriildiigii gibi, tek soliton dalgalar sabit bir hizla saga dogru hareket
etmekte ve beklendigi gibi artan zaman adimlarinda genligini ve seklini korumaktadir.
Baslangicta, ¢ = 0.1 icin soliter dalganin genligi 0.30000 diir ve en biiyiik degerini X =0
da almaktadir. t =20 de, dalganin genligi 0.29997 olup dalganin merkezi x =22 dedir.
¢ =0.03 i¢in soliter dalganin genligi 0.08999 dur ve en biiyiik degerini x=0 da
almaktadir.t = 20 de dalganin genligi 0.08999 olup dalganin merkezi x =20.6 dir.
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Bu nedenle, [0,20] zaman araliginda genliklerdeki mutlak fark sirastyla 3x10™ ve 0
olarak olgulur. Sekil 3.2 de ¢=0.1ve 0.03 farkli zamanlarda elde edilen hata miktari
gosterilmektedir. Hata sapmalari ¢=0.1 i¢in -8x10™° ile 1x10™ ve ¢=0.03 icin

—4x10™ ile 4x10™ arasinda degisir.

Tablo 3.1. Tek dalganin farkli zaman adimlarida c=h=At=0.1 icin [-40,60]
araliginda elde edilen degismezler ve hata normlari

Metod Zaman |, I, I L, x10° L, x10°
Septik 0 3.9799264  0.8104627  2.5790082 0 0
Kollokasyon
4 3.9799532  0.8104627 2.5790082  0.0459217  0.0179172
3.9799717  0.8104627  2.5790082  0.0903127  0.0361521
12 3.9799860  0.8104627  2.5790082  0.1329449  0.0530899
16 3.9799910  0.8104627 2.5790082  0.1730352  0.0680887
20 3.9799695 0.8104627 2.5790082  0.2113133  0.0818479
h=0.05 20 3.9799843  0.8104621 25790061  0.2193390  0.0823461
h=0.01 20 3.9800054 0.8104616 2.5790045  0.2346357  0.0876049
Galerkin  ikinci 20 3.97989 0.810467  2.57902 0.220 0.086
dereceden
(h=0.1)[25]
Sonlu fark 54 4.41219 0.897342  2.85361 196.1 67.35
(h=0.1)[25]
[26] 20 3.98203 0.808650  2.57302 4.688 1.755
[27] 20 3.96160 0.804185  2.55829 0.018 1.566
[28] 20 3.98206 0.811164  2.58133 0511 0.198
[29] 20 3.97988 0.810276  2.57839 0.30 0.116
[31] 20 3.97988 0.810465  2.57901 0.219 0.086
[35] 20 3.97988 0.810461  2.579 0307172 0.117734
[37] 20 - - - 0.20 0.078
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Tablo 3.2. Tek dalganin farkli zaman adimlarinda

[—40, 60] araliginda elde edilen degismezler ve hata normlari

c=0.03, h=0.1, At=0.1 ic¢in

Metod Zaman 1, I, I, L, x10° L, x10°
Septik 0 2.1070646  0.1273018  0.3888045 0 0
Kollokasyon 4 2.1084334  0.1273019 0.3888061  0.15006771  0.19652671
2.1093708 0.1273021 0.3888070  0.30962660  0.29397281
12 2.1099722  0.1273023 0.3888075  0.44953010  0.34225072
16 2.1101033 0.1273025 0.3888077 0.55766109  0.36615936
20 2.1094796  0.1273027 0.3888067 0.65311575 0.41868081
h=0.05 20 2.1105225 0.1273030 0.3888079  0.88555502  0.41872161
h=0.125 20 2.1091488 0.1273027 0.3888064  0.58532273  0.41865389
[35] 20 2.10460 0.127302 0.388802 0.562458 0.431512
[36] 20 - - - 9.40151 3.54203
i
030+
1254 0ng =
0204 006 -
g; 154 é o
10
2=
10 oM

Sekil 3.1. Tek solitary dalganin c=h=At=0.1 ve ¢=0.03, h=At =0.1 parametreleri
Icin —40 < x <60 araliginda t =0, 10ve 20 zaman adimlarindaki hareketi
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Sekil 3.2. Tek solitary dalganin c=h=At=0.1 ve ¢=0.03, h= At =0.1 parametreleri
icin —40 < x <60 araliginda t =20 zaman adimindaki hata dagilimi

2. Durum

Bu durumda, (1.6.1) ile verilen denklem icin U — 0, X — oo sinir kosullar1 ve

U (x,0) = sech? B} (3.21)

baslangic kosulu ile ele alindi. Bu durum ig¢in bu problemin tam ¢oziimi

u (x,t):sechz[g—%} dir. (3.22)

Hesaplamalar i¢in, farkli konum ve zaman adimlarinda bilgisayar programi [—40, 100]

araliginda t =40 zaman adimina kadar ¢aligtirildi. Tablo 3.3 te L,, L, hata normlar
I, 1, ve I, degismezlerinin degerleri ile onceki calismalarla yapilan karsilagtirmalar

birlikte verilmistir. Bu tablo, yontemimiz tarafindan elde edilen hata normlarinin

digerlerinden daha kii¢iik oldugunu ve zaman arttikca degismezlerimizin neredeyse sabit

kaldigini agik¢a gostermektedir. Tablodan, |, ve |, degismezlerinin baglangic degerlerine

gbre 1x107" daha az degistigi ve I, degismezinin ise hala degismedigi acgik bir sekilde
goriilmektedir. Ayrica, degismezlerdeki degisiklikler tam degerleriyle uyumludur.
Bilgisayar ¢aligmast siiresince L, veL_ hata normlar yeterince kiigiik olarak elde edildi.

Bu nedenle, yOntemimizin yeterince uygun oldugunu soyleyebiliriz. Sekil 3.3
t=0, 5,10, 15, 20, 25, 30, 35 ve 40 zaman adimlarindaki ¢oziimleri gostermektedir.
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Gorildugi gibi, tek soliton dalga sabit bir hizla saga dogru hareket etmekte ve beklendigi
gibi artan zaman adimlarinda genligini ve seklini korumaktadir. Baslangicta

h=0.05 ve At =0.025 igin, solitary dalganin genligi 0.99995 dir ve en biiyiik degerini
x=0 da almaktadir. t=40 anindaki genligi x=53.35 civarinda 0.99995 dir. Bu
nedenle, [0, 40] zaman araliginda genliklerdeki mutlak fark sirastyla 4x10™ ve O olarak
bulunur. Farkli zamanlarda ki hata sapmasi Sekil 3.4 te verilmistir. Hata sapmasi

—-3x107*ve 3x10™* arasinda degismektedir.

Tablo 3.3. Tek dalgamin farkli zaman adimlarinda h=0.05, At =0.025 igin [-40,100]

araliginda elde edilen de§ismezler ve hata normlari

Metod Zaman L, L, I, I, I

h=0.2,At=04 10 0.03187463 0.01469148 8.0000009 5.5999998 20.2663292
20 0.05466544 0.02323583 8.0000010 5.5999998 20.2660683
30 0.07362302 0.03019023 8.0000010 5.5999998 20.2659488
40 0.09120663 0.03668291 8.0000010 5.5999998 20.2658946

[44] 40 - 0.10976282

h=At=0.1 10 0.00202237 0.00093646 8.0000021 5.6000010 20.2666693
20 0.00346138 0.00147827 8.0000021 5.6000010 20.2666683
30 0.00472296 0.00193615 8.0000022 5.6000010 20.2666676
40 0.00595841 0.00239601 8.0000022 5.6000010 20.2666676

[44] 40 - 0.00747237

h=0.05At=0025 10 0.00011498 0.00005449 7.9999964 5.6000010 20.2666706
20 0.00027249 0.00010719 7.9999965 5.6000010 20.2666705
30 0.00045131 0.00017379 7.9999965 5.6000010 20.2666705
40 0.00062752 0.00023925 7.9999966 5.6000010 20.2666705

[ 44] 40 - 0.00046983

h=0.2,At =0.01 10 0.00002319 0.00001037 8.0000009 5.5999998 20.2666659
20 0.00001037 0.00001147 8.0000010 5.5999998 20.2666659
30 0.00002208 0.00000752 8.0000010 5.5999998 20.2666659
40 0.00002593 0.00001052 8.0000010 5.5999998 20.2666659

[37] 20 0.00060007 0.00031641
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Sekil 3.3. Tek solitary dalganin h=0.05,At =0.025 parametreleri i¢in —40 < x <100
araliginda t =0,5,...,40 zaman adimlarindaki hareketi

3.0x107 4
2,0x10™ 4

1.0x107 =

0.0

Hata
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-3.0x107 T T T T T T 1
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Sekil 3.4. Tek solitary dalganin h =0.05, At =0.025 parametreleri i¢cin —40 < x <100
araligindaki hata dagilimlar
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3.4.2. Iki Solitary Dalganin Etkilesimi

Bu kisimda (3.1) ile verilen BBM-Burgers denklemi igin, farkli genliklere sahip ve ayni
yonde hareket eden iki solitary dalganin etkilesimi g6z onitine alinmistir. Farkli

genliklerdeki iki iyi ayrilmis solitary dalga i¢in baslangic sart1

U(x,O):injsechz[kJ(x—xj)], (3.23)

j=1

4k?
seklinde olup burada k; =0.4,k, =0.3, x, =15ve d, = . 4Jk2 , =12 dir.
]

Sayisal hesaplamalar i¢in h=0.05, At =0.025, —40< x <100 parametreleri alindi. Bu
parametreler, etkilesimi mimkiin kilmak i¢in X=15ve x=35 civarinda sirasiyla
5.33337 ve 1.68758 farkli genliklere sahip tek solitary dalgalar tretir. Hesaplamalar

t =25 zamanina kadar yapildi ve iki tek dalganin etkilesiminin davranis1 Sekil 3.5 te

gosterilmistir.

Uizt

-3 =20 n 0 An L] Lo 102

Sekil 3.5. t=0,5,...,25 zaman adimlarinda iki solitary dalganin girigimi
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3.4.3. Ug Solitary Dalgamin Etkilesimi

Bu boliimde, farkli genliklere sahip ve ayni yonde hareket eden {i¢ solitary dalganin
etkilesimi incelenmistir. (3.1) ile verilen BBM-Burgers denklemi igin, farkli genliklere
sahip ii¢ 1yl ayrilmis tek dalga
3
U (x,0)=;3djsech2[kj(x—xj )] (3.24)
seklinde baslangigc sartina sahip olup burada k; =0.39, k, =0.30, k, =0.25,
2

4k .
x, =10, x, =28, x,=52 ve d, :1—4Jk.2 , j=1,2,3dlr. Ug¢ solitary dalganin
]

etkilesimini saglamak i¢in, —40 < x <100 araliginda h=0.05, At =0.025 parametreleri
secildi. Bu parametreler sirasiyla, 4.65926, 1.68755 ve 1.68750 degerlerine sahip tek
dalgalar belirtir. Similasyonlar t =25 zamanina kadar ¢alistirildi ve tig¢ soliter dalganin

etkilesimi hareketi Sekil 3.6 da gosterildi.

L=, 1h

Sekil 3.6. t =0,5,...,25 zaman adimlarinda ii¢ solitary dalganin girigimi
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4, BOLUM

SONUCLAR

Bu calisgmada, BBM-Burgers denklemine kiibik B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak
lumped Galerkin sonlu eleman yontemi uygulanmis olan [52] ve [57] referans numarali
makaleler incelenmistir. Hesaplamalar tam ¢6zlimii bilinen tek solitary dalga ile etkilesim
sliresince tam ¢6zumi bilinmeyen iki, ti¢ solitary dalga ve undular bore dalgalarin
gelisimi icin yapilmistir. Galerkin yontemiyle elde edilen ¢oziimlerin varligi ve tekligi
gosterilmistir. Konumsal yaklagim i¢in Galerkin sonlu elemanlar algoritmasinin kararlilik

analizi ayrintili olarak gdsterilmistir.

Ayrica bu ¢alismada BBM-Burgers denkleminin sayisal ¢oztmlerini elde etmek igin
septik B-spline kollokasyon sonlu eleman yontemi kullanilmistir. Sayisal hesaplamalar
tam ¢6zimd bilinen tek solitary dalga ile etkilesim sirasinda tam ¢éziimleri bilinmeyen

iki ve ti¢ solitary dalganin etkilesimini gostermek igin yapilmistir.

Her iki yontem icin kararlilik analizi yapilarak yontemin kosulsuz olarak kararli oldugu
gosterilmistir. Yontemin dogrulugu hem L, hem de L, hata normlari ve degismez
buydklikler 1,,1, ve 1, ile incelenmistir. Elde edilen sayisal sonuglar, hata normlarinin

yeterince kiiciik oldugunu ve bilgisayar programinin ¢alismasi siiresince degismezlerin
hemen hemen sabit kaldigin1 gostermektedir. Sayisal algoritmamizin ele alinan denklem

icin literatiirde bulunan diger sonuglara gore daha iyi sonuglar elde edildigi s6ylenebilir.

Sonug olarak, BBM-Burgers denklemi ile temsil edilen genis uygulamalari olan fiziksel
problemler icin kibik B-spline Galerkin sonlu eleman yéntemi ile septik B-spline

kollokasyon yontemi dogru, pratik ve gicli yontemlerdir.
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