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Bu tez yedi bolimden olugsmaktadir. Birinci boliimde, kesir mertebeli tiirev ve doguran
cekirdekli Hilbert uzayr metodu hakkinda tarihsel gelisim ve literatiir taramasi
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boliimde, lineer olmayan ¢oklu mertebeden kesirli tiirev iceren ¢ok noktali baslangig-
sinir deger problemlerinin nlimerik ¢dziimlerini elde etmek icin ek baz kullanilarak
Legendre doguran cekirdekli Hilbert uzayr metodu uygulanmistir. Altinct bolimde,
lineer ve lineer olmayan Volterra ve Fredholm integro-diferansiyel denklemlerin
niimerik ¢ozlimleri i¢in ek baz yontemiyle Legendre doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayi
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1. BOLUM
GIRIS

Diferansiyel denklemler fiziksel olaylarin anlagilmasinda ve modellenmesinde olduk¢a
onemlidir. Bu nedenle miihendislik, fizik, astronomi, biyoloji, kimya, ekonomi, tip ve
sosyal bilimler gibi bir¢ok bilim alaninda 6nemli bir yer tutmaktadir. Diferansiyel
denklemlerin niimerik ¢éztimleri yalnizca temel diizeydeki denklemler i¢in miimkiinken
daha karmasik yapidaki denklemlerde bu durum genellikle miimkiin olmayabilir. Bu
sebeple diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri, iizerinde calisilan modelin nitel

ve nicel sonuglarinin bulunmasinda biiyiik bir Gneme sahiptir.

Uzun yillar boyunca tamsay1 mertebeden tiirev igeren diferansiyel denklemlerin analitik
ve niimerik sonuglar iizerine ¢alisan bilim insanlari, ilk defa 1695 yilinda Leibniz’in
L’Hospital’e yazdigi mektupla tiirev operatoriiniin mertebesinin  kesirli olmasi
durumunda ne olacagi sorusuyla karsilasti. Liouville, Griinwald, Letnikov ve Riemann
kesirli mertebeden tiirev operatorii iizerinde caligmalar yaparak teorinin gelismesine
biliyiik katki sagladilar. Kesirli mertebeden tiirev sayesinde miihendislik, fizik,
akiskanlar dinamigi, akiskanlar mekanigi, dinamik sistemler, kontrol teorisi, 1s1
transferi, petrol sanayisi gibi bir¢ok bilim alaninda yapilan calismalarda modellenen
yapinin davraniglarini ve siireci daha iyi ifade ettigi goriildii. Bu tez calismasinda,
kesirli mertebeden tiirev iceren diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimlerini sonlu ve

sonsuz boyutlu doguran ¢ekirdekli Hilbert uzaylarinda bulunmasi amaglandi.

Doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayi, ilk defa 1907 yilinda Zaremba tarafindan harmonik ve
biharmonik fonksiyonlarin sinir deger problemlerinin ¢6ziimiinde ele alindi [1-2]. Bu
calisma ile birlikte doguran ¢ekirdek kavrami ve cekirdegin dogurma ozelligi ifade
edildi. Zaremba’nin ¢alismasindan kisa bir siire sonra 1909 yilinda Mercer, bu teoriyi
pozitif tanimli ¢ekirdekler adi altinda genisletti ve integral denklemlerin siirekli

¢ekirdekleri igin

> k(v 2 0 (1.1)
ij



esitsizligini buldu [3-4]. Mercer’in yaptig1 caligmalar1 daha da ileri tagiyan Moore,
1916°dan 1939 yillina kadar Mercer’in yaptigr ¢alismalar1 ilerletip bu cekirdekleri
pozitif Hermityen matrisi adi1 altinda ¢alist1 ve integral denklemlerin genellestirilmis bir
haline uyguladi. Moore, arastirmalar1 sonucunda her bir Hermityen matrisine bir Hilbert

uzayinin karsilik geldigini ve ¢ekirdek fonksiyonunun

f) ={f(x),K(x,y)) (1.2)
esitligi ile dogurma 6zelligine sahip oldugunu gosterdi [5-6].

Doguran g¢ekirdek teorisi 1920-1940 yillar1 arasinda Bergman tarafindan ilerletilerek bir
ya da daha fazla degiskenli analitik ve harmonik fonksiyonlarin ¢ekirdeklerini olusturup
bunlart eliptik kismi diferansiyel denklemlerin sinir deger problemlerinin ¢oziimii i¢in

kullandi. Bu dénemde kullanilan gekirdeklerin ¢ogu Bergman ¢ekirdekleridir [7].

Bochner, 1933 yilinda yaptigi ¢alismada pozitif tanimli fonksiyonlar adi altinda Fourier
dontisiimii torisinde uygulama yapmak amaciyla x degiskenine bagl ¢(x) stirekli

fonksiyonunu ele alarak pozitif taniml ¢ekirdek olma sartin1 saglayan

k(x,y) = ¢(x —y) (1.3)
cekirdegini kullandi [8].

1950°’li yillara gelindiginde Aronszajn, doguran cekirdek teorisini genel anlamda
toparlayarak daha sistematik bir hale getirdi [9]. Schwartz, 1964 yilinda bu teoriyi
biiyiik 6l¢iide genisletti [10].

21. ylizyilin baslarindan itibaren doguran ¢ekirdek teorisi bir¢ok bilim insan1 tarafindan
farkli tiirdeki denklemlere uygulandi. Doguran cekirdekli Hilbert uzayr (RKHS)
metodunu, Yang ve Cui lineer olmayan integro-diferansiyel denklemlere [11], Yu-lan
ve Lu degisken katsayili kismi diferansiyel denklemlere uyguladi [12]. Ayni yilda Cui
ve Lin, yayinladiklan kitapta doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayr metodu ile ilgili genis
kapsamli bilgiler vererek literatiire biiyiik katki sagladilar [13]. RKHS metodunu Yang
ve Lin, ikinci mertebeden lineer hiperbolik baslangi¢ smir deger problemine [14], Mu

ve Du, lokal olmayan siir sartlarina sahip parabolik denkleme [15], Li ve Cui, tek



boyutlu degisken katsayili Burgers denklemine [16], Lin ve Zhou, lokal olmayan
baslangi¢ sinir sartlarina sahip reaksiyon-difiizyon denklemine [17], Yao, integral sinir
sarthi lineer olmayan hiperbolik telgraf denklemine uyguladilar [18]. Jiang ve Lin, iki
farkli ¢alismanin birinde kesirli mertebeden adveksiyon-dispersiyon denklemi diger
caligmada ise kesir mertebeli telgraf denklemine uyguladilar [19-20]. Wang ve
arkadaglari, RKHS metodunu her biri farkli bir ¢alisma olmak {iizere singiiler pertiirbe
kismi diferansiyel denkleme, klasik olmayan sinir sartlarimin kabul edildigi Kkesirli
mertebeden tiireve sahip kismi diferansiyel denkleme uygulayip farkli bir
calismalarinda ise singiiler pertiirbe kismi diferansiyel denklemine RKHS metodu ve
pertiirbasyon metodunu uygulayarak elde edilen sonuglarin karsilagtirmasini yaptilar
[21-23]. Li ve Wu, her biri farkli ¢alismalar olmak {izere lokal olmayan sinir sartlarina
sahip parabolik denklemlere ve degisken kesirli mertebeden fonksiyonel siir deger
problemlerinin yaklasik ¢6ziimlerini bulmak i¢in RKHS yontemini kullandilar [24-25].
Mohammadi ve Mokhtari, genellestirilmis regiiler uzun dalga denklemi ve lineer
olmayan kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri i¢in RKHS metodunu
kullandilar [26-27]. Akgiil ve arkadaslar1, bir boyutlu sine-Gordon denkleminin niimerik
¢ozliimii i¢in RKHS metodunu kulland1 [28]. Arqub yaptig1 farki ¢alismalarda, baslangic
ve Neuman simir sartli kesirli mertebeden tiirev igeren kismi diferansiyel denklem ile
baslangic ve Robin sinir sartlari igeren zaman kesir mertebeli kismi diferansiyel
denklemlerin yaklagik ¢oziimlerini elde etmek i¢in RKHS metodunu kullandi [29-30].
Mei ve arkadaslari, gecikmeli impalsif diferensiyel denkleme [31], Geng ve arkadaslari
singiiler pertiirbe parametresi i¢eren tek boyutlu baslangic Bratu denkleminde sinir
deger problemi i¢in RKHS yontemini kullandilar [32]. Sakar, Ricatti denklemine iteratif
doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayr metodunu uygulayarak niimerik sonuglar1 elde etti
[33]. Sakar ve arkadaslari, doguran cekirdekli Hilbert uzayi yonteminde shifted
Legendre polinomlarini kullanarak yonteme yeni bir bakis acist getirip bu teknigi kesirli
mertebeden tiirev igeren Bratu denklemine uyguladilar [34]. Sakar ve Saldir, ¢oklu
mertebeden kesirli tiirev iceren lineer olmayan ii¢ noktali baslangig-sinir deger
problemine doguran g¢ekirdek metodunda shifted Legendre polinomlarini kullanarak

yaklagik ¢6ziimii insa ettiler [35].



2. BOLUM
TEMEL TANIMLAR VE ON BiLGILER
2.1 Kesir Mertebeli Tiirev Hakkinda Baz1 Temel Bilgiler
Tamim 2.1. Gama fonksiyonu (I"), p > 0 olmak iizere
r'(p) = fooo xP~le *dx (2.1)
seklinde ifade edilir [36].

Tamim 2.2. Bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu E, (p) ve iki parametreli Mittag-
Leffler fonksiyonu E; 4 (p) sirastyla

d k
E,(p) = Zm a>0 (2.2)
k=0
ve
Eop(p) = Z e R (2.3)
k=0

seklinde tanimlanir [37].

Tanmm 2.3. f € C[a, b] ve a = 0 olmak iizere, f(p) fonksiyonunun a mertebeden sol

tarafli Riemann-Liouville integrali

p
1 -1
O = s Of (-0 f®)dt,  a<p<b (24)

seklinde gosterilir [37].

Tanim 2.4. f € C[a,b] ven—1 < a <n,n € N olmak iizere f(p) fonksiyonunun «

mertebeden sol tarafli Riemann-Liouville tirevi



n

d
Df(P) = UG *f@)],  a<p<b 25)
olarak ifade edilir [37-39].

Tamm 2.5. f € AC"[a,b] ven —1 < a <n, n € N olmak iizere f(p) fonksiyonunun

a mertebeden sol tarafli Caputo tiirevi

)
f® (1) } 26)

DEF(p) = Ji=tf ™ (p) = — _at
-a|) o-ow

seklinde ifade edilir [37-39].

2.2 Doguran Cekirdek Uzay1 ve Doguran Cekirdek Fonksiyonu icin Bazi Temel
Bilgiler

Tamm 2.7. F, C (kompleks sayilar cismi) tizerinde bir vektoér uzayi olsun. (.,.): F X
F — C fonksiyonu asagida verilen sartlarin1 sagliyorsa (.,.) dontisimii F de bir i

carpim olarak adlandirilir.
a)Vx €Figin{(x,x) =0 x=0.
b)V x € Figin{(x,x) =0
C)Vx,y € Ficin (x, y) = (y,x)
d)Vx,y € Fvey € Cigin (yx,y) = y{x,y)
e) Vx,y,z € Figin{x +vy,z) =(x,z) + (y, z).

Eger (.,.) fonksiyonu F vektor uzayi tizerinde bir i¢ ¢arpim ise (F,(.,.)) ifadesine ig

carpim uzayi denir [40].

Tamim 2.8. (F,(.,.)) uzayl, lizerinde taniml1 i¢ ¢arpim metrigine gore tam ise bu uzaya

Hilbert uzay denir [41].



Tanmm 2.9. (F,(.,.)) uzaymnda bulunan herhangi x,y vektorii i¢in (x,y) = 0 esitligi
saglaniyorsa bu vektorlere ortogonaldir denir. (F,(.,.)) uzaymnda ortogonallik "L1"

sembolii ile gosterilir [42].

Tamm 2.10. H,, H, Hilbert uzaylari ve P € L(H;, H,) olsun. Her x € H; ve y € H, igin
(Px,y) = (x, P*y) olacak sekilde siirekli lineer P* operatoriine P’nin Hilbert adjointi
denir. Eger P* = P veya her x,y € H; ve P € L(Hy, H,) i¢in (Px,y) = (x, Py) ise P’ye

self adjoint operator denir [40].

Tamm 2.11. H, bir Hilbert uzay: olsun. i # j igin (e;, ;) = 0 ve Vi icin (e;, e;) = 1

ozelligine sahip {e;} dizisine ortonormal dizi denir [41].

Tanim 2.12. H, bir Hilbert uzay1 olsun. Bu uzaydaki {e;} ortonormal dizinin tam olmasi

icin gerek ve yeter sart Vi i¢in (x, e;) = 0 ise x = 0 olmasidir [41].

Tammm 2.13. X, normlu bir lineer uzay olsun. f:X - F (F=C ya da F=R)
operatoriine fonksiyonel denir. Eger bu fonksiyonel lineer ise lineer fonksiyonel denir
[41].

Tamim 2.14. H, bir fonksiyonel Hilbert uzay: olsun. E;: H = F doniistimiine lineer
hesaplama fonksiyoneli (evaluation functional) denir. Bu dontisiim E;(f) = f(t) olarak
ifade edilir [43].

Teorem 2.1. (Riesz Temsil Teoremi) H, fonksiyonellerin bir Hilbert uzayi olsun.

f:H — C smurh lineer bir fonksiyonel ise her x € H igin f(x) = (x, hf) olacak sekilde
tek bir hy € H vardir ve ||k || = ||l dir [41].

Tamm 2.15. A, H Hilbert uzaymn kapali bir alt uzay1 olsun. A+, A’ nin ortogonal
tiimleyeni olmak iizere H = A @ A*, yani H hilbert uzay1 A ile A+ direkt toplami
seklinde ifade edilebilir. a € A, b € At ve ¢ €H i¢in ¢ = b+ a yazilir. Buradan
P:H - H olmak tizere Pc = ¢ seklinde tanimlanan lineer operatére H’nin A {izerine

ortogonal projeksiyonu denir [44].



Teorem 2.2. H Hilbert uzay1 ve P*, P’nin self-adjoint operatorii olmak tizere P: H - H
lineer operatoriin ortogonal projeksiyon olmasi i¢in gerek ve yeter sart P = P* = P2

olmasidir [44].

Tamim 2.16. (Gram-Schmidt Siireci) X bir i¢ carpim uzay1, (u,) ise bu uzayda lineer

bagimsiz vektorlerin dizisi olsun.

v1 = u1 (27)

" (28)
X1 = .
L el

birim vektor olmak tizere (vy) dizisi

k-1

Vg = U — Z(uk'xn)xn (2.9)
n=1

X = —E k=23 (2.10)
Tl '

seklinde verilir. Timevarim yontemi ile bu dizisinin ortonormal oldugu gosterilebilir.

V1, Uy, ..., Uk vektorlerinin ortogonal olduklarini kabul edelim. Bu durumda,

(v2, 1) = (uy — (Up, X1 )uyq)

= (uy, ug) — Uy, X1 ){x1, Uy) (2.11)
_ _ (ug, us Muq, uy) _
- <u2;u1) ”u1”2 - O

elde edilir.

Herhangi bir m < k igin

Zﬁ;auk, vn)(”n; vm) _ (u - ) (uk; vm)(”m; vm)
= Kk —_
v, 112 o v 112

Vi, Um) = (Up, V) — =0.(2.12)

Elde edilen bu denklem sayesinde v;,v,, ..., vy vektorlerinin ortogonal oldugu ifade

edilir. (v,) dizisi ortogonal ve (x,) dizisi ortonormaldir [42].



Tamm 2.17. X bir metrik uzay olsun. A € X ve A =X ise A kiimesi X uzaymnda

yogundur denir. Bu durumda X’in her noktasi A’nin bir limit noktasidir [45].

Tamim 2.18. X bir metrik uzay olsun. X uzayinin sayilabilir yogun bir alt kiimesi var ise

bu uzaya ayrilabilirdir denir [45].

Tamm 2.19. 1 < p < o Ve (x,) € L, i¢in L, Ve [|x, ]|, sirasiyla

Ly = {(x,m Dl < oo} (2.13)
nlly = O 12alP) 7 (214)
n=1

olarak ifade edilir. ||. |[,, operatdrii [,,’de bir normdur ve standart norm olarak adlandirilir

[46].

Tanim 2.20. 1 < p < oo ve X = [a, b] olmak iizere LP[a, b] uzay
b

LP(X) ={f:f olgiilebilir ve f |fIPdu | /P < oo (2.15)
a

seklinde ifade edilir. Lebesgue olgiisiine gore |f|P’nin integrali alinmaktadir. LP[a, b]

uzay1 f € Cla, b] i¢in

b
Il = | [1rcorax | e 2.16)

normu ile bir normlu uzaydir [46].

Teorem 2.3. (Sobolev Gomiilme) T, R™’in tamim kiimesi ve T*, T ile k — boyutlu ve
n — diizleminin kesigiminden elde edilmis bir kiime olsun 1 < k < n. Dolayisiyla
TK=T olur. j>0,1>0, j,lEZ ve 1 <p <o olsun T koni dzelligine sahip ise

asagida verilen gomiilmeler olusur.



a) Ip<nven—-Ilp<k<nveyap=1ven—-I<k<nise

| | T
WD) > W/ (D), p<q<p' =72 2.17)

ozel olarak

n
WD) S LID),  p<qsp =T (218)

olur.

b) 1<k<nvelp=nisep <q < o igin

W (D) & W (D) (2.19)
olur.

c) lp>nveyal=nvep =1ise

w)((D) o ¢} (D) (2.20)
ayrica 1 < k < noldugundan p < q < o ise

W' (D) & W (D) (2:21)
olur. Ozel olarak p < q < o i¢in

W (D) & L1(D) (2.22)
olur [47].

Teorem 2.4. Her H Hilbert uzay: yansimalidir [40].
Tanim 2.21.
H = {f(n): f (n) reel veya kompleks degerli bir fonksiyon,n € X} (2.23)

kiimesi, (f (1), g(n))y i¢ carpimu ile tanimli bir Hilbert uzay1 olsun. Eger her y € X ve
her bir f(n) € H icin (f(n),R,(m)y = f(y) esitligini saglayan R,(n) € H varsa



R,(n) fonksiyonuna H Hilbert uzaymin doguran cekirdegi ve H Hilbert uzayna da
doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayi denir [48].

Teorem 2.5. H doguran g¢ekirdekli bir Hilbert uzayi ve R,, , H Hilbert uzayiin doguran
cekirdegi olsun. R, (1) = R, (y) saglamyorsa R, doguran ¢ekirdegi simetrik esleniktir
denir [48].

Ispat. I¢ carpim ve dogurma &zelligi kullanilarak,

Ry(m) = (Ry (), Ry()u = (Ry (), Ry( e = Ry (¥) (2.24)
esitligi elde edilir. Bu durum ispati tamamlar.o

Teorem 2.6. H doguran ¢ekirdekli bir Hilbert uzayr olsun. H uzaymin doguran
cekirdegi i¢ carpima gore tektir [49].

Ispat. R, () ve Q,(n), H Hilbert uzaymin farkli iki doguran gekirdegi olsun. Bu

durumda

Qy(m) =(Qy(), Ry( u = (Ry(.), Qy()u = Ry(¥) = Ry(n) (2.25)
esitligi sayesinde ispat tamamlanir.

Teorem 2.7. H doguran ¢ekirdekli bir Hilbert uzayr ve R, onun g¢ekirdegi olsun.
V1 € X i¢in Ry () = 0 dir. Ayrica R, (n) = 0 & H = {0} dir [48].

Ispat. Doguran ¢ekirdek fonksiyonu tanimindan yararlanarak
2
esitligi sayesinde ispat tamamlanir. O

Teorem 2.8.n; € X ve B; € Cigin

n
Z Ry (m)BiB; 20,  ij=1,..n (2.27)

ij=1

10



ise R, (1) doguran ¢ekirdegi pozitif yar: tanimli ¢ekirdektir [48].

Teorem 2.9. H Hilbert uzaymnin doguran g¢ekirdekli bir uzay olmasi igin gerek ve yeter
sart en az birn € X igin |I(f)| = |f(n)| < M olmasidir [48].

Tammm 2.22. f:[a,b] > F ve a<y; <x; <<y, <x, <b olsun. Ve >0 ve
3§ > 0 olmak tizere Y7 |y; — x;| < & i¢in Xim,|f (v;) — f(x;)| < € sartin1 saglayan f

fonksiyonuna [a, b] araliginda mutlak siirekli fonksiyon denir [46].

Onerme 2.1. f fonksiyonu [a,b] aralig {izerinde tamimli mutlak siirekli ise ayni

zamanda siireklidir [48].

Onerme 2.2. [ab] kapali araliginda tanimli f fonksiyonu i¢in 7 € [a,b] olmak
If' (M| < K esitsizligi varsa f(n) fonksiyonu mutlak siireklidir [48].

Sonug 2.1. [a, b] araliginda f'(n) fonksiyonu siirekli ise ayni aralikta f(n) fonksiyonu
mutlak siireklidir [48].

Teorem 2.10 Eger f(n) fonksiyonu [a, b] araliginda integrallenebilir bir fonksiyon ise,

f; f(t)dt fonksiyonu ayni aralikta mutlak siireklidir [48].

Ispat. Integralde mutlak siireklilik tanimi ile keyfi & > 0 igin fE f(t)dt < & dlgimii

m(E) < § olacak sekilde bir § > 0 say1 vardir. {(ay, b,)}r=, kiimesi ikiser ikiser ayrik

Yie1(b; — a;) ozelligini saglayan (ay, by) C [a, b] araliklarinin bir kiimesi olsun. Bu

durumda

o Gk n | bk n bk

kZl aff(t)dt—aff(t)dt =kzzl a{f(t)dt g;a{mt)m

= f If(t)dt] < € (2.28)

Uk=1(ar.br)
olur. Bu durum ispati tamamlar. o

2.3 W3'[a, b] Doguran Cekirdek Uzay:1 ve Doguran Cekirdek Fonksiyonu
11



W3"|a, b] fonksiyon uzay1 ,
Wi [a, b] = {f )|f ™ () mutlak siirekli, f ™ (n) € L*[a,b],n € [a,b]} (2.29)
seklinde olup bu fonksiyon uzayina ait i¢ garpim ve norm sirastyla

f(m),gm) € Wy"[a, b] igin

m-1 b
FPup = Y FO@gO@ + [ £ g™ oy (230)
i=0 .

ve

f llwgn = /(f»f)wzm (2.31)

olarak ifade edilir. Dolayisiyla W™ [a, b] uzay1 bir i¢ ¢arpim uzayidir [48].
Teorem 2.11. WJ™[a, b] uzay1 bir Hilbert uzayidir [48].

Ispat. n = 1,2, ... i¢in f,(n) dizisi Wy"[a,b] fonksiyon uzayinda bir Cauchy dizisi

olsun. Boylece
m-1 5 b 5

o = ally = D [5% (@ = £0@] + [ [55200 = £ )] an " 0(232)
i=0 a

olur. Bu ifadeden,

P @-rP50,  i=01,.,m—-1 (2.33)
ve
b
n—-o0o
f @) — £ @) dn =50 (2:39)
a

12



elde edilir. n=1,2,... olmak iizere her i (0<i<m—1) icin £ (a),R de bir
Cauchy dizisidir ve £ (a) dizisi de L2[a, b] uzayinda bir Cauchy dizisidir. 4; € R icin
tek h(x) € L?[a, b] fonksiyonu vardir bdylece,

lim £%@) -2, i=01..,m—-1 (2.35)
n—-oo
ve
b
tim [ 47 ) = hpIPan - 0 (236)
a
ifade edilir.
m
m—1/1 nn n
g =y Sor-ai+ [ [ . [ reenn (237)
i=0 a a a

oldugunu kabul edilirse. h(n) € L?[a, b] oldugu igin g™ V(1) = Ay + [ h(ndn
fonksiyonu [a, b] tizerinde mutlak siireklidir ve g™ (1) = h(n) € L?[a, b]
seklinde ifade edilir. Bu durum [a, b] araliginin hemen hemen her yerinde dogrudur.

g € W [a,b] ve g®@(a) = 1, i¢in

m—1 b
1) = gl = Y [1°@ - g®@] + [ [0 - g™ )] an
i=0 a

m-1 b
=Y @-a] + [ -hop] ™50 239)
i=0 a

esitliklerinden, WJ"[a, b] fonksiyon uzay:1 Hilbert uzayidir.
Teorem 2.12. W™ [a, b] uzay1 bir doguran ¢ekirdek uzayidir [48].

13



Ispat. W)™ [a, b] uzaymda f, € [a, b] icin bir I(f) = f(n) lineer fonksiyonel olsun.

Boylece

n
FomD() = FOD(g) + f £ () dn (239)
ve

n b
Fm D) < |FmD(@)] + f [Fmmldn < |f ()] + f ™ anldn - (2.40)

olur.her biri (0 <i <m—1) igin

b b % b 2
2 2
[lrmeplan < l(b—a) [lrmeplan| =m | [1rman] dn‘ (241)
a a a
1
m-1 b 2
. 2 2
<Mo| Y [FO@I + [Irmml dn| =Ml llup (242)
i=0 a
esitsizliginden yararlanarak
. _ . 2 2 3
FO@| < [Z Q@]+ L1Fm ) dm | = Ifllwge (2.43)
ifadesi elde edilir. Boylece,
[F =D m)| < Myl fllwn (2.44)

- _ - _ b -
Fm2m)| < |fm2@|+ [1fm P m)dn < [f2 @] + [, [F P m)ldn
ifadesi bulunup (2.43) ve (2.44) esitsizliklerinden yararlanarak

F 2@ < lfllwge + (b — a)Mylifllwge = Mallf e (2.45)

elde edilir. Devam edildiginde

14



(O = 1f ] < Mpllf llwye (2.46)

bulunur. WJ"[a,b] uzaymda I smirli oldugu igin Teorem 2.9°dan yararlanarak

W3 a, b] doguran ¢ekirdekli uzaydir.
2.4. W3'[a, b] Uzayinda Doguran Cekirdek Fonksiyonu R, (7)’nin Bulunmasi

R, (n) fonksiyonu W;"[a, b] uzaymnin doguran cekirdek fonksiyonu oldugunu kabul
edelim. Her bir y € [a, b] ve her bir f(n) € W;"[a, b] i¢in R, (1) fonksiyonu

(f, Ry(Mdwyn = fF¥) (2.47)

esitligi saglamasi1 gerekmektedir. W™ [a, b] tizerinde tanimlanan i¢ garpimdan
m-—
( ) (77)
(F G, Ry (), = Z Fo() T2 j pom ay ) gy (248)

l_

elde edilir. Esitligin sag tarafindaki integral ifadesinde kismi integrasyon kullanarak

- Ryn) _ N iy AR, ()
]f”() = QO R

92 Ry(n)

(D™ f, ) = dx (2.49)

yazilabilir. Degisken doniisiimii sayesinde,

m—1

m-1 Zm i 1R
N i 5 TV 1)’””f(l)(n)aTll(n) (2:50)

i=0 i=0

esitligi elde edilir. Ayrica,
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m—1 .
] aZm—l—lR
(fm),Ry(m) = Z f@(a )l y( “) (_1)m_l_1a772Tii]1@

i=

m-— .
aZm—L—lR (b)
Z —1)m- i- 1f(l)(b)anT_ii'1

i=0

+(— 1)’”ff( ) o Zy,,fn) dn (2.51)

olur. Bu durumda R, (1) doguran ¢ekirdek fonksiyonu (2.51) ile verilen genellestirilmis

diferansiyel denklemin ¢oziimiinden elde edilecektir.

m Ry(n) _
|( D" =@ - ),
9'Ry(a) 92m-i-1p_(q)
{ o GO = 0 (2.52)
| 2m—i-1
K%=O, i=01,..,m—1

R, (1), n # y iken asagida sinir sartlari ile verilen 2m mertebeli sabit katsayili lineer

homojen diferansiyel denklemin

92™Ry (1)
(D"t =0 (2.53)

¢oziimiidiir. (2.53) ile ifade edilen denklemin A?™ = 0 karakteristik denklemi ile 2m

katli A = 0 6z degerine sahiptir. Denklemin sinir sartlari ise

8'Ry(a) 82mM=I=1R, (a)

@y O
airz"—i—lzey(b) . m (2.54)
et = 0,i=01..,m—-1

seklinde alinir. Boylece (2.52) denkleminin genel ¢oziimii
y(n) = erri Cl(y)ni_l; n<y
YD = = i-1 (2.55)
rRy () = XN din* " n >y

olarak ifade edilir.
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Bu denklemler olusturulduktan sonra c;(y) ve d;(y) katsayilar1 hesaplanir.

02T Ry ()
D" =801~ ) (2.56)

olup

8'Ry (¥) _ d'rRy (¥)

= o1 =01,..2m -2 (2.57)
aZm—er (y+) aZm—llR (y—)
(_1)m( anzmill - anzmj—/l ) =1 (2.58)

olur. (2.55) denklemindeki c¢;(y) ve d;(y) katsayilarinin bulunmasi igin (2.57) ve
(2.58) deki 2m denklem, 2m tane sart saglar. (2.54) denklemi 2m tane sinir sarti
sagladigi zaman 4m denkleme elde edilir. Degiskenleri c;(y) ve d;(y) olan bu 4m
denklem lineer denklemlerdir. Bu katsayilar bulundugunda R, (1) doguran gekirdek
fonksiyonu (2.55) denklemiyle elde edilir [48].

2.5. Baz Fonksiyon ve Birinci Tip Shifted Legendre Doguran Cekirdek

Legendre polinomlari, x € FF cismi i¢in, Rodrigues formiilii kullanilarak

n

d
g P D =012, (2.59)

Fu(x) =

seklinde yazilabilir. Legendre polinomlart igin iteratif siireg
Lo(x) =1,

Li(x) = x,

Lo() = 7 (3% — 1),

[zl
2n — 2k)! .
L) = ;f‘”k CEnICEr R (2.60)

17



olup, [n], n’den kiigiik en biiylik tamsayiy1 belirtmektedir.

L, (x) Legendre polinomlarinin ¢oziimleri [—1,1] araliginda olup x — 2x — 1 doniisiimii

uygulanarak ¢o6ziimleri [0,1] araliginda olan B,(x) = L,(2x — 1)

polinomlar elde edilir [50].

shifted Legendre

Tamm 2.23. Birinci tip shifted Legendre polinomlari, [0,1] araliginda ppg41(x) =1

agirlik fonksiyonuna gore

1

(Pa(0), P () = f D101 00 Pa () P () dx
0

0, n #m,
) n=m=0,
R : =m=#=0

2n+1’ a7

seklinde verilen ortogonallik sartin1 saglamaktadir [49-50].

Shifted Legendre polinomlarinin iteratif siireci

Py(x) =1,

P,(x) =2x—1,

(n+ P, 1(x) =2n+1)2x — 1)B,(x) —nPy_,(x),n=1,2,...

seklinde ifade edilir.

2.6. Shifted Legendre Doguran Cekirdek Yaklasimi

(2.61)

(2.62)

Teorem 2.13. {e;}i=,, n boyutlu H Hilbert uzaynin ortonormal bir bazi olsun. H’nin

cekirdek fonksiyonu
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K, (x) = Z e ()T (2.63)

seklinde ifade edilir [48].

Tamim 2.24. P7*[0,1] uzay1 derecesi m’ye esit ya da m’den kiigiik, reel katsayili, [0,1]
lizerinde tanimli polinomlarin agirlikli i¢ ¢arpim uzay: olsun, ¥ u, v € B*[0,1] i¢in i¢

carpim ve norm sirastyla

1

(v = [ proy UG (2.64)
0

lullpy = /(u,u>p;n (2.65)

olarak tanimlanir. Her bir sabit m igin
1

31011 = {11 [ pron@lfoldx < eo (2.66)
0

tammina gére P;"[0,1] uzayr L3[0,1] uzaymn kapal bir alt uzayidir ve Vu,v €

P*[0,1] i¢in
(W, v)pm = (u, V)2 (2.67)
esitligi yazilir [34,51-52].

Teorem 2.14. PJ"*[0,1] fonksiyon uzay1 kendi iizerinde tanimlanan i¢ ¢arpimi ve normu

ile bir RKHS dir [34,51-52].

Ispat. Tamim 2.24’ten yararlanarak PJ"*[0,1] uzayinimn sonlu boyutlu bir i¢ garpim uzayi
oldugu ifade edilir. Her sonlu boyutlu i¢ carpim uzayr Hilbert uzayr oldugundan ve
Teorem 2.13’den P;"[0,1] uzay: bir RKHS dir. o
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Sinir deger probleminin ¢oziimii igin homojen sinir kosullarmi saglayan F;"[0,1]

uzayinin kapali bir alt uzayini tanimlamak yeterlidir.
Tamm 2.25.
m[0,1] = {ulu € P*[0,1],u(0) = u(1) = 0} (2.68)

olsun. °P*[0,1] fonksiyon uzaymin bir RKHS oldugu kolayca goriiliir. Teorem

2.13’den yararlanarak 0Ppm[O,l]’in KJ'(x) cekirdek fonksiyonu

KP () = ) k()R (2:69)

seklinde ifade edilir [34].

Buradaki h;(x), Gram-Schmidt ortogonalizasyon siireci kullanilarak elde edilen tam
ortonormal sistemdir. (2.70) denklemi uygulama i¢in oldukca elverisli olup, Kj*(x)
cekirdek fonksiyonu ve PJ"[0,1] uzayr artan m degerleri i¢in kolayca yeniden

hesaplanabilir.
2.7. Volterra ve Fredholm Integro-Diferansiyel Denklemler

Tamim 2.26. u(x) bilinmeyen fonksiyonunun ayni anda integral ve tiirevini bulunduran
denklemlere integro-diferansiyel denklemler denir. ikinci tip Fredholm ve Volterra

integro-diferansiyel denklemleri sirastyla,

k

Wk (x) = f(x) + A J K(x, Ou()de, uk(x) = d—” k=1 (2.70)
ve

dku
uk(x) = f(x) + /'lJ K(x,Hu(t)dt, u*(x) = L k> 1. (2.71)
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seklinde ifade edilir. Buradaki A sayisal parametre, f(x) ve K(x,t) bilinen fonksiyon
olup K(x,t) fonksiyonuna Fredholm ve Volterra integro-diferansiyel denklemlerin
cekirdegi denir [53].

Tamm 2.27. Integral denklem ya da integro-diferansiyel denklemlerde integral
operatorii igindeki u(x) bilinmeyen fonksiyonunun derecesi bir ise denklem lineer
denklem olarak adlandirilir. Ancak u(x) bilinmeyen fonksiyonunun derecesi birden
farkli ya da igerisinde e*, sinhu, cosu, In(1 + u) gibi lineer olmayan fonksiyonlar

bulunduruyorsa bu tiirdeki denklemlere lineer olmayan denklem denir [53].
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3. BOLUM

BAGLEY-TORViK DENKLEMIiNIN KLASiK DOGURAN CEKiRDEKLI
HIiLBERT UZAYI METODU (K-RKM) VE LEGENDRE DOGURAN
CEKIRDEKLI HILBERT UZAYI METODU (L-RKM) iLE COZUMU

Bu boliimde klasik doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayr metodu ile Legendre doguran
cekirdekli Hilbert uzay1 metodu Bagley-Torvik denklemine uygulanmistir.

Bagley-Torvik denklemi, sert bir plakanin Newton sivisina batirildiginda yaptigi
hareketin incelenmesiyle ortaya c¢ikmustir [54]. Genel olarak kesirli diferansiyel
denklemlerin analitik ¢oziimleri olduk¢a zordur. Bu nedenle yaklasik ve niimerik
yontemler yaygin olarak kullanilir [55-57]. Literatiirde Bagley-Torvik denklemi igin
farkli ¢oziim metotlar1 kullamlmistir. Ray ve Bera, Bagley Torvik denkleminin
baslangic deger problemini Adomin ayristirma metodu kullanarak ¢ozdiiler [58].
Diethelm ve Ford, Bagley-Torvik denklemini sistem haline getirip ve Adams tipi
yaklasimi kullanarak niimerik ¢oziimii elde ettiler [59]. Saadatmandi ve Dehghan,
Legendre operasyonel matris metodunu uygulayarak denklemi ¢ozdiiler [60]. Yiizbasi,
Bagley-Torvik denkleminin sinir deger problemi i¢in Bessel kolokasyon yontemi olarak
adlandirilan birinci dereceden Bessel fonksiyonlarmmin ve kolokasyon noktalarinin
kombinasyonunu uyguladi [61]. Giilsu, Oztiirk ve Anapali, Taylor matris metodu
kullanarak yaklasik ¢oziime ulagtilar [62]. Sakar, Saldir, Akgiil Bagley-Torvik
denkleminin smir deger problemin yaklasik ¢6ziimii i¢in basitlestirilmis doguran

¢ekirdekli Hilbert uzayr metodunu kullandilar [63].

Kesir mertebeli tiirev iceren sabit katsayili Bagley-Torvik denkleminin sinir deger
problemi, Caputo tiirev tanimi1 kullanilarak klasik doguran cekirdekli Hilbert uzay:
metodu(K-RKM) ve Legendre doguran g¢ekirdekli Hilbert uzayr (L-RKM) metodu ile
yaklasik ¢6ziimii elde edildi.

Bagley-Torvik denklemi
aoD?u(x) + alD%u(x) + a,u(x) = c(x) (3.1)

seklinde tanimlanir. Denklemin sinir sartlari
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u(0) = By veu(X) = p; (3.2)
seklinde ifade edilir [63].

Burada c(x) siirekli fonksiyon olup ay, a;, a, reel sabitlerdir. (3.2)’de verilen sinir

sartlar1 kolaylikla u(0) = 0 ve u(X) = 0 seklinde homejenlestirilebilir.

Bagley-Torvik denkleminin, klasik doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayr metodu ile
¢oziilebilmesi i¢in Oncelikle denkleme ait Hilbert uzay1 tanimlanip daha sonra bu uzay
lizerinde i¢ c¢arpim ve norm tamimlanarak doguran c¢ekirdek fonksiyonlari

hesaplanacaktir.
3.1. Doguran Cekirdekli Hilbert Uzaylar
Tamm 3.1. W10, X] Hilbert uzay: asagidaki gibi tanimlanur.

W2[0,X] = {u(x)|u fonksiyonu [0, X] araliginda mutlak siirekli ve u'(x) € L?[0, X],
x € [0,X]}.

W2[0, X] uzayma ait i¢ ¢arpim u(x), g(x) € W3[0, X],

X
(W), gy, = [ [GgE) + (g @] (33)
0

ve norm ise

”ullwzl[o,x] = ,(u; u>W21[O,X] ) (3.4)

seklinde tanimlanir [63].

Teorem 3.1. W[0, X] doguran gekirdekli bir Hilbert uzayidir. Her u(y) € W3[0, X] ve
her bir sabit x,y € [0, X] i¢in (u(y), Kx(¥)wzjox = u(x) olacak sekilde K,(y) €

W3[0, X] tammlanir. K, (y) gekirdek fonksiyonu (3.3) i¢ garpimina gore
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cosh(X — x) cosh(y)

sinh(X) Y=
Kx(y) = cosh(x) cosh(X — y) (3.5)
\ sinh(X) Y X

olarak tanimlanir [63].
Tamim 3.2. W3[0, X] Hilbert uzayz,

W2[0,X] = {u(x)|u,u’,u” fonksiyonu [0, X]araliginda mutlak siirekli ve u'"’ (x) €
L?[0,X], u(0) = 0,u(X) = 0}.

W3[0, X] uzayina ait i¢c carpim u(x), g(x) € W50, X],

X

(U, gy, = uO9(0) + ' (0)g'(0) +uCOGEO + [ WG () (3.6)
0

seklinde ifade edilir. Ayn1 uzay iizerinde tanimlanan norm

”u||W23[O,X] = /(u;u)W;[o,X] (3.7)

olarak ifade edilir [63].

Teorem 3.2. W3[0, X] doguran cekirdekli bir Hilbert uzayidir. Her u(y) € W3[0, X] ve
her bir sabit x,y € [0, X] i¢in (u(y), Rx(¥)wp[ox = u(x) olacak sekilde R,(y) €
W3[0, X] ¢ekirdek fonksiyonu vardir.

R, (y) cekirdek fonksiyonu (3.6) i¢ ¢arpimina gore

Yoyt y<x

Ry( >={ -
I ESe, A0yl x<y

(3.8)

seklinde ifade edilir. Burada c;(x) ve d;(x) asagidaki gibidir.

c;(x) =0,
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x2

co(x) =x — =

cs(x) =0,

cs(x) = —2x—4+%,
c6(x) = = 123;)2)(2 + Flo'
i) =2

2

dp(x) = —§+x—x7,
dy() = -5

ds() = =,

do(x) = _12);2)(2'

Ispat. W3[0, X] uzayinin i¢ ¢arprmindan

(u®), Ry (y)>W23[O,X]
= u(0)R,(0) + w'(0)R,'(0) + u(X)R,(X)

X
+ f u”’(y)R,'C"(y)dy (3.9)
0

esitliginin sag tarafindaki integral ifadesinde kismi integrasyon uygulanarak
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W), Ry wzog
= u(0)R(0) + u' (ORL(0) + uCX)R,(X) + u" (X)RY' (X) — u" (0)RY' (0)
— ' CORLP (X) + ' ()R (0)

X

+ [ wOIRE @)y (3.10)
0

elde edilir.

<u(y): Rx(y)>W23[o,X] = u(x) (3.11)

cekirdek dogurma 6zelligine dayanarak
R.(0) =0,
Rx(0) + R,V (0) =0,

Ry (0) = R,""(0) = 0,

Rx(X) =0,
R, Y (X) =0,
RY'(X) =0,

ifadeleri yazilir.

R @) =8(y —x)
ifadesinde x # y iken
RO () =0

elde edilir. Boyle bir durumda

26



a(y™ y<«x

l

ol
[N

— A —
— —~
Mm

-
1l
[y

Rx()’) =
di(x)y"t x<y

bulunur.

R, ®(x) = 6(x ~y)
ifadesinden yararlanarak
OR,+(x) = OR,-(x),
1R, +(x) = 0 R~ (x),
0%R,+(x) = 0°Ry- (%),
03R,+(x) = 3R~ (%),
0*R,+(x) = 0*R,-(x),

(—1)(8%R+(x) —0'R-(x)) = 1,

(3.12)

denklemleri bulunur. Boylece c;(x) ve d;(x) katsayilari hesaplanip R,(y) ¢ekirdek

fonksiyonu kolaylikla bulunabilir.

3.2. W3[0, X] Uzayinda Yaklagik Coziimiin Olusturulmasi

Burada ilk énce W3[0,X] Hilbert uzayinda yaklasik ¢dziimiin olusturulmasi igin

Bagley-Torvik denklemine ait lineer operatdr secilecektir. Daha sonra gekirdek

fonksiyon ve lineer operatér yardimiyla W3 [0,X] uzaymmn ortonormal bazi elde

edilecek ve denklemin yaklagik ¢6ziimii olusturulacaktir.

L lineer operatoriinii,

L:W3[0,X] - W3[0, X]
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seklinde secelim.

Lu(x) = agD?u(x) + alD%u(x) + a,u(x). (3.14)
Sinir sartlarinin homojenlestirilmesinden sonra Bagley-Torvik denklemi

Lu(x) = g(x),x € [0,X], (3.15)
u(0)=0,u(X) =0

haline gelir. Burada g(x), sinir sartlari homojenlestirildikten sonra elde edilen homojen

olmayan terimleri gostermektedir.

Pi(x) = Ky, (x) (3.16)
ve
Yi(x) = L*¢;(x) (3.17)

fonksiyonlar1 tanimlanip, L lineer operatoriiniin adjointi L* operatoridiir. {;(x)}2,

ifadesini Gram-Schmidt ortogonalizasyon siirecinde Kullanarak

() = Tkt Buthr (%) (B >0,i=123..) (3.18)

esitligini saglayan W3[0, X] uzaymm {p;(x)}2, ortonormal sistemi elde edilir. B

ortogonalizasyon katsayisidir.
Teorem 3.3. L operatorii sinirl bir lineer operatordiir.
Ispat. A > 0 sabit say1 olmak iizere

2 2
||Lu”W21[0,X] < A”u“W23[0,X]
oldugu gosterilir.

W3[0, X] uzaymndaki i¢ carpim ve norm tanimindan yararlanarak
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||Lu||§V21[0'X] = (Lu, L)y (o x) = fox[Lu(x)]2 + [Lu'(x)])%dx
yazilir. Cekirdek dogurma 6zelligi sayesinde
u(x) = <u(y)rRy(x)>W23[O,X]
ve
Lu(x) = (u(), LRy () 10.x]
ifadeleri elde edilir. Boylece

A; > 0 sabit say1 olmak iizere

[Lu(x)| < ||u||W23[0,X]”LRy”WZS[O,X] = Agllullwgiox
yazilir. Dolayisiyla

[ ) )Pdx < XA ulls 0.

ifade edilir. A, > 0 sabit say1 olmak tizere

[(Lw) (0)]* < ), (LRy) ()wpiox

ve

(L)' GO < Meellwz o1 | LR | 310 4y = A2lulluzo g
oldugu icin

(L)' GO < ANl 30049

ve

X r 2 2
fo [(Lu) (x)]zdx S XAZ ”u”W23[0,X]
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ifadeleri elde edilir.
Buradan A = (A% + A%) > 0 oldugu icin

LUl a0y < ST EOT + [Lw) ()1Pdx < X(Ar? + A ullPys00, =

2
A”u” W23[0,X]
elde edilir. Bu durum ispati tamamlar. O

Teorem 3.4. {x;};2, kiimesi [0, X] araliginda yogun ve 1;(x) = Lny(y)|y=x' olsun. O

zaman {i;(x)}52, dizisi W3[0, X] uzayinin tam sistemidir.

Ispat. $i(x) = (L) () = (L*@) (1), Re () = (@i (¥), Ly R () = Lny(Y)|y=xi

yazilabildigi igin ¥; (x) € W;2[0,X] oldugu aciktir. Her bir sabit u(x) € W3[0, X] igin
(u(x),Y;(x))=0, i=12,..

ifadesi gerceklesirse

(u(), L' (x)) = (Lu(.), 9:()) = Lw)(x;) = 0

elde edilir.

{x;}j2, ifadesi [0, X] araliginda yogun oldugundan dolay1

(Lu)(x) =0

yazilabilir. L™! ters operatdriin varligindan u = 0 sonucuna ulasilir. Boylece ispat

tamamlanir. O

Teorem 3.5. Eger {x;}{2,, [0, X]’de yogun ise (3.1) denkleminin ¢6ziimii

u(x) = X2, Zi:l Birg (xx) 'ﬁi(x) (3.19)

seklinde ifade edilir.
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Ispat. Teorem 3.4.’den yararlanarak {1;(x)}2, ifadesi W3[0, X] uzayinin ortonormal

sistemidir. Buradan

w(x) = X721 u(x), i ()04 Wi (%)

= 2121 k=1 Buclu (), Yi 00,4 i (%)

= 2521 D=1 Bur{u(0), L 91 0 ) yiz 0 51 (%)

= 221 Diem1 BurALw(x), @1 () Yz 0,57 (%)

= 221 Die=1 Bt g (), K, Gy 0,7 ()

= 0521 Y=t B g (i) i (x)

ifadesi elde edilir. Bu durumda ispat tamamlanir. o
Yaklasik ¢ozlim ise

Un (%) = Ziey D=t Bureg o) i (x) (3.20)
seklinde u(x) serisinde sonlu terimler alinarak elde edilir.

Teorem 3.6. Eger u(x) € W;[0,X] ise o zaman o6yle bir F > 0vardir ki
@O g < FIltGOllwgpox. = 0,1,2. Burada llu@)llcjo.x) = maxeejo.x[u(o)l

dir.

Ispar. Her x,y € [0,X] igin u®(x) = (u(¥), xR (Mwzox =012 esitlikleri
yazilir. R,(y) c¢ekirdek fonksiyonu sayesinde ||6,§Rx(y)||w3[0 A] <F, i=012
2 1Y,

sonucuna ulagilir. Boylece
|u(i) (x) | = |<u(x)' a)in (y)>W23[o,X] | < [[u(x) ”W23 [0,X] ”aaicRx(y) ||W23 [0,X]

< FlluCO 3oy @ = 01,2,
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Dolayistyla

||u(i)(x)||c[olx] < max{Fo, Fy, F}u()llys0xp &= 0,1,2.

Bu durumda ispat tamamlanmis olur. O

Teorem 3.7. u, (x) ve onun u,'(x) ve u," (x) nin yaklagik ¢6ziimleri [0, X] araliginda

diizgiin yakinsaktir.

Ispat. Teorem 3.6.’den yararlanilarak her x € [0, X] icin

() = u®@)| = |(un () = u(), 8RN0 1)
< ||6,‘;Rx(x)||W23[O’X]IIun(X) —ullwgox)

< Fi”un(x) r u(x)llwf[o,x]: i =012

esitligi elde edilir ve buradaki F,, F;ve F, pozitif sabitlerdir. Dolayisiyla eger n — oo
W3[0,X]’in normu anlaminda u,(x) - u(x) ise u,(x) ve onun u,’'(x) ve u,"(x)
tiirevleri sirasiyla u(x) tam ¢oziimiine ve tam ¢oziimiin u'(x) ve u''(x) tirevlerine

diizglin yakinsar. O

Legendre doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayr metodunda ise shifted Legendre polinomlari
kullanilarak, klasik yonteme gore farkli bir i¢ ¢arpim tanimlanir. Bu durum {tizerinde
calisilan Hilbert uzayindaki c¢ekirdek fonksiyonunu degistirmektedir. Klasik yontemde
¢ekirdek degismezken L-RKM de ¢ekirdek degisebilir. K-RKM de sonsuz boyutlu
Hilbert uzayinda galisilirken L-RKM de ise sonlu boyutlu Hilbert uzayinda ¢alisilir.
Ayrica L-RKM de klasik yontemde oldugu gibi yogun kiimeye ihtiya¢ duyulmayip
caligilan aralikta farkli noktalarin kullaniminin yeterli oldugu goriiliir. Bu nedenle L-

RKM, K-RKM den farklidir.
3.3. Baz Fonksiyon ve Legendre Doguran Cekirdek

Bu alt boliimde (3.1), (3.2) problemi X = 1 olacak sekilde g6z 6niine alinacaktir. Daha

sonra [0,1] araligimnin [0, X] araligina nasil genisletilecegi detayli olarak verilecektir.
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Birinci tip shifted Legendre polinomlari, [0,1] aralifinda ppoqj(x) =1 agirhk

fonksiyonuna gore asagida verilen ortogonallik sartin1 saglamaktadir.

1
(Po(x), P () = f D101 00 Pa () P () dx

0, n #+m,
1 =m=
=17 n=m=0, (3.21)
m+1 n=mz0,
Bu sayede shifted Legendre polinomlarinin iteratif siireci
PO(x) = 1'
P;(x) =2x—1,
(3.22)

n+ 1P (x)=2n+1)(2x —1)B,(x) —nP,_1(x),n =12, ...,
seklinde ifade edilir.

u(0) = 0ve u(1l) = 0 homojen smir kosullarin1 saglayan Legendre baz fonksiyonu

asagidaki gibi tanimlanir

P;(x) — Py(x), igiftise, .

Pi(x) = {Pi(x) — P, (x), i tekise, b= (3.23)
Yani baz fonksiyonu asagida verilen sinir sartlarina saglar
9:(0) = ¢;(1) = 0. (3.24)

3.4. Legendre Doguran Cekirdek Yaklasimi

Teorem 3.8. H, n boyutlu bir Hilbert uzay1 olsun. {e;};=; H’mn ortonormal bir bazidir.

H’1n ¢ekirdek fonksiyonu
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n

K, () = ) ei0e0) (3.25)

=1
seklindedir [48].

Tamm 3.3. B"[0,1] uzay: derecesi m’ye esit ya da m’den kii¢lik reel katsayili [0,1]
lizerinde tanimli polinomlarin agirlikli i¢ ¢arpim uzayi olsun, Vu,v € F;"[0,1] igin i¢

carpim ve norm sirastyla

1

(v = [ proy UG (3.26)
0

lullpy = /(u,u)p;,n (3.27)

seklindedir.

Her bir sabit m i¢in

1

B0 =471 [ pon@lf@ldx <o (3.28)
0

tanimina gére B [0,1] uzay: L?o [0,1] uzaymin alt uzayidir ve Vu, v € P*[0,1] igin

(W, v)pm = (u, V)2 (3.29)

esitligi yazilabilir [52].

Teorem 3.9. BJ"[0,1] fonksiyon uzay1 kendi iizerinde tanimlanan i¢ garpimi ve normu

ile bir RKHS dir.

Ispat. Tanim 3.3.’ten PJ*[0,1] uzay: sonlu boyutlu bir i¢ ¢arpim uzayidir. Her sonlu
boyutlu i¢ ¢arpim uzayr Hilbert uzayidir. Bu sonugtan ve Teorem 3.8.’den P;"[0,1]
uzayi bir RKHS dir.o
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Sinir deger probleminin ¢oziimii igin homojen sinir kosullarmi saglayan F;"[0,1]

uzayinin kapali bir alt uzaymni tanimlamak gerekir.
Tamim 3.4.
°Pm0,1] = {ulu € P™[0,1],u(0) = u(1) = 0} (3.30)

olsun. Denklem (3.23) kullanilarak 0Ppm[O,l] fonksiyon uzaymin bir RKHS oldugu
kolayca gosterilir. Teorem 3.9.°dan yararlanarak OPpm[O,l]’in KJ'(x) ¢ekirdek

fonksiyonu

KPP = ) h() k() (3:31)
i=2

seklinde yazilabilir [34,52].

Buradaki h;(x), Gram-Schmidt kullanilarak (3.23) denkleminden tiiretilen tam
ortonormal sistemdir. (3.31) denklemi uygulama i¢in oldukea elverislidir. Yani KJ*(x)
cekirdek fonksiyonu ve PJ"[0,1] uzayr artan m degerleri i¢in kolayca yeniden

hesaplanabilir.
3.5. Legendre Doguran Cekirdek Metodu (L-RKM)

3.5.1.0P;," [0,1] Uzayinda tam ¢6ziimiin temsili

Bu alt boliimde Bagley-Torvik denkleminin °P*[0,1] uzayinda yaklasik ¢dziimiinii elde

etmek icin Legendre doguran cekirdek metodu kullamlacaktir. ilk once L lineer

operatoru

L: °PJ*0,1] - L3[0,1]

Lu(x) = D?u(x) + Dzu(x) + u(x) (3.32)

seklinde secilir. Buradan (3.1) denklemi asagidaki gibi yazilabilir
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Lu = g(x),
{u(O) =u(1) = 0. (3.33)

Burada g(x) sinir sartlarint homosenlestirdikten sonra elde edilen homojen olmayan
fonksiyon ifadesidir. Yukaridaki boliimlerde L nin sinirli bir lineer operatér oldugu
gosterildi. (3.33) denkleminin 0Ppm[O,l] uzayinda yaklasik ¢oziimiiniin olusturulmasi

i¢in bu uzayin polinom bazli K;*(x) doguran ¢ekirdek fonksiyonu bulunmalidir.

Teorem 3.10. Denklem (3.1) igin, eger {x;}1%,* ifadesi (0,1) araliginda (m — 1) tane

farkli nokta ise 0 zaman 1;(x) = LK (x) = Lqu,n(x)|y=xiya21hr.
Ispat. Herhangi sabit x; € (0,1) igin
i) = LK) = (LK CO, K (5oppio
= (KR, Ly KON = LKEO)], (334)
Tamm 3.4’ten yararlanarak Ky (y) = Ky (x) esitligi yazilabilir. Bu nedenle
Pi(x) = 'K (x) = LyK;n(x)|y=xi (3.35)

ifadesi yazilir. Burada L*, L’nin adjointidir ve L’nin y alt indisi L operatoriiniin y
fonksiyonuna uygulandigin1 gosterir. Her sabit m ve x; € (0,1) i¢in y; € 0Pp""‘[O,l]

olur. o

Teorem 3.11. m > 2 igin, eger {x;}1%,* kiimesi (0,1) araliginda m — 1 farkl1 noktadan

olusursa {¥;}{%5% °P[0,1] uzaymn tam sistemidir.
Ispat. Her sabit y € OPpm [0,1] igin
(y(X),l/Ji(X))OPlr)n =0, i=01,..,m—2

olsun. Bunun anlami i = 0,1, ..., m — 2 i¢in

(y(x), llJi(x))Opgl = (y(x), L*KxT?(X))OPZ)n
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= (Ly (%), Ky (x)).2
= Ly(x;) = 0.

L™ ters operatoriin varligindan y = 0 oldugu sonucuna varilir. Bu nedenle {;}1%5?,

OPpm [0,1] uzayin tam sistemidir. Bu ise ispati1 tamamlar. O

Teorem 3.11 sayesinde L-RKM de sonlu farkli noktanin kullaniminin yeterli oldugunu
ve yogun bir diziye ihtiya¢ duyulmadigini gosterir. Bu nedenle L-RKM, K-RKM den
farklidir.

— m-2
°P[0,1] uzaymin {wi}zo ortonormal sistemi, {i;}72;%ifadesini Gram-Schmidt

ortogonalizasyon siirecinde kullanarak agagida belirtilen sekilde

i) =) B0 (Ba>0,i=123..) (3:36)
k=0

elde edilir. Buradaki ;;, ortogonalizasyon katsayilaridir.

Teorem 3.12. u,, (3.1) denkleminin tam ¢oziimii olsun ve {x;}%,? ifadesi (0,1)
=0

araliginda m — 1 farkli noktadan olussun. Yaklasik ¢6ziim

m-2 i

()= ) > Bueg (0P, (3.37)
i=0 k=0

seklindedir.

Ispat. u,, € °P"[0,1] oldugu i¢in Teorem 3.11.’den yararlanarak

m-—2

() = ) (e (0, G oo, ()
i=0

yazilabilir. Ayrica (3.33) denkleminin °P;"[0,1] uzayinda tam ¢oziimii olan u,(x),

(3.34) ve (3.36) denklemleri kullanilarak asagidaki gibi elde edilir.
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Bu ise ispat1 tamamlar. o

Teorem 3.13. Eger um(x)EOPpm[O,l] ise r=01,..,m—1 igin |uf,?(x)|s

Fllumllopzn yazilir. Burada F bir sabittir.

Ispat. Her x,y € [0,1]igin

) () = (U (), K (Mopp, 7= 0,1,..,m—1

yazibilir. K,.(y) ifadesiyle ||6§Kx(y)||oplr)n < F, esitsizligi yazilir.

Boylece;
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[u$ @)| = [, 05K ) opp]
< ltm oy 10Z K )l opy
< Frllum(x)llopz)n, r=01,..m—1
olur. Dolayisiyla
|u$,?(x)| < max{F,, ...,Fm_l}llum(x)llopfr)n, r=01...m—-1
elde edilir. Bu da ispati tamamlar. O

Teorem 3.14. u,,(x) yaklasik ¢6ziimi ve onun uﬁ,? (x) tirevleri sirasiyla u(x) ve

u(x) (r=0,1,..,m— 1) ifadelerine diizgiin yaknsar.

Ispat. Herhangi x € [0,1] icin, Teorem 3.13’ten
U = UM @] = [t () = (), K () loppp
< 107K ) Nopgellum () = u ) lapys
< E|lu, (x) — u(x)IIoPEn, r=01,...m—1

olur. Burada Fy, F;, ..., F_q pozitif sabitlerdir. Bu nedenle, eger m — oo iken OPpm nin

normuna goére uU,(x) - u(x) ise u,(x) yaklasik ¢Oziimii ve tlrevleri

(u’m(x),...,u,(;ln _1)(x)), u(x) ve onun tirevlerine (u’'(x),..,u™ V(x)) swrasiyla

diizgilin yakinsar. 0O

Ornek 3.1.

3
3 8x2

D?u(x) + “Dzu(x) + u(x) = x3 + 5x + NE x € [0,1]
T

Kesirli Bagley-Torvik denkleminin sinir deger sartlari
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u(0) =0,u(1)=0
ve tam ¢Ooziumil
u(x) =x3—x

dir [63]. Denklemin K-RKM ile goziimii igin x; = =, i =0,1,2,..,m olarak alind.
Tablo 3.1.’de m = 10 igin tam ¢6ziim, yaklasik ¢6ziim ve mutlak hata tablosu yapildi.
Tablo 3.2.de m =20, m =30, m =40 ig¢in yaklastk ¢oziim ile tam ¢o6ziim
karsilagtirmasi yapildi. Sekil 3.1.’de m = 10 i¢in yaklasik ¢6ziim ile tam ¢ozliimiin

karsilastirma grafigi ile mutlak hata grafigi verildi.

Tablo 3.1. Ornek 3.1.’de K-RKM yéntemi kullanarak m = 10 igin hesaplanan yaklasik
¢Oziim, tam ¢6ziim ve mutlak hata degerleri

x  Yaklasik Coziim Tam Co6ziim Mutlak Hata
0.1 —0.0989868460 —0.0990000000 0.0000131539

0.2 -0.1915262302 —0.1920000000 0.0004737698

0.3 -0.2722912952 —0.2730000000 0.0007087048

0.4 -0.3351934355 —0.3360000000 0.0008065645

0.5 -0.3741958966 —0.3750000000 0.0008041034

0.6 —0.3832752650 —0.3840000000 0.0007247350

0.7 -0.3564138916 —0.3570000000 0.0005861084

0.8 -0.2875962893 —0.2880000000 0.0004037107

0.9 -0.1708055194 —0.1710000000 0.0001944806
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Tablo 3.2. Ornek 3.1.’de K-RKM yontemi kullanarak m = 20, m = 30, m = 40

degerleri igin hesaplanan yaklasik ¢6ziim ve tam ¢oziim degerleri
X m=20 m = 30 m =40 Tam Coziim

0.1 -0.0989088998 —0.0989469375 —0.0989665486 —0.0990000000
0.2 —0.1918111422 —0.1919051972 —0.1919434784 —0.1920000000
0.3 -—0.2727622900 —0.2728847808 —0.2729323527 —0.2730000000
0.4 -—0.3357464795 —0.3358789934 —0.3359294523 —0.3360000000
0.5 —0.3747553952 —0.3748842103 —0.3749327294 —0.3750000000
0.6 —0.3837834650 —0.3838979607 —0.3839408414 —0.3840000000
0.7 —0.3568263803 —0.3569183506 —0.3569527063 —0.3570000000
0.8 —0.2878803687 —0.2879437246 —0.2879674033 —0.2880000000

0.9 -0.1709412261 —0.1709721986 —0.1709838612 —0.1710000000

a) b)

0.000%

0.0007
-0.1+ 0.0006 -

0.000s

¥ _pad 00004

Mutlak Hata

0.0003

0.0002
-03+

0.0001

—— Tam Gomm —— K-REM]| 0 02 04 06 08 1

Sekil 3.1. Ornek 3.1.’de K-RKM yontemi kullanarak a) m = 10 igin tam ¢oziim ile

yaklasik ¢6ziimiin karsilastirilma grafigi b) m = 10 i¢in mutlak hata grafigi
L-RKM yonteminde kullanilan m, (0,1) araligindaki hem nokta hem de baz sayisini
vermektedir. Bu yontemde m degerinin ¢ok biiyiik kullanilmasi ¢ekirdek fonksiyonda

kullanilan shifted Legendre polinomlarinin sayisini artiracagi ig¢in ¢ok kullanish

olmamaktadir. Ornek 3.1.in L-RKM yéntemiyle c¢oziimiinde x; = i+7:3,

0,1, ...,(m — 1) olarak alindi. Tablo 3.3.’te m = 3 i¢in yaklasik ¢6ziim, tam ¢6zim ve
mutlak hata tablosu yapildi. Sekil 3.2.’de m = 3 igin tam ¢6zlim ile yaklasik ¢6ziimiin

karsilagtirma grafigi ile mutlak hata grafigi verildi.
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Tablo 3.3. Ornek 3.1.’de L-RKM yo6ntemi kullanarak m = 3 i¢in hesaplanan yaklasik
¢Oziim, tam ¢oziimiin ve mutlak hata degerleri

x Yaklasik ¢oziim Tam ¢oziim Mutlak Hata
0.1 —0.0990000000 —0.0990000000 8.0 x 10721
0.2 —0.1920000000 —0.1920000000 1.2 x 10720
0.3 —0.2730000000 —0.2730000000 1.0 x 10720

0.4 -—0.3360000000 —0.3360000000 2.0x107%°
0.5 —0.3749999999 —0.3750000000 1.0 x 10720
0.6 —0.3840000000 —0.3840000000 0

0.7 —0.3570000000 —0.3570000000 2.0x107%°
0.8 —0.2880000000 —0.2880000000 1.0 x 10720
0.9 -—0.1709999999 —0.1710000000 3.5 x 10720

a) b)

a)ln-ﬂﬂ_

8 % 10720 4

-0.1 7% 1072 4
6.% 10730 4

3% 10730 4
Honz4

Mutlak Hata

4% 10°% 4
3% 10720 4

2% 1072 4

1.%x107%0 m |
¥l
i nz i

-0.35

o

U gl

A &

Sekil 3.2. Ornek 3.1.’de L-RKM yontemi kullanarak a) m = 3 igin tam ¢oziim ile
yaklasik ¢6ziimiin karsilastirilma grafigi b) m = 3 i¢in mutlak hata grafigi

Ornek 3.2.

5
64x2

SVTT

CD%u(x) +ulx) =x*—-8x+ x € [0,2]

kesirli Bagley-Torvik denkleminin sinir deger sartlari
u(0) =0,u(2) =0

ve tam ¢Ozimil

42



u(x) = x* — 8x

dir [63]. inceledigimiz denklemin L-RKM yéntemiyle ¢oziimii icin x; = ”1701'3, i =

0,1,...,(2m — 1) esitligi kullanildi. Kullanilan bu esitlik sayesinde m = 4 alindiginda
[0,2] araligina ait esit dagilimli 8 farkli nokta olusturuldu. Cekirdek fonksiyonun
olugmasi igin shifted Legendre polinomlarmimn [0,1] — [0,2] araliginda uygun doniigtim

olmasi i¢in asagida verilen iteratif siire¢ uygulandi.
PO (X) = 1!

Pi(x)=x—1,

Pe@) = (52) G = Dt (0) = (52) Pz (), k=2,..,m.

Tablo 3.4.’te m = 4 icin yaklasik ¢oziim, tam ¢6ziim ve mutlak hata karsilastirmasi

yapildi. Sekil 3.3.te m = 4 igin tam ¢6ziim ile yaklasik ¢oziimiin karsilastirma grafigi

ile mutlak hata grafigi verildi.

Tablo 3.4. Ornek 3.2.°de L-RKM yontemi kullanarak m = 4 igin hesaplanan yaklasik
¢Oziim, tam ¢6ziim ve mutlak hata degerleri

x  Yaklasik Coziim Tam Coziim Mutlak Hata

0.2 —1.5984000000 —1.5984000000 1.595 x 10716
0.4 —3.1744100000 —3.1744000000 3.016x 107'¢
0.6 —4.6704000000 —4.6704000000 4.193 x 107'¢
0.8 —5.9904000000 —5.9904000000 5.726 x 10716
1.0 —7.0000000000 —7.0000000000 5.957 x 107¢
1.2 —7.5264000000 —7.5264000000 6.139 x 107¢
1.4 —7.3584000000 —7.3584000000 5.517 x 107¢
1.6 —6.2464000000 —6.2464000000 6.193 x 1071¢

1.8 —3.9024000000 —3.9024000000 3.422x 107®
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ekil 3.3. Ornek 3.2.°de L-RKM yontemi kullanarak a) m = 4 icin tam ¢oziim ile
y
yaklagik ¢Oziimiin karsilastirilma grafigi b) m = 4 ve i¢in mutlak hata

grafigi

Ornek 3.3.

1
3 4x2
‘Dru(x) +u(x) =x2 —4x+—, x€[0,4]
NG

denkleminin sinir deger sartlari
u(0)=0,u(4) =0

ve tam ¢Oziumi

u(x) = x? — 4x

dir [63]. Alinan denklemin [0,4] genisletilmis araliginda L-RKM yontemiyle ¢oziimii
i¢in x; = % i=0,1,..,(4m — 1) esitligi kullanildi. Kullanilan bu esitlik sayesinde
m = 4 alindiginda, ¢alisilan aralikta esit dagilimli 16 farkli nokta olusturuldu. Cekirdek

fonksiyonun olugsmasi igin shifted Legendre polinomlarmm [0,1] — [0,4] araliginda

uygun doniisim olmast i¢in asagida verilen iteratif siireg uygulandi.

Py(x) =1,
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X
Py (x) =§—

P.(x) = (%) (g - 1,)Pk_1(x) - (%) Po,(x), k=2 ..m

Tablo 3.5.’te m = 4 i¢in yaklagik ¢oziim, tam ¢oziim ve mutlak hata karsilagtirmasi
yapildi. Sekil 3.4. de m = 4 i¢n tam ¢ozliim ile yaklasik ¢oziimiin karsilastirma grafigi

ile mutlak hata grafigi verildi.

Tablo 3.5. Ornek 3.3.’te L-RKM yéntemi kullanarak m = 4 icin hesaplanan yaklasik
¢Oziim, tam ¢6ziim ve mutlak hata degerleri

Yaklagik Coziim Tam Coziim Mutlak Hata
0.2 —0.7599999999 —0.7600000000 1.732 x 10~

0.4 —1.4399999999 —1.4400000000 3.883 x 107
0.6 —2.0399999999  —2.0400000000 4.624 x 10717
0.8 —2.5599999999  —2.5600000000 5.980 x 1077
1.0  —2.9999999999  —3.0000000000 7.050 x 10~*7
1.2 —3.3599999999  —3.3600000000 7.870 x 1077
1.4  —3.6399999999  —3.6400000000 8.190 x 1077
1.6 —3.83999999999 —3.8400000000 7.930 x 10717
1.8 —3.95999999999 —3.9600000000 8.270 x 1077
2.0 —3.99999999999 —4.0000000000 8.100 x 1077
2.2 —3.95999999999 —3.9600000000 6.350 x 10717
2.4 —3.83999999999 —3.8400000000 8.940 x 1077
2.6 —3.63999999999 —3.6400000000 5.510 x 1077
2.8 —3.359999999999 —3.3600000000 4.950 x 1077
3.0 —2.999999999999 —3.0000000000 7.610 x 10717
3.2 —2.559999999999 —2.5600000000 5.460 x 10717
3.4 —2.039999999999 —2.0400000000 3.510 x 1077
3.6 —1.439999999999 —1.4400000000 3.390 x 1077

3.8 —0.760000000000 —0.7600000000 1.950 x 10717
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Sekil 3.4. Omek 3.3.te L-RKM yontemi kullanarak a) m = 4 icin tam ¢oziim ile

yaklasik ¢Oziimiin karsilastirllma grafigi b) m = 4 ve i¢in mutlak hata

grafigi

Bu boliimde ve sonraki tiim bdliimlerde tiim tablo sonuglar1 bilgisayarda 20 basamak
olarak hesaplanmistir ve mutlak hata sonuclar1 buna gore yazilmistir. Ancak

tablolardaki yaklasik ¢oziim ve tam ¢dziim sonuglari ise yer genisligine gére yazilmistir.

46



4, BOLUM

TROESCH DENKLEMININ KLASIiK DOGURAN CEKiRDEKLi HILBERT
UZAYI METODU VE LEGENDRE DOGURAN CEKiRDEKLi HILBERT
UZAYI METODU ILE COZUMU

Bu béliimde radyasyon basinci altinda bir plazma kolonunun harekenin arastirilmasinda
ve ayrica gaz gozenekli elektrotlar teorisinde ortaya ¢ikan lineer olmayan sinir deger
denklemi olan Troesch problemi ele alinacaktir. Biiyiik parametreli degerler igin
oldukga hassas olan Troesch denklemi, ilk kez Weibel [64] tarafindan tanimland1 ancak
analitik ¢6ziim Roberts ve Shipmann tarafindan Jacobi eliptik fonksiyonu kullanarak
elde edildi [65]. Birgok arastirmacinin dikkatini ¢geken bu denklemin yaklagik ¢oziimiinii
elde etmek i¢in farkli yontemler kullanildi. Scott, gomme yontemi (imbedding method)
kullanarak Troesch denkleminin sayisal ¢6ziimiinii elde etti [66]. Khuri, modifiye
edilmis ayristirma metodu sayesinde sonuglara ulasti [67]. Feng ve arkadaslar
degistirilmis homotopi pertiirbasyon teknigini kullanirken [68], Chang ve arkadaslari
lineer olmayan fonksiyonlarin tek boyutlu diferansiyel doniisiimii lizerine olusturulan
yeni bir teknik onerdiler [69]. Troesch denkleminin yaklasik ¢ézlimiinii elde etmek i¢in
kullanilan diger yontemler ise Chang, atesleme yontemi (shooting method) [70],
Zarebnia ve Sajjadian, Sinc-Galerkin yontemini [71], Vazquez-Leal ve arkadaslari,
homotopi pertiirbasyon yontemi [72], Khuri ve Sayfy, B-spline yontemi [73], Doha ve
arkadaslari, Jakobi kolakasyon yontemi [74], Temimi, siireksiz Galerkin (Discontinuous
Galerkin method) yontemi [75], Chang, varyasyon iterasyon yontemi [76], Inc ve Akgiil
ise klasik doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayr metodunu kullandilar [77].

Kesir mertebeli tiirev igeren lineer olmayan Troesch denkleminin sinir deger problemi,
Caputo tiirev tanimi kullanilarak klasik doguran g¢ekirdekli Hilbert uzayr metodu (K-
RKM) ile Legendre doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayr (L-RKM) metodu kullanilarak

yaklasik ¢coziimleri elde edilerek karsilastirilacaktir.
Ele alinan Troesch denklemi
‘D%u(x) = ysinh(yu(x)), 0<x<1, 1<a<?2 (4.1)

ve smir kosullari
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u(0)=0veu(l) =1 (4.2)
seklinde ifade edilir [67]. Burada y sabit bir sayidir.

Bu problemin kapali form ¢6ziimii, Roberts ve Shipmann tarafindan Jacobian eliptik

fonksiyonu kullanilarak

u'(0)

ulx) = gsinh‘1 { sc[yxlk]} (4.3)

tam ¢oziimiinii elde etmislerdir. Buradaki u(x)’in x = 0 noktasindaki tiirevi

sinh(g)

——= = sc(ylk) (44

denklemin ¢6ziimii ile bulunup k =1 —%u’(O)2 olarak ifade edilir. Jacobian eliptik

fonksiyonu

sc(ylk) = 22£ (4.5)

cosf

seklinde tanimlanmis olup 8

B 1
V=L s 46 (46)
integrali ile hesaplanir [67].
4.1. Doguran Cekirdekli Hilbert Uzaylar

Bu boliimde Troesch denklemine ait yaklasik ¢oziimii bulmak i¢in K-RKM kullanilacak
olup denkleme ait doguran ¢ekirdek uzaylar1 ve bu uzaylara ait ¢ekirdek fonksiyonlari
elde edilecektir. Fakat bu islemlere gegcmeden once kesir mertebeli tiirev igeren lineer
olmayan Troesch denkleminin siir deger probleminin K-RKM ve L-RKM ile yaklasik
cozlimlerinin elde edilebilmesi i¢in denklemin sinir sartlarinin homojenlestirilmesi

gerekmektedir. Yapilan u(x) = v(x) + x doniisiimiinden sonra Troesch denklemi

‘D*v(x) = ysinh(y(v(x) +x)), 0<x<1, 1<a<?2 4.7)
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ve sinir kosullari

v(0)=0vev(1) =0 (4.8)
olacak sekilde elde edilir.

Tamm 4.1. W3 [0,1] Hilbert uzay: asagidaki gibi tanimlanir

W1[0,1] = {v(x)|v fonksiyonu [0,1] araliginda mutlak siirekli ve v'(x) € L?[0,1],
x € [0,1]}.

W[0,1] uzayina ait i¢ carpim v(x), g(x) € W;[0,1]

1

= f v(x)g(x) + v'(x)g'(x)dx (4.9)

0

(w(x), 9w

0,1]

ve norm ise

”U||W21[0,1] = /(U, V)W21[0,1] (4.10)

seklinde tanimlanir [48].

Teorem 4.1. W,;[0,1] Hilbert uzayr doguran gekirdekli Hilbert uzayidir. Bu uzaya ait
¢ekirdek fonksiyonu K, (y), (4.9) i¢ garpimina gore

(cosh(1 — x) cosh(y)

J sinh(1) Y =X
K () = cosh(x) cosh(1 — y) (4.11)
sinh(1) Y >

seklindedir [48].
Tamim 4.2. W;[0,1] Hilbert uzay asagidaki gibi tamimlanir

W2[0,1] = {v(x)h?(x), v'(x),v" (x) fonksiyonlar1 [0,1] araliginda mutlak surekll}

vev'"(x) € L2[0,1], x € [0,1],v(0) = 0,v(1) =0
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W3[0,1] uzayina ait i¢ ¢arpim v(x), g(x) € W;3[0,1]

2 1

W, 9y, , = 2. VOO0 +o(g(1) + [ v (g™ ()

i=0 0

ve norm ise

||U||W23[0’1] = ’(vl U)WZS[O,I] )

seklinde tanimlanir [48].

(4.12)

(4.13)

Teorem 4.2. W3[0,1] doguran ¢ekirdekli bir Hilbert uzayidir. Her v(y) € W5[0,1] ve

her bir sabit x,y € [0,1] i¢in (V(¥), Rx(¥)wp[o,1) = V(x) olacak sekilde R, (y) €

W3[0,1] cekirdek fonksiyonu vardir.

R, (y) cekirdek fonksiyonu (4.12) i¢ carpimina gore

ZL'6=1 Ci(x)yi_l, y S X

R,(y) = { "
* Sidi()yTt, x<y

seklinde ifade edilir. Buradaki c;(x) ve d;(x) ifadeleri asagidaki gibidir.

Cl(x) =0,
1 &, 5 4 5 3 5 5 3
X)) =——XxX"+ —X" — X" ——x"+—Xx
2(x) 156 156 78 26 137
1 5 5 21 5
() =——x%+—xt+ ——=x3+—=x% ——x,
624 624 312 104 26
1 5 5 7 5
o) = —— x>+ —x* ——x3+ —x% —=x,
1872 1872 936 104 78
1 5 5 5 1
cs(x) = x5 — x* + 34— x? ——x,
3744 3744 1872 624 104
1 1 1 1 1
ce(x) = — Ot —xt——x——x?——x+—,
18720 3744 1872 624 156 ' 120
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d1(x) :LXS,

120
=1 ,s_1,4_5,3_5,2,.3
da(x) = 56 % T10a¥ T 7Y T X TN
dy(x) = ——— x5 + —x* 4 —x3 + 22 — 2y,
624 624 104 104 26
dy(x) = ———x5 + ——x* — —x3 — > x? -2y
1872 1872 936 312 78
ds(x) = + ——x5 — ——x* + —— 23 + —x2 + —1,
3744 3744 1872 624 156
de(x) = ———x° + —x* ———x3 — —x2 ——x.
18720 3744 1872 624 156
Ispat. W} [0,1] uzaymin i¢ ¢arpimindan
(v(y), Ry (3’)>W23 [0,1]
= v(0).R,(0) + v'(0).R,'(0) + v(1)R, (1)
1
+ [ v )R Gy (4.15)
0

iafedsi yazilabilir.(4.15) esitliginin sag tarafindaki integral ifadesinde kismi integraller

uygulanarak

(V(Y)’Rx(Y))W;[OJ]
= 1(0). R, (0) + v'(0). RL(0) + v(1). R (1) + v" (1).R}'(1) — v" (0). R} (0)
—v'(D.RP 1) + v'(0).R¥ (0)

+ [ v ROy (4.16)
0

elde edilir.

(0, Ry o) = V() (#17)

cekirdek dogurma 6zelligine dayanarak
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R.X(O) = 0;
R,(0) + R, (0) =0,

Ry (0) = R,"'(0) =0,

Rx(l) = OJ
R, (1) =0,
RY'(1) =0,

ifadeleri yazilir.

R, @) =8(y — )

ifadesinde x # y iken
Rx(6) (y) =0

elde edilir. Boyle bir durumda

6
(S e, yex

Rx(}’) = 4 lzl
tZ d;()y"t, x<y

i=1

bulunur.

R, (x) = 6(x - y)
ifadesinden yararlanarak
OR,+(x) = OR,-(x),

'R, +(x) = 0 R~ (x),
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02R+(x) = 82R,-(x),
93R,+(x) = 3R, (%),
0*R+(x) = 0*R,- (%),
(=1 (9%Ry+(x) = 0'R-(x)) = 1,

denklemleri bulunur. ¢;(x) ve d;(x) katsayilar1 hesaplanip R, (y) ¢ekirdek fonksiyonu
asagidaki gibi olusturulur.

R,(y) =
3 1 5 5 4_5..3_5..2,21 22 1 2.5 5 2.4 5 2,3_5.2
—yx ——YxX> + —yx* — —yx°> — —yx° + —y°x° ——y x>+ —yx*——y<x——yx
=Y 1567 gl 1567 787 267 3 TYEd 627 + Eyed 3127 267
7 3.2 1 .3.5 3.4 5 3.,3_5.3 1 4 1 4.5 4.4 4.3
—yixt ———y3x° + — ——yx® —=yx ——y*x + —yix> —— —
+ 1027 18727 gl 18727 9367 787 1027 + 3742”7 37427 18727
5 1 1 1 1 1
Fytx? — YOx5 4 Syt — L5y Lysyz  Lys, g Lo y<x
624 18720 3744 1872 624 156 120 (4.19)
S —LyxS b yxt = Sy = Syx2 222 L2y 5 4 S g2pd g T 2,3 5 g2y '
13 156 104 78 26 104 624 624 104 26
_5.3.2__1 35 5 .3.,4__ 5 .3.3_5_3 5 .4 1 4.5 __5 4.4 4.3
327 X 18727 % +1872y 4 936”7 X 787 x+156y Xt ) ¥ 37427 X +1872y
5 4,2 5,5 5.4 5,3 1 5,2 1 .5 1.5
— y*xs — x>+ —y°x* ——y°x° ——y°x°* ——y’x +—x >x
6247 187207 +3744y 18727 627 1567 +120 y=

4.2. W3[0,1] Uzayinda Yaklasik Coziimiin Olusturulmas:

W3[0,1] Hilbert uzayinda lineer olmayan Troesch smir deger probleminin, yaklasik
¢oziimiiniin olusturulmasi i¢in denkleme ait lineer operator tanimlanacaktir. Daha sonra
cekirdek fonksiyon ve lineer operatdr yardimiyla W3[0,1] uzaymnmn ortonormal bazi

elde edilecek ve denklemin yaklasik ¢6ziimii olusturulacaktir.

Ilk olarak (4.7) denkleminde, L lineer operatérii

L:W3[0,1] - Wi[0,1],

Lv(x) = ‘D*v(x), 1<a<?2 (4.20)
olarak segilir. (4.7) ve (4.8) denklemleri

flx,v) =y sinh(y(v(x) + x))

ve
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o dereion
olacak sekilde ifade edilebilir.

L lineer operatoriiniin adjointi L* operatoriidiir.

@i(x) = Ky, (%) (4.22)
ve

Yi(x) = L @;(x) (4.23)

fonksiyonlart tanimlanir. {1;(x)};2,; fonksiyonlarma Gram-Schmidt ortogonalizasyon

metodu uygulanarak

Pi(x) = Xhemy Babi(x) (B >0,i=123..) (4.24)
esitligini saglayan W3 [0,1] uzayinin {1p;(x)};2, ortonormal sistemi elde edilir.

Teorem 4.3. (4.20) ile verilen L operatorii sinirlt lineer operatoriidiir.

Ispat. A > 0 sabit say1 olmak {izere

1LY IG 1047 < AV (0.

oldugu gosterilir.

W2[0,1] uzayindaki i¢ garpim ve norm tanimindan yararlanarak
ILVI2 10017 = (LV, LoDy 0,0y = Jy L0 (OI? + [Lv ()] 2dx

yazilir. Cekirdek dogrma 6zelligi sayesinde

v(x) = (v(¥), Ry (x))wz3[0,1]

ve
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Lv(x) = (v(y), LRy (X))y(0,1]
ifadelerine sahip olunur. Boylece

A, > 0 sabit say1 olmak iizere

ILv()| < Ivllwsioq LR, s = A1llvllwso.1)

w3lo,1]

yazilir. Dolayisiyla

[y (@) (0))2dx < 4,7 11321013

elde edilir. A, > 0 sabit say1 olmak iizere
[(Lv) (0] < (), (LRy) Dw3(o,1]
ve

|Lv) GOl < Wllwz o1 [ LR | 3101 = A2V llwzp01
oldugu icin

[(Lv) (01 < A IV lg300.x7

ve

[y (L) ()12dx < A oll,30.
ifadeleri elde edilir.

Buradan A = (4% + A3%) > 0 oldugu i¢in

ILVI2 300y < J3 [LVIGOT + [(Lv) ()]Pdx < (A + AV 112 50,0 =
A||V||2W23[01

elde edilir. Bu durum ispat1 tamamlar. o
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Teorem 4.4. {x;};2, dizisi [0,1] araliginda yogun ve i; = Lny(y)lyzx_ olsun. O

zaman {;(x)}2, dizisi W;[0,1] uzaymin tam sistemidir.

Ispat.  i(x) = (L'p) (x) = (L 9) ), R (1)) = {9 (1), LyR () = Lny(J’)|y=xi

yazilabildigi icin ¥;(x) € W;[0,1] oldugu agiktir. Her bir sabit v(x) € W;[0,1] igin
(), Y;(x))=0, i=1.2,..

ifadesi gerceklesirse

((x), L"p;(x)) = (Lv(.), ¢;()) = (Lv)(x;) = 0

elde edilir.

{x;};=, ifadesi [0,1] araliginda yogun oldugundan dolay1

(Lv)(x) =0

yazilabilir. L™ ters operator sayesinde v = 0 sonucuna ulagilir. Bu durum ise ispati

tamamlar. o

Teorem 4.5. Eger {x;}{2, [0,1] araliginda yogun ise (4.7) denkleminin ¢dziimii

v(x) = XiZq 2%:1 Biref (e, vie) ¥ (x) (4.25)
seklinde ifade edilir.

Ispat. Teorem 4.4’ten yararlanarak {i;(x)}2, ifadesi W;[0,1] uzaymin ortonormal

sistemidir.
v(x) = L2 v )P () wp 0P ()
= 2521 D=1 Bir{v (), Yic w3101 Wi ()

= 2521 Yhem1 Biscv (), L 01 () 310 179 (%)
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= 2521 D=1 Bu{Lv (), P O w019 (%)
= 2724 Yhem1 Buelf (%, ), Ky, w019 (%)

= Diz1 ch=1 Bitef (e vi )P (x)

ifadesi elde edilir. Bu durum ispati tamamlar. O

Yaklasik ¢6ziim ise

Um = Xi%1 Dkee1 Bircf (e, vi) P (x) (4.26)
seklinde v,, (x) serisinde sonlu terimler alinarak elde edilir.

Teorem 4.6.

Eger v(x) € W;[0,1] ise o zaman Oyle bir F > 0vardir ki ||v(i)(x)||c[01] <

F||V(x)||wz3[o,1], i =0,1,2. Burada |[v(x)llc[o,1] = maxxefo,1)|v(x)] dir.
Ispat dnceki boliimde yapilana benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 4.7. v, (x) ve onun v,,"(x) Ve v,,," (x)’nin yaklagik ¢oziimleri [0,1] araliginda

diizgiin yakinsaktir.
Ispat dnceki boliimde yapilana benzer sekilde yapilabilir.

Eger ele alinan (4.7) denklemi lineer ise K-RKM yontemi kullanilarak (4.26)
denkleminden yaklasik ¢oziim elde edilir. Eger (4.7) denklemi lineer degilse asagida

belirtilen iteratif stire¢ kullanilacaktir.
4.3. Iteratif Siirecin Olusturulmasi

Oncelikle v, ifadesine ait iteratif dizi

{Lvm,n(x) = f (%, Win-1(x)) (4.27)

Wm,n (x) = Cm—1 Umn (x).
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olarak alinir. Buradaki C,,,_;: W3 [0,1] = span{y;(x), P, (x), ..., P;m_1(x)} ortogonal
projeksiyon operatdr olup vy, ,(x) € W5 [0,1] ise (4.27) esitliginin n. iteratif yaklagik

¢Ozliimiidiir.

Teorem 4.8. {x;};2, ifadesi [0,1] araliginda farkli noktalardan olugsun o halde

V) = D Bl F (e W1 (40 B0

i=1k=1

Ispat. vy, n(x) € W3[0,1] oldugu icin {p["(x)}2,, W5 [0,1] uzayinda tam sistemdir,

Unn () = D W 0, B0, i)
i=1

Bix <Um,n (), Y (x))W23 [0,1]1/)1'(35)

Il
M g

,..
1l
ey
=
1l
-

~.

Il
M g

,..
1l
ey
=
1l
Jy

Bix <Um,n (), L* gy (x) >W23 [0_1]1/31' (x)

~.

Il
M g

Il
g
=

Bix <Lvm,n (), Pk (x))W23 [o_1]l/;i (x)

=1

~.

Bite LV n (i) (%)

Il
M g

,..
1l
ey
=
1l
Jy

~.

Bir f (xk, Wm,n—l(xk)) P;(x).

Il
M g

Il
[N
=
=

L

Bu ise ispat1 tamamlar. o

Wpno(x) = 0 alinarak iteratif siire¢ baslatilir (w(x) € W5 [0,1] olacak sekilde herhangi

bir sabit almabilir). Burada w;, ,,(x) asagidaki gibi almabilir.
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Wimn x) = Cm—lvm,n (x)

1)
i=1k=

=2 D B (o Wimna 00) @), =12, (4.28)
1

Buradan wv(x) bulunur. u(x) =v(x)+x donlisimii sayesinde (4.1) ve (4.2)

denkleminin ¢6ziimii kolaylikla bulunabilir
4.4. Legendre Doguran Cekirdek Yaklasimi

Teorem 4.9. H, n boyutlu bir Hilbert uzayi olsun. {e;}}=; H’m ortonormal bir bazidir.

H’1n ¢ekirdek fonksiyonu

n

Ky() = ) e(0&0) (4:29)

i=1
seklinde ifade edilir[48].

Tamm 4.3. B"[0,1] uzay1 derecesi m’ye esit ya da m’den kiigiik reel katsayil [0,1]
lizerinde tamimli polinomlarin agirlikli i¢ ¢arpim uzayr olsun, Vu,v € F;"[0,1] igin i¢

¢arpim ve norm 51ra51y1a

1

(v = [ proy UGV (4.30)
0

lullpy = [twwpy (4.31)

seklindedir.

Her bir sabit m i¢in

1

12[01] = { f] f P01 (0| f () [2dx < oo (432)

0
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tammina gére Py*[0,1] uzayi L5[0,1] uzaymn alt uzayidir ve Vu, v € BJ*[0,1] i¢in
(W, v)pm = (u,v)1z (4.33)
esitligi yazilabilir [52].

Teorem 4.10. £J"*[0,1] fonksiyon uzay1 kendi iizerinde tanimlanan i¢ ¢arpimi ve normu

ile bir RKHS dir.

Ispat. Tamim 4.3.’ten PJ"*[0,1] uzay1 sonlu boyutlu bir i¢ ¢arpim uzayidir. Her sonlu
boyutlu i¢ garpim uzayr Hilbert uzayidir. Bu sonugtan ve Teorem 4.9.’dan F,"[0,1]
uzayi bir RKHS dir. o

Sinir deger probleminin ¢oziimii igin homojen sinir kogullarmi saglayan F;"[0,1]

uzayinin kapali bir alt uzayini tanimlamak gerekir.

Tanim 4.4.

°P0,1] = {ulu € P™[0,1],u(0) = u(1) = 0} (4.34)
olsun.

u(0) = 0 ve u(1) = 0 homojen sinir kosullarint saglayan Legendre baz fonksiyonu

P;(x) — Py(x), igiftise, .

Pi(x) = {Pi(x) — P, (x), i tekise, b= (4.35)

seklinde tanimlanir.

Bu ifadeden yararlanarak 0Ppm[O,l] fonksiyon uzayinin bir RKHS oldugu kolayca
gosterilebilir. Teorem 4.9.°dan yararlanarak OPpm[O,l]’in KJ'(x) ¢ekirdek fonksiyonu

asagidaki gibi yazilabilir [52].

KPG) = ) hi() hi() (4:36)
i=2
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Buradaki h;(x), Gram-Schmidt kullanilarak (4.35) denkleminden tiiretilen tam

ortonormal sistemdir.
4.5. Legendre Doguran Cekirdek Metodu (L-RKM)

Bu alt boliimde lineer olmayan Troesch denkleminin sinir deger probleminin, °P;"[0,1]
uzaymda yaklasik ¢oziimiinii elde etmek i¢in Legendre doguran c¢ekirdek metodu

kullanilacaktir.
Ele alinan Troesch denklemi
‘D%u(x) = ysinh(yu(x)), u(0)=0u(l)=1, 1<a<?2 (4.37)

seklindedir. Bu denklemin Legendre doguran ¢ekirdek metoduyla yaklasik ¢oziimiiniin
elde edilmesi i¢in homojen olmayan sinir sartlarmin v(x) = u(x) — x doniisiimii

sayesinde homojenlestirerek, kullanilan denklem

‘D*v(x) = ysinh(y(v(x) +x)) ,v(0) =0,v(1) =0,1<a <2 (4.38)
seklinde ifade edilir.

[k énce L lineer operatdrii

L:°P"[0,1] = L35[0,1]

Lv(x) = D%v(x) (4.39)
seklinde secilip, (4.38) denklemi asagidaki gibi yazilabilir.

flx,v) =y sinh(y(v(x) + x))

Lv = f(x,v)
4.4
{U(O) =v(1) =0. (4.40)
Yukaridaki boliimlerde L nin sinirl bir lineer operatdr oldugu gosterildi. Ik once (4.40)
denkleminin 0Ppm[O,l] uzayinda yaklasik ¢6ziimiiniin olusturulmas: i¢in bu uzayin
polinom bazl1 KJ*(x) doguran ¢ekirdek fonksiyonu bulunmalidir.
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Teorem 4.11. (4.38) denklemi icin, eger {x;}/*,? ifadesi (0,1) araliginda (m — 1) tane

farkli nokta ise o zaman ; (x) = L'Ky(x) = LyK},”(x)|y=xiya21hr.
Ispat. Herhangi sabit x; € (0,1) igin
Pi(0) = LK) = (LRI, K 0 oppo
= (KD, LyKe ) = LKEO)] (4.41)
Tamm 4.4.’ten yararlanarak Ky (y) = K;*(x) esitligi yazilabilir. Bu nedenle
Pi(x) = LK (x) = LyK;”(x)|y=xi (4.42)

ifadesi yazilir. Burada L*, L’nin adjointidir ve L’nin y alt indisi L operatoriiniin y
fonksiyonuna uygulandigini gosterir. Her sabit m ve x; € (0,1) i¢in ¥; € °P"[0,1]

olur. o

Teorem 4.12. m > 2i¢in, {x;}/*,* ifadesi (0,1) araliginda m — 1 farkli noktadan

olugsun. {;}72¢%, °P;"[0,1] uzayin tam sistemidir.
Ispat. Her sabit v € OPpm [0,1] i¢cin
(v(x),lpi(x)>0P£n[0,1] =0, i=01,... m—2
olsun. Bunun anlami i = 0,1, ..., m — 2 i¢in
(0 (), Y1 opia ) = (WG, LK opmio
= (Lv(x), K} ()12
= Lv(x;) = 0.

L™ ters operatoriin varligindan v = 0 oldugu sonucuna varilir. Bu nedenle {;}7%2,

9P"[0,1] uzaym tam sistemidir. Bu ispati tamamlar. o
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Teorem 4.12., L-RKM de sonlu farkli noktanin kullaniminin yeterli oldugunu ve yogun
bir diziye ihtiya¢ duyulmadigini gosterir. Bu nedenle L-RKM, K-RKM den farklidir.

—  m-2
°P"[0,1] uzaymn {l/)i}zo ortonormal sistemi, {1;}I";%ifadesini kullamlarak Gram-

Schmidt ortogonalizasyon siirecinden asagida belirtilen sekilde

B0 = ) Buah () (B > 0,1 =123..) (443)
k=0

elde edilir. Buradaki B;; ortogonalizasyon katsayilaridir.

Teorem 4.13. {x;}™,% ifadesi (0,1) araliginda m — 1 farkli noktadan olussun, (4.38)

denkleminin tam ¢6ziimii v,,,

m-2 i

Um0 = ) Buef Gt v (), () (4.44)
i=0 k=0

seklindedir.

Ispat. vy, € °P7*[0,1] oldugu i¢in Teorem 4.12°den yararlanarak
m-2
Um0 = D (O, B0 oppio 9, )

i=0

yazilabilir. Ayrica (4.40) denkleminin 0Ppm[O,l] uzayinda tam ¢oziimii olan v,,(x),

(4.41) ve (4.43) denklemleri kullanilarak asagidaki gibi elde edilir.

m-—2

U = > (Um0, B, oo ()
i=0

m-—2 i
- z (Vm(x), Z ,Bikd)k(x) )OP[,n[O,l] Ei(x)
i=0 k=0
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3
|
N

Bik (Vm (x), Py, (x)>opgl[0,1]$i(x)

~
Il
=)
&
=)

m-2 i
= Bit {vm (x), LKy} (x))opgl[o,l] Ei(x)
i=0 k=0
m-2 i
Bite {Lvm (), K () 12, ()
i=0 k=0
m-2 i
= Busc {f (%, vm (1)), KT () 129, (%)
i=0 k=0
m-2 i
ﬁlk f(xkl vm(xk))w (X)
i=0 k=0

Bu durum ispati tamamlar. o

(4.38) denklemi lineer ise L-RKM yontemi ile yaklasik ¢oziim (4.44) denkleminden
bulunur. Lineer degil ise asagida verilen iteratif siire¢ kullanilarak yaklasik ¢6ziim elde

edilir.
4.6. Tteratif Siirecin Olusturulmas:

Oncelikle v,, iteratif dizi olusturulur

{Lvm,n(x) = f (% Win-1(x)) (4.45)

Wimn (x) = Cm-1 Um,n (x).

Buradaki C,,_: °P"[0,1] - span{@o,a ortogonal projeksiyon operator

17 'Em—z}

olup v, n(x) € OPpm [0,1] ise (4.45) esitliginin n. iteratif yaklasik ¢6ztimiidiir.

Teorem 4.14. {x;}7*,? dizisi (0,1) araliginda farkli noktalardan olussun. O halde
yaklasik ¢oziim
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m-2 i
vm,n(x z ﬁlkf Xi» Wmn— 1(xk))l/) (x)

i=0 k

Seklindedir.

. — -2
Ispat. v, ,(x) € °PI"[0,1] oldugu i¢in {1.(x) m , °P™[0,1] uzayinda tam sistemdir,
4 P l i=0 P

m-2

Un () = ) (O 0, B,CNopio ,(0)

m-—2 i
- Z Wm,n(x):Z Bir i (x) >0p£n[0_1] Ei(x)
=0 k=0

= Z Bik (vmn(x) l/)k(x»opm [0,1] 1/) (x)
i=0 k=
m-2 i

= .Bik (vm,n (x): L*K;Z (x))opz”[o,l] Ei (x)
i=0 k=0
m-2 i

= Bix (Lvmn(x) (x))L2¢ (x)
i=0 k=0
m-2 i

= Bitc A (2 Wann1 (), KE D) 1 B, (2)
i=0 k=0
m-2 i

= Bite £ (ic: W1 () ) W20,
i=0 k=0

Bu ise ispat1 tamamlar. o

Wino(x) = 0 alnarak iteratif siire¢ baslatilir (wp,o(x) € °PJ"[0,1] olacak sekilde

herhangi bir sabit alinabilir).

Wm,n(x) = Cm—lvm,n (x)
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m-2

!

i=0 k=0

ﬁlkf Xk» Win,n— 1(Xk))l/) (x), n=12,.. (4.46)

buradan v(x) bulunur. u(x) = v(x) + x donisiimi sayesinde (4.37) denkleminin

¢Oziimii kolaylikla bulunabilir.
Ornek 4.1.

Troesch denklemi

‘D%u(x) = y sinh(yu(x)), 0<x<1l 1<a<? (4.47)
ve sinir kosullari
u(0)=0veu(l) =1 (4.48)

seklinde ifade edilir [67]. Alinan denklemin K-RKM ile uj, (x) yaklasik ¢oziimii igin

xi=— i=012, ..,

i
m

m olarak alindi. m nokta sayisi, n iterasyon sayisinidir. m = 5,

n =5 almarak farkli y ve a icin u2(x) yaklasik ¢dziim, tam ¢dziim ve mutlak hata

tablolar1 yapildi.

Tablo 4.1. Ornek 4.1.’de K-RKM yéntemi kullanarak m =5, n =5, y = 1 ve farkh «
degerleri icin hesaplanan u2(x) yaklasik ¢oziim, tam ¢oziim ve mutlak hata

degerleri
ug (x) uz (x) ug (x) ug (x) Tam Céziim Mutlak Hata
x y=1 r=1 r=1 r=1 y=1 y=1

a=2 a=19 a=18 a=17 (a=2) (a=2)
0.1 0.08452783121 0.08253843892 0.08077747206 0.0788083832 0.0817969965 0.00273083471
0.2 0.1699057202 0.1667250018 0.1633738957 0.1596740769 0.1645308708 0.0053748494
0.3 0.2569979279  0.2529494463  0.2482910992 0.2432133707 0.2491673606 0.0078305673
0.4 03467145987 0.3421157723 0.3365402687 0.3305334565 0.3367322088 0.0099823899
0.5 0.4400102019 0.4352565489 0.4292252134 0.4227885141 0.4283471608 0.0116630411
0.6 0.5378864110 0.5334511782  0.5274520158 0.5210960152 0.5252740292 0.0126123818
0.7 0.6414982487 0.6378593425 0.6324394175 0.6267377323 0.6289711432 0.0125271055
0.8 0.7520534013  0.7498491900 0.7456412603 0.7412404747 0.7411683772 0.0108850241
0.9 0.8709949876 0.8704986858 0.8681055022 0.8656127218 0.8639700206 0.0070249670
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Tablo 4.2. Ornek 4.1.’de K-RKM yéntemi kullanarak m = 5, n = 5, y = 0.5 ve farkli
a degerleri igin hesaplanan uZ2(x) yaklasik ¢oziim, tam ¢oziim ve mutlak
hata degerleri

uz(x) uz(x) ug(x) ug(x) Tam Céziim  Mutlak Hata
x y=0.5 y=0.5 y=0.5 y=0.5 y=0.5 y=0.5

a=2 a=19 a=1.8 a=17 (a=2) (a=2)
0.1 0.09594001905 0.0953430769( 0.0948434486 0.09428281143 0.0951769019( 0.00076311709
0.2 0.1921185815 0.1911596056 0.1902189069 0.1891786894 0.1906338690 0.0014847125
0.3 02887775722 0.2875560766 0.2862641873 0.2848579918  0.2866534032 0.0021241690
0.4 03861620033 0.3847767445 0.3832546514 0.3816235282  0.3835229288 0.0026390745
0.5 0.4845196046 0.4830923218 0.4814784960 0.4797737655 0.4815373856 0.0029822190
0.6 05841022883 0.5827650044 0.5811999571 0.5795682553 0.5810019748 0.0031003135
0.7 0.6851709329 0.6840584391 0.6826840066 0.6812690292 0.6822351328 0.0029358001
0.8 0.7879902594 0.7872491927 0.7862086984 0.7851487598 0.7855717868 0.0024184726
0.9 0.8928371022 0.8925504088 0.8919702590 0.8913839803 0.8913669876 0.0014701146

Tablo 4.3. Ornek 4.1.’de K-RKM yontemi kullanarak m = 5, n = 5, ¥ = 0.1 ve farkh
a degerleri i¢in hesaplanan uZ(x) yaklasik ¢oziim, tam ¢oziim ve mutlak
hata degerleri

ug (x)
y=0.1
a=2

ug(x)
y=0.1
a=1.9

ug(x)
y=0.1
a=1.8

ug(x)
y=0.1
a=1.7

Tam Coziim
y=0.1
(a=2)

Mutlak Hata
y=0.1
(a=2)

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

0.0998353509
0.1996805897
0.2995457334
0.3994407892
0.4993757367
0.5993606191
0.6994054404
0.7995202394
0.899715073=

0.09981017948
0.1996401437
0.2994942639
0.3993825197
0.4993158555
0.5993045698
0.6993587811
0.7994886478
0.8997019279

0.09978948591 0.09976626760

0.1996013284
0.2994411892
0.3993203378
0.4992503919
0.5992416387
0.6993040532
0.7994475875
0.8996792003

0.1995584447
0.2993835371
0.3992539404
0.4991816195
0.5991765326
0.6992482699
0.7994062595
0.8996565483

0.0998041752
0.1996201980
0.2994599206
0.3993352030
0.4992579186
0.5992399580
0.6992932326
0.7994296804
0.8996612690

0.00003117576
0.0000603917
0.0000858128
0.0001055862
0.0001178181
0.0001206611
0.0001062207
0.0000905590
0.0000905590

Troesch denkleminin, L-RKM yontemi kullanilarak uj;,(x) yaklasik ¢oziimiiniin elde

+0.3

edilebilmesi i¢in x; = iT', i =0,1,..,(m—1) olarak alind1. m, (0,1) araligindaki hem

nokta hem de baz sayis1, n ise iterasyon sayisidir. Ornek 4.1.’in L-RKM y&ntemiyle

¢dziimiinde m = 3, n = 5 almarak farkli y ve @ icin u3(x) yaklasik ¢dziimleri bulunup

tam ¢6zilim ile karsilastirilarak mutlak hata tablolar1 yapildi.
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Tablo 4.4. Ornek 4.1.’de L-RKM yoéntemi kullanarak m = 3, n =5,y = 1 ve farkl «
degerleri i¢in hesaplanan u3(x) yaklasik ¢dziim, tam ¢oziim ve mutlak hata

degerleri

u(x) u(x) ul(x) us(x) Tam Coziim Mutlak Hata
x y=1 y=1 y=1 y=1 y=1 y=1

a=2 a=19 a=1.8 a=17 (ax=2) (a=2)
0.1 0.08482153655 0.08306548447  0.08118245978 0.07916832176 0.0817969965 0.00302454005
0.2 0.1704887278 0.1671982749 0.1636984624 0.1599896966, 0.1645308708 0.0059578570
0.3 0.2578552626 0.2533537433 0.2486060630 0.2436215272 0.2491673606 0.0086879020
0.4 0.3478285799 0.3425190324 0.3369690285 0.3311976028 0.3367322088 0.0110963711
0.5 0.4413698686 0.4357130543 0.4298568369 0.4238280971 0.4283471608 0.0130227078
0.6 0.5394940678 0.5339864919 0.5283446761 0.5225995722 0.5252740292 0.0142200386
0.7 0.6432698663 0.6378593425 0.6335134459 0.6285749741 0.6289711432 0.0142987231
0.8 0.7538197033 0.7501331937 0.7464497561 0.7427936352 0.7411683772 0.0126513261
0.9 0.8723197678 0.8702666735 0.8682459309 0.8662712754 0.8639700206 0.0083497472

Tablo 4.5. Ornek 4.1.’de L-RKM yontemi kullanarak m = 3, n = 5, y = 0.5 ve farkli
a degerleri i¢cin hesaplanan u3 (x) yaklasik ¢oziim, tam ¢oziim ve mutlak hata degerleri

u (x) ui(x) ui(x) u3(x) Tam Céziim Mutlak Hata
x y=0.5 y=0.5 y=0.5 y=0.5 y=20.5 y=0.5

a=2 a=19 a=1.8 a=1.7 (a=2) (a=2)
0.1 0.09595407344 0.09534307690 0.09484344867 0.09435629405 0.09517690196 0.00077717148
0.2 0.1921479010 0.1911596056 0.1902189069 0.1892059268 0.1906338690 0.0015140320
0.3 0.2888219506 0.2875560766 0.2862641873 0.2848830681 0.2866534032 0.0021685474
0.4 0.3862205675 0.3847767445 0.3832546514 0.3816939658 0.3835229288 0.0026976387
0.5 0.4845919735 0.4830923218 0.4814784960 0.4799169464 0.4815373856 0.0030545879
0.6 0.5841882677 0.5827650044 0.5811999571 0.5798024146 0.5810019748 0.0031862929
0.7 0.6852654260 0.6840584391 0.6826840066 0.6815728535 0.6822351328 0.0030302932
0.8 0.7880833013 0.7872491927 0.7862086984 0.7854228244 0.7855717868 0.0025115145
0.9 0.8929056236 0.8925504088 0.8919702590 0.8915189671 0.8913669876 0.0015386360

Tablo 4.6. Ornek 4.1. de L-RKM yo6ntemi kullanarak m = 3, n =5, y = 0.1 ve farkli
a degerleri i¢in hesaplanan u3(x) yaklasik ¢dziim, tam ¢oziim ve mutlak
hata degerleri

u3(x) uj(x) uj(x) u(x) Tam Coziim Mutlak Hata
x y=0.1 y=0.1 y=0.1 y=0.1 y=201 y=0.1

a=2 a=1.9 a=1.8 a=1.7 (a=2) (a=12)
0.1 0.09983512346 0.09981461102  0.09979260326  0.09976919354  0.0998041752  0.00003094826
0.2 0.1996802303  0.1996420969 0.1996016525 0.1995592510  0.1996201980  0.0000600323
0.3 0.2995453050  0.2994937535 0.2994397922 02993841358  0.2994599206  0.0000853844
0.4 0.3994403387  0.3993804913 0.3993187935 03992563526  0.3993352030  0.0001051357
0.5 0.4993753291  0.4993128348 0.4992495537 0.4991869463  0.4992579186  0.0001174105
0.6 0.5993602802  0.5993009229 0.5992420968 0.5991855028  0.5992399580  0.0001203222
0.7 0.6994052025  0.6993545088 0.6993055730 0.6992601487  0.6992932326  0.0001119699
0.8 0.7995201132  0.7994829601 0.7994482590 07994175513  0.7994296804  0.0000904328
0.9 0.8997150356  0.8996952584 0.8996775582 0.8996629188  0.8996612690  0.0000537666

Tablo 4.7°de Troesch denkleminin, literatiirde var olan yaklasik ¢dziimlerinden Sinc-
Galerkin metodu (SGM), Laplace metodu (LM), homotopi perturbasyon metodu (HPM)

ve perturbasyon metodunun (PM) sonuglari ile @ = 2 ve y = 1 igin L-RKM ve K-RKM
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¢oziimleri ile elde edilen yaklasik sonuglarla tam ¢6ziim karsilastirildi. Tablo 4.8.’de L-

RKM, K-RKM yo6ntemi ile diger yontemlerin mutlak hata sonuglar1 karsilagtirildi. L-

RKM yontemi kullanilarak uj},(x) yaklasik ¢oziimiiniin elde edilebilmesi igin x; =

i+0.3

i =0,1,..,(m—1) olarak alindi. m = 3, n = 5 almarak u3(x) yaklasik ¢dziim

bulundu. K-RKM ile uf}(x) yaklasik goziimii igin x; ==, i =0,12,..,m olarak

alindi.. m = 5, n = 5 almarak u2(x) yaklasik ¢oziim elde edildi.

Tablo 4.7. Farkli yontemler kullanarak a = 2ve y =1 i¢in Troesch denkleminin

yaklagik ¢oziimleri

x TAM L-RKM K-RKM SGM[T1]] _ LM[73] _ HPM[78]] PM[73]
cOzUM uj(x) uz (x) y=1 y=1 y=1 y=1
y=1 y=1 y=1

0.1 0.0817969965 0.08482153655 0.08452783121 0.084661250 0.0846631 0.084934415 0.085417
0.2 0.1645308708 0.1704887278 0.1699057202 0.170171338 0.1701750 0.170697546 0.171669
0.3 0.2491673606 0.2578552626 0.2569979279 0.257393933 0.2573995 0.258133224 0.259603
0.4 0.3367322088 0.3478285799 0.3467145987 0.347222839 0.3472304 0.348116627 0.350053
0.5 0.4283471608 0.4413698686 0.4400102019 0.440599836 0.4406094 0.44157274 0.444010
0.6 0.5252740292 0.5394940678 0.5378864110 0.538534416 0.5385460 0.539498234 0.542315
0.7 0.6289711432 0.6432698663 0.6414982487 0.642128589 0.6421421 0.642987984 0.645984
0.8 0.7411683772 0.7538197033 0.7520534013 0.752608114 0.7526227 0.753267551 0.756064
0.9 0.8639700206 0.8723197678 0.8709949876 0.871362527 0.8713749 0.871733059 0.873671

Tablo 4.8. Farkli yontemler kullanarak «a = 2ve y =1 igin Troesch denkleminin
mutlak hata degerleri

x L-RKM K-RKM SGM[71]] LM[73] HPM[78] PM[73]
uj(x) ug (x) y=1 y=1 r=1 r=1
y=1 y=1

0.1 3.024 x 1073 2.703 x 1073 2.864 x 1073 7.648 x 1071 3.137 x 1073 3.620 x 1073

0.2 5.957 x 1073 5.374 x 1073 5.640 x 1073 5.64 x 1073 6.166 x 1073 7.140 x 1073

0.3 8.687 x 1073 7.830 x 1073 8.226 x 1073 8.23x 1073 8.965 x 1073 1.044 x 1072

0.4 1.109 x 1072 9.982 x 1073 1.049 x 1072 1.05 x 1072 1.138 x 1072 1.332 x 1072

0.5 1.302 x 1072 1.166 X 1072 1.225 x 1072 1.226 X 1072 1.322 x 1072 1.566 X 1072

0.6 1.422 x 1072 1.261 x 1072 1.326 x 1072 1.327 x 1072 1.422 x 1072 1.704 x 1072

0.7 1.429 x 1072 1.252 x 1072 1.315 x 1072 1.317 x 1072 1.401 x 1072 1.701 x 1072

0.8 1.265 x 1072 1.088 x 1072 1.143 x 1072 1.145 x 1072 1.209 x 1072 1.490 x 1072

0.9 8.349 x 1073 7.024 x 1073 7.392 x 1073 7.4 x 1073 7.763 x 1073 9.700 x 1073
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5. BOLUM

COKLU MERTEBEDEN KESIRLi TUREV iCEREN COK NOKTALI
BASLANGIC-SINIR DEGER PROBLEMLERININ EK BAZLI LEGENDRE
DOGURAN CEKIiRDEKLIi HILBERT UZAY| METODU iLE COZUMU

Coklu mertebeden kesirli tiirev iceren, lineer olmayan, ¢ok noktali baslangi¢-sinir deger
problemleri, uygulamali matematik ve fizigin farkli alanlarinda ortaya c¢ikan bir
denklem tiiriidiir [79-85]. Dinamik sistemler, akigkanlar mekanigi, kontrol teorisi, petrol
endiistrileri ve 1s1 iletimi gibi mithendislik ve uygulamali bilimlerin bir¢ok onemli

alaninda kullanilmaktadir [86-87].

Kesir mertebeli diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerini bulmak oldukga zordur [88-89].
Bu nedenle yaklasik ¢oziimleri ve ¢oziimlerin nitel davraniglarini bulmak igin, sonlu
fark yontemi [90], sonlu elemanlar yontemi [91], homotopi pertiirbasyon yontemi [92],
Haar dalgacik yontemleri [93], kolokasyon yontemleri [94], pertiirbasyon-iterasyon
algoritmasi [95], diferansiyel doniisiim metodu [96], varyasyonel iterasyon metodu [97],
doguran c¢ekirdekli Hilbert uzay metodu [98-99] gibi bir¢ok verimli ve kullanigh
yontemler gelistirildi [100-109].

[k olarak Zaremba 1907 yilinda doguran cekirdek kavramimi tanitip Dirichlet kosulunu
dahil ederek sinir deger problemleri iizerine arastirmalar yapmustir [1]. Daha sonra
doguran gekirdek yontemi (RKM) kullanilarak birgok adi, kismi ve integro-diferansiyel
denklemler igin yakinsak seri formda ¢oziimler iiretilmis olup son zamanlarda ise
doguran ¢ekirdek metodu kesir mertebeden lokal olmayan siir deger problemleri,
Riccati diferansiyel denklemi, lokal olmayan sinir kosullarina sahip zorlanmis Duffing
(forced duffing) denklemleri, kesir mertebeden Caputo tiirevli Burgers denklemi, zaman
kesirli Kawahara denklemi, kesir mertebeli Boussinesq denklemi, lineer olmayan
Volterra integro-diferansiyel denklemleri gibi farkli problem tiirleri i¢in uygulandi [110-
116].

Bu béliimde, diger boliimlerde asina oldugumuz L-RKM yontemi farkli bir teknikle, ek
baz kullanilarak modifiye edilecektir. Coklu mertebeden kesirli tiirev igeren lineer

olmayan {i¢ noktali sinir deger problemlerinin yaklasik ¢oziimiinii elde etmek i¢in
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lizerinde calisilan problemde a ve f’ya gore kesirli tirevler Caputo anlaminda

tanimlanip ele alinan denklem

ao(x) °Du(x) + a; (x) *DPu(x) + a, (x)u(x) = F(x, u(x),u’' (x)) (5.1)
0<x<1, 1<a<2, 0<p<1

ve sinir kosullari ise;

u(0) = g, u@®@) =y, u() =pu,, 0<I<1 (5.2)
seklinde ifade edilir [35].

ao(.), a1 (), az() € C?(0,1) ve F(.,u(x),u'(x))€L2[0,1] diizgin (smooth)
fonksiyonlar olup p, Legendre polinomlarin agirlik fonksiyonu olarak ifade edilerek
p = 1 alinir. PJ*[0,1] uzay1, derecesi m’ye esit ya da m’den kiigiik reel katsayil [0,1]
lizerinde tanimli polinomlarm agirhkl i¢ ¢arpim uzayr olup FP;™[0,1] uzayr sonlu

boyutlu bir i¢ carpim uzayidir.
5.1. Legendre Doguran Cekirdek Metodu (L-RKM)

Bu alt boliimde lineer olmayan ¢oklu mertebeli kesirli tlirev igeren diferansiyel
denklemlerin ¢ok noktali baslangic-sinir deger problemlerinin, P;™[0,1] uzayinda

yaklasik ¢oziimlerini elde etmek icin ek bazli Legendre doguran c¢ekirdek metodu

kullanilacaktir.

[k 6nce L lineer operatorii,

L: P*[0,1] — L3[0,1]

Lu(x) = ay(x) *D%u(x) + a,(x) °DPu(x) + a,(x)u(x) (5.3)
seklinde tanimlanir. Boylece (5.1) ve (5.2) denklemleri:

Lu = F(x,u(x),u'(x))

u(0) = po,u(®) = py,u(1) = pp (5.4)
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olarak ifade edilebilir.

Burada L’nin sinirl bir lineer operator oldugunu gostermek kolaydir. (5.4) denkleminin
P*[0,1] uzaynda yaklasik ¢dziimiiniin olusturulmas: i¢in bu uzaym polinom bazl

KJ*(x) doguran ¢ekirdek fonksiyonu bulunmalidir.

(5.1) denkleminin BJ"[0,1] fonksiyon uzayinda ek bazli Legendre doguran cekirdek

metodu kullanilarak yaklasik ¢6ziimii verilecektir. Burada
Yi(x) = LKy (%) = (L"Kyz} (%), K" () prfo a1

= (K2 (), LyKP* ()12, = LyK}C"(y)|y=xi, 1<is<m-1 (5.5)

ve Y;(x) = x'"1, i > m oldugu da kabul edilecektir. L*, L’nin adjoint operatdriidiir.

Her sabit m ve x; € (0,1) icin y; € £*[0,1] dir.

Teorem 5.1. (5.1) ve (5.2) denklemleri igin, eger {x;}";" ifadesi (0,1) araliginda

(m — 1) tane farkli nokta ise o zaman ¥;(x) = LK (x) = L, K" (x)|y_x.yaz1hr.
-

Ispati daha onceki boliimlerde yapilanlara benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 5.2. {x;};2, ifadesi i¢in (0,1) araliginda fakli noktalar olsun. O zaman {i;};2,

dizisi P;*[0,1] uzaym tam sistemidir.

Ispat. Her sabit y € P0,1] i¢in

(), Yi())pmo =0, i=12..,

olsun. Bunun anlami1i = 1,2 ... i¢in

(u(x), l»bi(x)>P,7,”[0,1] = (u(x), L*sz-l(x))P[,n[O,l]
= (Lu(x), K ()12

= Lu(x;) = 0.
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L™ ters operatériin varhigindan u = 0 oldugu sonucuna varilir. Bu nedenle {;}72,

P7"[0,1] uzaym tam sistemidir. Bu ispat: tamamlar. O

Teorem 5.2.’den L-RKM de sonlu farkli nokta kullaniminin yeterli oldugunu ve klasik
RKM de oldugu gibi yogun bir diziye ihtiyag duyulmadigimi gosterir. L-RKM
yonteminde P;"[0,1] uzaymnin {p;};2, ortonormal sistemi, {1, };;ifadesi kullanilarak

Gram-Schmidt ortogonalizasyon siirecinden asagida belirtilen sekilde

i) = ) BRR GO, (B >0i=123.), (5:6)
k=1

elde edilir. B/} ortogonalizasyon katsayisidir.

Not 5.1. Kullanilan bu yeni yontemde m — 1 tane baz (5.6)’dan gelirken 3 tane ek baz
sisteme eklenip smir sartlart saglanir. Boylece sistemde m + 2 tane baz fonksiyonu

kullanilmaktadir.

Teorem 5.3. {x;};2, ifadesi (0,1) araliginda farkli noktalar olsun. (5.1)’de verilen

denklemin tam ¢6zimii u,, (x),

m-1 1 1)

() = > BIRF (i 0o, w o JPeCO) + ) et () (5.7)
i=1 k=1 i=m

seklindedir.

Ispat. u,, € P"[0,1] oldugu i¢in Teorem 5.2.°den yararlanilarak

1 () = ) ot (O, B i 1y )

yazilabilir. Ayrica (5.1) denkleminin P*[0,1] uzayinda tam ¢6ziimii olan u,, (x),
e () = ) ({2 0, B Ot 1 0)
i=1
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m-1 i o0
= D CnCO, D ARG opion PG + (1t (), $i0) B )
i=1 k=1 i=m

m-1 i o0
= DD Bl @m0, e Crpro i) + ) atm (6, BN i)
i=1 k=1 i=m
m-1 i )
= D) Bl GO, LKE ) pptoeC0) + ) (0, B i)
i=1 k=1 i=m
m—-1 i 1)
= D0 D Bl (0, KR G) g i00 + ) (o (), i) i)
i=1 k=1 i=m
m—-1 i 1)
= > > B F(xue,w (@) KE N () + ) i)
i=1 k=1 i=m
m—-1 i ©
= > > Bl P ulo0, w ) () + ) v,
i=1 k=1 i=m

seklinde elde edilir. Bu ispat1 tamamlar. o

Ele aldigimiz (5.1) denklemine ait 3 tane baslangig-sinir sart1 oldugu i¢in 3 tane ek baz
gerekmektedir. Daha sonra baslangig-sinir sartlar1 yerine yazilarak y,,y, Ve y3
bilinmeyen katsayilart bulunur. Dolaysiyla u,,(x) yaklasitk ¢6ziim, u(x) tam

¢Oziimiiniin sonlu m + 2 teriminden

m-1 i

() = ") B F (0 1000, 1 060 FiCO) + Vil () + Vot ()

i=1 k=1

+ ¥3Pme2(x) (5.8)
seklinde elde edilir.

(5.1) denklemi lineer ise ek bazli L-RKM yontemi ile yaklasik ¢oziim (5.8)
denkleminden bulunur. Fakat lineer degilse asagida verilen iteratif siire¢ kullanilarak

yaklasik ¢oziim elde edilir.
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5.2. Iteratif Siirecin Olusturulmasi

Ele alinan denklemin lineer olmama durumunda asagida verilen iteratif siire¢

kullanilacaktir. Bu durumda 6ncelikle u,, iteratif dizi olusturulur
Lvm,n(x) = F(x, um,n—l(x)’ u’m,n—l(x))
um,n(x) = Pm+2vm,n(x)- (59)

Buradaki Ppiz: BM[0,1] = span{yy, Y2, .. Wm—1, Y Vi1, Pimsa) ortogonal
projeksiyon operatdr olup vy, ,(x) € F,*[0,1] ise (5.9) esitliginin n. iteratif yaklasik

¢oziimidiir. Burada her bir iterasyonda y; ,,, ¥2.n, ¥3n katsayilar degismektedir.

Teorem 5.4. {x;};2, dizisi (0,1) araliginda farkli noktalardan olugsun o halde
m-1 i
Uma(X) = Z Zﬁlk Xie» Umn—1(Xk), umn 1(xk) lp (x) + Z Vlnlp (x).(5.10)

i=1 k=

Ispat. vy, ,(x) € P7™[0,1] oldugu igin WM (xR, P7"[0,1] uzayinda tam sistemdir,

Un () = ) (W (0, Bi ()i i)

m—1

Z (Vi n (2, Zﬁlkwku) Degrton Be) + z<vmn<x) Fi00) i)

-1 i

Z Bl nn G, e Vo i () + zwmn(x) $100) $i0)
k=

5

~
1l
-

3
A

Bk (Winn (0, LK (30))pmio i () + Z(Umn(x) THEINTEY

k=1

~.
Il
[N

3
A

Bik LV (0), K ()2 (x) + Z (Vmn (), () i (x)

~.
1l

[N

=

=1
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Bu durum ispati tamamlar. o

Um,o(x) = 0 almarak iteratif siire¢ baslatilir (upo(x) € B"[0,1] olacak sekilde

herhangi bir sabit alinabilir).

um,n(x) = Pm+2vm,n(x)

m-1 i
= > > B F (i G, 0 ) B + V1B () + Va3
i=1 k=1
+V3nmi2(x) n=12,.. (5.11)

Lineer olmayan problemde her bir iterasyon igin y;,, s = 1,2,3 degerleri degismekte
olup iterasyon siirecinin her asamasinda verilen baslangig-sinir sartlart (5.11)

denkleminde yerine yazilarak y;, degerleri bulunur.
Ornek5.1.

Coklu mertebeden kesirli tlirev igeren, lineer olmayan, ii¢ noktali baslangi¢-sinir deger

problemi

‘D*u(x) + (x + 1)°DPu(x) + xu(x) — u?(x) = f(x),
l<a<20<B<l1. (5.12)

Denklemin baslangig-sinir sartlari

1
u(0) =u(3) =u® =0 (5.13)
ve tam ¢O0ziim
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u(x) =x (x - %) (x—1) (5.14)

olup f(x) tam ¢oziim kullanilarak elde edilecek olup bilinen bir fonksiyondur [35].

Incelenen denklemin, ek baz kullanarak L-RKM yéntemiyle ¢dziimii icin x; = H%,

i=0,1,..,(m—1) olarak alindi. Burada m, (0,1) araligindaki hem nokta hem de baz
sayisini ifade etmekte olup n ise iterasyon sayisini gostermektedir. Denklemin ¢oziimii
icin m — 1 tane baz sistemden gelirken 3 tane baslangi¢-sinir deger sart1 oldugu igin 3
tane ek baz sisteme eklendi. Bu sayede toplamda m + 2 tane baz denklemin yaklagsik
¢6ziimii igin kullanildi. Tablo 5.1. ve Tablo 5.2.°de farkli a ve § degerleri i¢in mutlak
hatalar karsilastirilirken Tablo 5.3.’te ise @ = 1.75ve B = 0.75 igin tam ¢ozliim ile
yaklasik ¢oziimiin karsilagtirilmast yapilip Sekil 5.1 ile m = 4, n = 25 ve a = 1.75,
f =0.75 degerleri icin hesaplanan u2°(x) yaklasik ¢oziim ile tam ¢dziimiin

karsilastirma grafigi ile ayn1 parametreler i¢in mutlak hata grafigi verildi.

Tablo 5.1. Ornek 5.1.’de ek bazli L-RKM yéntemi kullanarak m = 3, n = 15 ve farkh

a, [ degerleri icin hesaplanan mutlak hata degerleri

a=2

=1

a=1.9
p=0.9

a=1.8
p=0.8

a=1.7
p=0.7

a=1.6
p=0.6

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

0
3.350 x 107%°
7.440 x 10717
8.880 x 10717
6.480 x 1071°

0
9.120 x 1071°
1.842 x 10718
2.372x 10718
1.962 x 10718

0

0
1.517 x 10718
2.339 x 10718
2.320 x 10718
1.500 x 10718
0
1.780 x 10718
3.400 x 10718
4.200 x 10718
3.350 x 10718
0

0
1.160 x 10719
6.900 x 10720
2.510 x 1071°
2.510 x 1071°
0
5.190 x 10™1°
1.069 x 10718
1.459 x 10718
1.289 x 10718
0

0
1.610 x 107°
5.980 x 10™1°
8.610 x 1071°
6.810 x 10717
0
1.049 x 10718
2.179 x 10718
2.879 x 10718
2.369 x 10718
0

0
1.629 x 10718
2.070 x 10718
1.710 x 10718
9.300 x 10719
0
8.100 x 1071°
1.320 x 10718
1.390 x 10718
9.700 x 10719
0
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Tablo 5.2. Ornek 5.1.’de ek bazli L-RKM yéntemi kullanarak m = 3, n = 20 ve farkli

a, B degerleri i¢in hesaplanan mutlak hata degerleri

a=2 a=1.9 a=1.8 a=1.7 a=1.6
x g=1 B=0.9 B=0.8 B=0.7 B=0.6
0 0 0 0 0 0
0.1 5590x1071° 1.110x107*® 1.890x 107 7.81x107*° 1.023 x 10718
0.2 1.183x107*® 1591x107*¥ 7.090x 107 9.75x107*° 1.025x 10718
0.3 1421 x107*® 1.490x107*® 1.028x107*® 799x107' 6.090x 1071°
0.4 1.021x107*® 9100x 1071 8.080x 107 4.09x 107 1.790 x 1071°
0.5 0 0 0 0 0
0.6 1.479x107'® 9.800x 1071 1.282x107® 371x107!° 1.390x 10719
0.7 2969x107® 1840x107® 2642x107® 591x107%° 5590 x 1071°
0.8 3.829x107® 2190x107*® 3492x107*® 611x107*° 9790 x 1071°
0.9 3.159x107'® 1.760x 1078 2952x107'® 4.31x107!° 9.490x 10719
1 0 0 0 0 0
Tablo 5.3. Ornek 5.1.°de ek bazli L-RKM yodntemi kullanarak m = 4, n = 25 ve
a = 1.75, 8 = 0.75 degerleri icin hesaplanan u2°(x) yaklasik ¢6ziim, tam
¢coziim ve mutlak hata degerleri
x u?®(x) Tam Coziim Mutlak Hata
0 0 0
0.1 0.0359999999999999699150  0.03600000000000000000  3.008 x 10~17
0.2 0.0479999999999999644740  0.04800000000000000000  3.552 x 10717
0.3 0.0420000000000000008210  0.04200000000000000000 8.210 x 10~*°
0.4 0.0240000000000000346210  0.02400000000000000000 3.462 x 10717
0.5 0 0
0.6 —0.024000000000000150799 —0.02400000000000000000 1.507 x 1071¢
0.7 —0.042000000000000407349 —0.04200000000000000000 4.073 x 1071¢
0.8 —0.048000000000000661359 —0.04800000000000000000 6.613 x 1071¢
0.9 —0.036000000000000666779 —0.03600000000000000000 6.667 x 1071¢
1 0 0

78



4 %1016 4

3. %1071 4

Nlutlak Hata

2. %1019 4

11016 4

T T T T y T T T T 1
1] 0.z 0.4 0.4 0g 1
X

Sekil 5.1. Ornek 5.1. igin ek bazli L-RKM yoéntemi kullanarak a) m = 4), n = 25 ve
a = 1.75,5 = 0.75 degerleri igin hesaplanan u2°(x) yaklasik ¢oziim ve
tam ¢oziimiin karsilagtirilma grafigi b) m =5, n =25 ve a = 1.75,8 =
0.75 degerleri icin mutlak hata grafigi

Ornek 5.2.

Coklu mertebeden kesirli tlirev igeren, lineer olmayan, ii¢ noktali baslangi¢-sinir deger

problemi
x2 ‘D u(x) + (x? — 1)DPu(x) + x3u(x) —ux)u'(x) —ud(x) = f(x),
l<a<2 0<B<1 (5.15)

Denklemin baslangig-sinir sartlari

u(0) = u (g) —u(1) =0 (5.16)

ve tam ¢O0zim
ulx) =x (x - %) (x—1) (5.17)

olup f(x) tam ¢oziim kullanilarak elde edilecek olup bilinen bir fonksiyondur [35].
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Alman denklemin ek baz kullanarak L-RKM yontemiyle ¢6ziimii i¢in x; = i+:l'3,

i =0,1,..,(m—1) olarak se¢ildi. Denklemin ¢oziimii i¢in m — 1 tane baz sistemden
gelirken, 3 tane baslangig-sinir deger sartt oldugu i¢in 3 tane ek bazi sisteme biz
ekledik. Bu sayede toplamda m + 2 baz denklemin yaklasik ¢6ziimii i¢in kullanildi.
Tablo 5.4. ve Tablo 5.5.’te farkli « ve B degerleri ig¢in mutlak hatalar karsilastirilirken
Tablo 5.6.°da ise a =1.75 ve B =0.75 igin yaklasitk ¢6ziim ile tam ¢oziimiin
karsilastirilmasi yapilip Sekil 5.2. ile m = 4, n = 25 ve a« = 1.75, 8 = 0.75 degerleri
i¢in hesaplanan u3°(x) yaklasik ¢oziim ve tam ¢dziimiin karsilastirilma grafigi ile ayn

parametreler i¢in mutlak hata grafigi verildi.

Tablo 5.4. Ornek 5.2.de ek bazli L-RKM yéntemi kullanarak m = 3, n = 15 ve farkh

a, B degerleri i¢in hesaplanan mutlak hata degerleri

X

a=2

B=1

a=19
B =09

a=1.8
p=0.8

a=1"7
=07

1.6
0.6

a
B

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

1

0
4142 x 10718
5.146 x 10718
4340 x 10718
2.730 x 10718
1.130 x 10718
0
4,800 x 10~1°
3.600 x 1071°
9.000 x 10720
0

0
1.535 x 10717
1.916 x 10717
1.624 x 10717
1.037 x 10717
4379 x 10718
0
1.931 x 10718
1.561 x 10718
2.610 x 1071°
0

0
5.510 x 1017
6.068 x 10717
4234 x 107V
1.900 x 1017
2.970 x 10718
0
9.070 x 10718
2.262 x 1077
2.657 x 1077
0

0

2.198 x 10716

2.229 x 10716

1.311 x 10716

3.262 x 10717

1.809 x 10717
0

7.402 x 10717

1.576 x 10716

1.708 x 10716
0

0
8.444 x 10716
7.701 x 10716
3.340 x 10716
6.859 x 1077
2.039 x 10716
0
4541 x 10716
9.074 x 10716
9.473 x 10716
0
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Tablo 5.5. Ornek 5.2.’de ek bazli L-RKM yéntemi kullanarak m = 3, n = 20 ve farkli
a, B degerleri i¢in hesaplanan mutlak hata degerleri

X a=2

B=1

a=19
B =0.9

a=1.8
p=0.8

a=1"7
B=0.7

1.6
0.6

(14
B

0 0
0.1 1.820x107%°
0.2 7.700 x 1072°
0.3 9.900 x 1072°
0.4 2.090x10°%°
0.5 1.790x 107 %°
0.6 0
0.7 2910x 1071
0.8 4910x 1071
0.9 5410x 1071
1 0

0
6.800 x 1071°
1.797 x 10718
2.580 x 10718
2.590 x 10718
1.670 x 10718
0
1.920 x 10718
3.380 x 10718
3.150 x 10718
0

0
2.250 x 1071°
6.460 x 10717
9.600 x 10~1°
9.800 x 10~1°
6.500 x 10717
0
7.700 x 10~1°
1.340 x 10718
1.260 x 10718
0

0
2.520 x 1071°
8.000 x 10720
5.000 x 1071°
7.100 x 1071°
5.300 x 1071°
0
7.400 x 10~1°
1.380 x 10718
1.330 x 10718
0

0
4,500 x 10720
4100 x 10~1°
8.900 x 10~1°
1.020 x 10718
7.100 x 1071
0
9.500 x 1071
1.640 x 10718
1.630 x 10718
0

Tablo 5.6. Ornek 5.2.°de ek bazli L-RKM ydntemi kullanarak m = 4, n = 25 ve
a = 1.75, 8 = 0.75 degerleri icin hesaplanan u2°((x) yaklasik ¢oziim, tam
¢Oziim ve mutlak hata degerleri

x uz’(x) Tam Coziim Mutlak Hata
0 0 0
0.1 0.045000000000000002253 0.045000000000000000000 2.253 x 10718
0.2 0.063999999999999990974 0.064000000000000000000 9.026 x 10~18
0.3 0.062999999999999991061 0.063000000000000000000 8.939 x 10~18
0.4 0.048000000000000002281 0.048000000000000000000 2.281 x 10718
0.5 0.025000000000000010681 0.025000000000000000000 1.068 x 10~18
0.6 0 0 0
0.7 —0.021000000000000036859 —0.021000000000000000000 3.685 x 10~17
0.8 —0.032000000000000086539 —0.032000000000000000000 8.653 x 10~17
0.9 -0.027000000000000103759 —0.027000000000000000000 1.037 x 10~1°
1 0 0 0
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Sekil 5.2. Ornek 5.2. icin ek bazli L-RKM
yontemi kullanarak a) m =4, n =25 ve a = 1.75, f = 0.75 degerleri
icin hesaplanan u2°((x) yaklasik ¢dziim ve tam ¢dziimiin karsilastiriima
grafigi b) m = 4, n = 25 ve a = 1.75, f = 0.75 degerleri i¢in mutlak hata
grafigi
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6. BOLUM

KESIRLi MERTEBEDEN VOLTERRA VE FREDHOLM iINTEGRO-
DIFERANSIYEL DENKLEMLERININ EK BAZLI LEGENDRE DOGURAN
CEKIRDEKLI HILBERT UZAYI METODU (L-RKM) iLE COZUMU

Integro-diferansiyel denklemler, fizik, biyoloji, elektrokimya, kimya, ekonomi,
elektromanyetik, kontrol teorisi ve viskoelastisite gibi mihendislik ve bilimsel
disiplinlerde ortaya c¢ikan, bir¢ok dinamigin tanimlanmasi i¢in verimlilik saglayan
o6nemli bir denklem tiiriidiir. Diferansiyel ve integral denklemlerin bir kombinasyonu
olan dordiincii mertebeden integro-diferansiyel denklemlerin sinir deger problemleri
akiskanlar ~ dinamigi, biyolojik modeller, kimyasal kinetik, biyomekanik,
elektromanyetik, elastikiyet, elektrodinamik, 1s1 ve kiitle transferi ve oskilasyon teorisi

gibi birgok alanda siklikla kullanilmaktadir [117-120].

Integro-diferansiyel denklemlerin analitik olarak ¢dziimlerini bulmak oldukca giictiir.
Bu nedenle lineer ve lineer olmayan integro-diferansiyel denklemlerin yaklagik
¢Oziimiinii elde etmek i¢in bir¢ok yontem kullanildi. Behiry, Adomian polinomlari ile
diferansiyel transform metodunu [121], Heris, modifiye edilmis Laplace Adomian
ayristirma metodunu [122], Wang, varyasyonel iterasyon yontemini [123], Yeganeh ve
arkadaslar1 Sinc-collocation metodunu [124], Dehghan, Chebyshev sonlu fark yontemini
[125], Rashed, Lagrange inrerpolasyon yontemini [126], Maleknejad ve Mahmoudi
Taylor polinomlarmi [127], Maleknejad ve arkadaslari rasyonellestirilmis Haar
fonksiyonlart metodunu [128], Abbasbandy ve Taati, operasyonel Tau metodunu [129],
Biazar ve arkadaslari, homotopi pertiirbasyon yontemini [130] kullanarak basarili
sonuclar elde etmislerdir. Integro-diferansiyel denklemlerinin yaklasik ¢dziimii igin
daha farkli yontemler de kullanildi [131-133].

Doguran ¢ekirdek teorisi, lineer olmayan Fredholm integro-diferansiyel denklem
sistemleri, lineer olmayan operatér denklemler, lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemler, ikinci tip Wiener-Hopf denklemleri, lineer olmayan Abel integral
denklemleri gibi lineer ve lineer olmayan birgok denklemde basarili bir sekilde
kullanild1 [134-138]. Doguran ¢ekirdek teoriSinin kullanildigi daha bir¢ok basarili
calisma bulunmaktadir [139-145].
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Bu boéliimde, diger boliimlerde asina oldugumuz L-RKM yontemi farkli bir teknikle
kullanilacaktir. Diger boliimlerde kullanilan denklemlerin sinir sartlart homojen ya da
sinir sartlarin1 homojenlestirildikten sonra ¢6ziilmekteydi, burada dordiincii mertebeden
kesirli tiirev iceren lineer ve lineer olmayan Volterra ve Fredholm integro-diferansiyel
denklemlerinin sinir deger problemlerini, sinir sartlart homojenlestirilmeden ek baz

kullanarak L-RKM ile ¢oziilecektir.

Volterra integro-diferansiyel denklemi ve baslangi¢ sinir sartlari

X
Du“(x) = fi(x,u,u',u", u"") + f k(x,t)f,(u,u’)dt , x € (0,b) 3<a<4
a

(6.1)
u(0) = Bo,u"(0) = B, u(b) = B, u"(b) = B3
Fredholm integro-diferansiyel denklemi ve baslangig¢ sinir sartlari
( 1
{Du“(x) = fiCu,u’,u",u'"") + j k(x,t)fo(u,u’)dt, x € [0,1], 3<a <4 (6.2)

0
\u(a) = fo,u' (@) = B, u(b) = o1’ (b) = fs

seklinde ifade edilir. i = 0,1,2,3 i¢in f3; sabit say1 olup k(x,t), [0,1] X [0,1] de siirekli

fonksiyondur.
6.1. Legendre Doguran Cekirdek Metodu (L-RKM)

Bu alt boliimde lineer ve lineer olmayan kesirli mertebeden tiirev iceren Volterra ve

Fredholm integro-diferansiyel denklemlerinin, sinir deger problemlerinin P;"[0,1]
uzayinda yaklasik ¢oziimlerini elde etmek i¢in Legendre doguran ¢ekirdek metodu

kullanilacaktir.

Ele alinan Volterra integro-diferansiyel denklemi ve Fredholm integro-diferansiyel

denklemi sirasiyla
D%u(x) = F(x,u(x),u’(x),u”(x),u”’(x), Tlu(x)),O <x<1l,3<a<i4 (6.3)

D%u(x) = F(x,u(x),u’(x),u”(x),u”’(x), Tzu(x)),O <x<l,3<ac<4 (6.4)
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seklindedir. (6.3) ve (6.4)’te ifade edilen u(x),u'(x),u" (x),u"' (x) € P"[0,1] olup

Tyu(x) = f;k(x, Ofp(u@®),v' (@®)dt, Tulx)= folk(x, Ofp(u@®),u'(t))dt,  ve
y =y(x),z=z(x),w; = wy(x),w; = wp(x), w3 = wz(x) € Ppm[O,l],

F(x,y,z,wy,wy,w3) € L2[0,1] dir.

Ik 6nce her iki integro-diferansiyel denklem icin L lineer operatdrii

L: PJ*0,1] - L3[0,1]

Lu(x) = “D%u(x) (6.5)
seklinde segilir.

Onceki béliimlerde L nin smrli bir lineer operatdr oldugunu gostermistik. (6.3)

denkleminin B"[0,1] uzayinda yaklasik ¢dziimiiniin olusturulmasi i¢in bu uzaym

polinom bazli KJJ*(x) doguran gekirdek fonksiyonu bulunmalidir.

Not 6.1. Burada teorik analizler Volterra integro-diferansiyel denklemine gore
yapilacak olup, Fredholm integro-diferansiyel denklemi i¢in de teorik analiz benzer

sekilde yapilabilir.

(6.1) denkleminin F"[0,1] fonksiyon uzayinda ek bazli Legendre doguran cekirdek

metodu kullanilarak yaklasik ¢oziimii verilecektir. Problemin ¢oziimiiniin varlik ve
tekligi kabul edilecek olup FB"[0,1] uzay,, (0,1) aralifinda smir sartlarimi

saglamamaktadir. Ayrica
Yi(x) = L*ng-l(x) = (L*KJZ-I(X),K;'I(Y))P;”[OJ]
= (K200, Ly K ()2, = LyK;"(y)|y=xi, 1<i<m-1

ve Y;(x) =x"Li>m oldugu kabul edilecektir. L*, L’nin adjointidir. Her sabit m ve
X; € [0,1] igin Y; € Ppm[O,l] dir.
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Teorem 6.1. (6.3) denklemi igin, eger {x;};2, ifadesi (0,1) araliginda farkli noktalar ise
0 zaman ;(x) = 'K (x) = LyK;”(y)|y=xi.

Ispat1 daha &nceki boliimlerde yapilanlara benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 6.2. {x;};=, ifadesi (0,1) araliginda farkli noktalar olsun. O zaman {y;}{2,

dizisi B,*[0,1] uzaym tam sistemidir.

Ispat. Her sabit u € PJ*[0,1] igin

(u(x):l/)i(x»P[,”[O,l] =0, i=12,..

olsun. Bunun anlami i = 1,2, ... i¢in

(u(x):lpi(x))Pgl[O,l] = <u(x):L*KJZ-l(x)>P[)”[O,1]
= (Lu(x), Kz} ()12
=Ly(x;)) = 0.

L™ ters operatériin varhgindan u = 0 oldugu sonucuna varilir. Bu nedenle {;}:2,,

P;"*[0,1] uzaymn tam sistemidir. Bu ispati tamamlar. O

Teorem 6.2., ek bazli L-RKM de sonlu farkli noktanin kullaniminin yeterli oldugunu ve
klasik RKM de oldugu gibi yogun bir diziye ihtiya¢ duyulmadiginmi gosterir. Ek bazli L-

RKM yonteminde, {i;};2, ifadesi Gram-Schmidt ortogonalizasyon siirecinde

kullanilarak PJ"[0,1] uzaymnin {El}zl ortonormal sistemi, asagida belirtilen sekilde

.(x) = z Buthe (), (By>0,i=123..), (6.6)
k=1

elde edilir. B;; ortogonalizasyon katsayisidir.
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Not 6.2. Kullanilan bu yeni yontemde m — 1 tane baz (6.6) denkleminden gelirken 4
tane ek baz sisteme eklenip sinir sartlar1 saglanir. Bu sayede sistemde m + 3 tane baz

fonksiyonu kullanilmaktadir.

Teorem 6.3. {x;};2, ifadesi (0,1) araliginda farkli noktalar olsun. (6.3)’te verilen

denklemin tam ¢ozimii u,, (x),

m-1 1
() = )" B (0 w0, 0 (0, 07 Gt ™ (), Ty ), ()
i=1 k=1
+ Z Yi Ei (617)
seklindedir.

Ispat. u,, € PJ"[0,1] oldugu i¢in Teorem 6.2.”den yararlanarak

() = ) (e (0, B, 0 ,00)

yazilabilir. Ayrica (6.3) denkleminin B"[0,1] uzayinda tam ¢oziimii olan u,,(x),

asagidaki gibi elde edilir.

() = D (0, B, 0o 0, ()

= D CnC, D Bt dopion B () + ) (1t 0, $,00) ,06)
i=1 k=1 i=m

m-1 i

Z B (am GO, i G 1y () + Z<um<x) ENTNe)

i=1 k=

m—-1 i

= Bite (i (0, LK () prmpo 170, (%) + Z(um(X),Ei () i, (x)

i=1 k=1
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m—-1 1

B Lot (), K ) 15, () + ) G (), ,00) 5,0

i=1 k=1

m-1 i
= D) B (F (w0, 0 (0, 0G0, 0" (), Ty (), K Gy, (3)
i=1 k=1
+ ) Vi)
= D B F i w0, 0 (10, 0" (), 0" (50, Ty ), ()
i=1 k=1
£ 1.

Bu ispati tamamlar. o

Ele alinan (6.3) ve (6.4) denklemlerine ait 4 tane sinir sart1 oldugundan 4 tane ek bazin
eklenmesi gerekir ve sinir sartlar1 yerine yazilarak lineer denklemler igin y4,¥,, V3 Ve V4
bilinmeyen katsayilar1 bulunur. Dolayisiyla wu,,(x) yaklagik ¢ozim, u(x) tam

¢Oziimiiniin sonlu m + 3 teriminden

m-1 i
() = D> B F (i i), (o), 0 G, w0 (o), Tt () ), 06) + 18, ()
i=1 k=1
+ V21 (0 + Va2 () + v 3 (x) (6.8)
elde edilir.

Not 6.3. (6.3) denklemi lineer ise ek bazli L-RKM yontemi ile yaklasik ¢oziim (6.8)
denkleminden bulunur fakat lineer degil ise daha 6nceki boliimde verilen iteratif siirecin
benzeri (6.8) denklemi i¢in de kullanilacaktir. Lineer olmayan problemde her bir
iterasyon igin yg, (s = 1,2,3,4) degerleri degismekte olup, iterasyon siirecinin her

asamasinda yeniy; ,, degerleri bulunup bir sonraki iterasyona aktarilir.

Ornek 6.1.
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Dérdiincii mertebeden kesirli tiirev igeren lineer Volterra integro-diferansiyel denklemi.
X

D%u(x) =x(1+ex)+Bex+u(x)—fu(t)dt 0<x<1 3<ac<4
0

sinir sartlari

u(0) =1, u"(0) =2, u(l)=1+4+e¢, u"(1) =3e

ve a = 4ig¢in tam ¢oziim u(x) = 1 + xe”* seklinde ifade edilir [144].

Alman denklemin ek baz kullanilarak L-RKM yontemiyle ¢oziimii i¢in x; = —i+n2'3,

i=0,1,..,(m—1) olarak alindi. m, (0,1) araligindaki hem nokta hem de baz sayisini
ifade etmekte olup m — 1 tane baz sistemden gelirken 4 tane sinir sart1 oldugu i¢in 4
tane ek bazi sisteme eklendi. Toplamda m + 3 baz ile incelenen denklemin farkli «
degerlerinde m = 7 i¢in yaklagik degerleri bulunup tablo ve grafiklerle gosterildi.

m =7 i¢in y;, i = 1,2,3,4 degerlerinin degisim tablosu verildi.

Tablo 6.1. Ornek 6.1.°de ek bazli L-RKM ydntemi kullanarak m =7 ve farkll «
degerleri i¢in hesaplanan yaklasik ¢oziimler ile @ = 4 i¢in yaklasik ¢oziim,

tam ¢6ziim ve mutlak hata degerleri

N «=3.8 €=39 w=4 Tam(gﬁzzﬁ:)l Mu(tcltai I:glta
0.1 1.11451296811026 1.112621288666486 1.110517046346279 1.110517091807564 4.546 x 1078
0.2 1.251747423104280 1.248224286973852 1.244280463514345 1.244280551632033 8.811x 1078
0.3 1.415032953978463 1.410298108097953 1.404957517343828 1.404957642272800 1.249 x 1077
0.4 1.608350900190870 1.602914412438139 1.596729726101880 1.596729879056508 1.529 x 1077
0.5 1.836374621615915 1.830782931722656 1.824360465730824 1.824360635350064 1.696 X 1077
0.6 2.104533378237897 2.099321855435146 2.093271107797011 2.093271280234305 1.724 x 1077
0.7 2.419089595781681 2.414739798790654 2.409626736480074 2.409626895229333 1.587 x 1077
0.8 2.787231923831191 2.784130457365996 2.780432616935802  2.780432742793974 1.258 x 1077
0.9 3.217181061106566 3.215580106973511 3.213642728098380 3.213642800041254 7.194 x 1078
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Tablo 6.2. Ornek 6.1.°de m = 7 i¢in hesaplanan y;,¥,,¥3 Ve y, degerleri

Y1 Y2 Y3 Y4

1.6205717968334814. —0.99548551955552237 0.77859436011887114 —0.61139807628145488

a) b)

354
] 3.%10°7

=]

*

o
L
1

254

Miutlak Hata

1.x10°7

Sekil 6.1 Ornek 6.1.’de ek bazli L-RKM yontemi kullanarak a) m = 7 ve a = 4 i¢in
yaklagik ¢oztiim ile tam ¢oziimiin karsilastirilma grafigi b) m = 7 igin mutlak
hata grafigi

Ornek 6.2.

Dérdiincii mertebeden kesirli tiirev iceren lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel

denklemi

X
D“u(x)=1+Je‘tu2(t)dt 0<x<1 3<a<4
0

sinir sartlari
u(0 =1, u"(0)=1, u(l)=e, u'(1)=e

ve a = 4ic¢in tam ¢oziim u(x) = e* seklinde ifade edilir [144].

i+0.3

Ele aliman denklemin ek bazli L-RKM yontemiyle ¢oziimii i¢in. x; = — i =

0,1, ...,(m — 1) olarak alindi. m, (0,1) araligindaki hem nokta hem de baz sayisini ifade

etmekte olup n ise iterasyon sayisini temsil etmektedir. m = 7, n = 20 alinarak farkli
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degerleri igin u2°(x) yaklasik ¢oziim, tam ¢oziim ve mutlak hata tablosu yapildi.

[terasyon siirecinde degisen ¥, s = 1,2,3,4 degerlerinin degisim tablosu verildi.

Tablo 6.3. Ornek 6.2.’de ek bazli L-RKM yontemi kullanarak m = 7, n = 20 ve farkl
a degerleri igin hesaplanan u2°(x) yaklasik ¢oziim, tam ¢dziim ve mutlak
hata degerleri

u2’(x) uz’(x) u2’(x) Tam Coziim Mutlak Hata
x a=3.8 a=3.9 a=4 (a=4) (a=4)

0.1 1.10593585846065 1.10558570254487 1.10517089636118 1.10517091807564 2.171 x 1078
0.2 1.22282232695311 1.22217601548752 1.22140271617243 1.22140275816016 4.198 x 1078
0.3 1.35175733460533 1.35089872352941 1.34985874827101 1.34985880757600 5.930 x 1078
0.4 1.49399246735440 1.49301963293877 1.49182462541302 1.49182469764127 7.222 x 1078
0.5 1.65093801514142 1.64995193028360 1.64872119116527 1.64872127070012 7.953 x 1078
0.6 1.82417319008818 1.82326849666727 1.82211872030014 1.82211880039050 8.009 x 1078
0.7 2.01545877433934 2.01471620931542 2.01375263475658 2.01375270747047 7.271x 1078
0.8 2.22675263760468 2.22623235750487 2.22554087206323 2.22554092849246 5.642 x 1078
0.9 246022718228955 2.45996304320901 2.45960307982560 2.45960311115694 3.133 x 1078

Tablo 6.4. Ornek 6.2.°de m = 7, n = 20 igin hesaplanan y; n, Y2, V3.n V€ ¥4 degerleri

n Y1 Y2 Y3 Ya

1  1.2441995212230805082 —0.85673706330285457304 0.72803800200382351839 —0.60244789680430913114
2 1.2459226550079328779 —0.86070390541826975382 0.73233121630744915497 —0.60409089033951011214
3 1.2459366819496998044 —0.86073619189138976681 0.73236587961072555873 —0.60410408095811273807
4  1.2459367954682982639 —0.86073645315816477115 0.73236616003925591994 —0.60410418765962165279
5 1.2459367963867114911 —0.86073645527191693409 0.73236616230801919269 —0.60410418852287136237
6  1.2459367963941417588 —0.86073645528901789580 0.73236616232637425250 —0.60410418852985534418
7  1.2459367963942019108 —0.86073645528915632568 0.73236616232652281826 —0.60410418852991187094
8  1.2459367963942023920 —0.86073645528915743529 0.73236616232652401309 —0.60410418852991232607
9  1.2459367963942023776 _()86073645528915740681 0.73236616232652398920 —0.60410418852991231764
10 1.2459367963942024087 —0.86073645528915747277 0.73236616232652405344 —0.60410418852991234153
11 1.2459367963942023551 —0.86073645528915736054 0.73236616232652394482 —0.60410418852991230090
12 1.2459367963942023844 —0.86073645528915742091 0.73236616232652400148 —0.60410418852991232186
13  1.2459367963942023854 —0.86073645528915742287 0.73236616232652400425 —0.60410418852991232309
14 1.2459367963942023972 _(86073645528915745001 0.73236616232652403154 —0.60410418852991233310
15 1.2459367963942024150 —0.86073645528915748418 0.73236616232652406042 —0.60410418852991234364
16 1.2459367963942024566 —0.86073645528915757231 0.73236616232652414523 0.604104188529912374911
17  1.2459367963942023952 _(86073645528915744443 0.73236616232652402568 —0.60410418852991233107
18 1.2459367963942024073 —0.86073645528915747068 0.73236616232652405295 —0.60410418852991234165
19 1.2459367963942023933 —0.86073645528915743854 0.73236616232652401739 —0.60410418852991232775
20 1.2459367963942023874 —0.86073645528915742700 0.73236616232652400853 —0.60410418852991232485
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Sekil 6.2 Omek 6.2.°de ek bazli L-RKM yéntemi kullanarak a) m = 7, n = 20 ve
a = 4 i¢in yaklasik ¢oziim ile tam ¢oziimiin karsilastirilma grafigi by m = 7,
n = 20 ve a@ = 4 i¢in mutlak hata grafigi

Ornek 6.3.

Dordiincii mertebeden kesirli tiirev igeren lineer Fredholm integro-diferansiyel denklemi

1

Du®*(x) =4ex+1+u(x)—Ju(t)dt, 0<x<1, 3<a<4
0

sinir sartlari

u(0)=1, u'(0) =1, u(l)=14+e, u'(1) = 2e

a = 4 i¢in tam ¢oziim ise u(x) = 1 + xe* seklinde ifade edilir [145]. Yukarida ifade

edilien Fredholm denkleminin ek bazli L-RKM yontemiyle ¢éziimii i¢in x; = itfls,

i=01,..,(m—1) olarak alindi. m = 7 ve farkli a degerleri i¢in yaklasik degerleri
bulunup tam ¢oziimle karsilastirma yapilarak tablo ve grafiklerle gosterildi. m = 7 igin

yi, 1 = 1,2,3,4 degerlerinin degisim tablosu verildi.

92



Tablo 6.5. Ornek 6.3.’te ek bazli L-RKM yontemi kullanarak m = 7 ve farkhi «
degerleri i¢in hesaplanan yaklasik ¢oziimler ile @ = 4 i¢in yaklasik ¢6ziim,
tam ¢6ziim ve mutlak hata degerleri

x a=3.8 a=3.9 a=4 Tam ((:22212_) Mu(toltai Z?ta
0.1 1.11087152832480 1.11069892936192 1.11051709065470 1.11051709180756 1.152 x 10~°
0.2 1.24535723835491 1.24483699693760 1.24428054764657  1.24428055163203 3.985x 10~°
0.3 1.40675541191570 1.40589197718632 1.40495763488979  1.40495764227280 7.383 x 10~°
0.4 1.59901608147162 1.59792419176984 1.59672986869528 1.59672987905650 1.036 x 1078
0.5 1.82678130007609 1.82563203357898 1.82436062299336  1.82436063535006 1235 x 1078
0.6 2.09544902025021 2.09442235288905 2.09243090814293  2.09327126713882 1309 x 1078
0.7 2.41125035941044 2.41049242539878 2.40887832910415  2.40962688288519  1.234 x 1078
0.8 2.78134265934682 2.78092460707740 2.77992864050307  2.78043273313348  9.660 x 10~°
0.9 3.21391531250610 3.21379383217674 3.21364279548491  3.21364280004125 4.556 x 10~°
Tablo 6.6. Ornek 6.3.te m = 7 icin hesaplanan y;,v,, Y3 Ve v, degerleri
Y1 Y2 V3 Va

1.6205718463858205' _( 99548562249960733 0-77859446203127477 —0.61139811537587374

a)

354

25

b)

I.SXID'S:
1.6><ID'3:
1.4x10'8:
1.2x1u'3:

1.x10°% 4

Iutlak Hata

nd oe 1 o 0z 0.4 06 0z 1

Sekil 6.3 Ornek 6.3.’te ek bazli L-RKM yontemi kullanarak a) m = 7 ve a = 4 igin
yaklasik ¢oziim ile tam ¢6zlimiin karsilastirilma grafigi b) m = 7 i¢in mutlak
hata grafigi

Ornek 6.4.

Dérdiincii mertebeden kesirli tiirev iceren lineer olmayan Fredholm integro-diferansiyel

denklemi
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1
Du“(x)=ex+1—e+fe_tu2(t)dt, 0<x<1 3<ac<4
0

sinir sartlari
u( =1, u'0)=1, u(l) =e, u'(1)=e
tam ¢oziim a = 4 i¢in u(x) = e* seklinde ifade edilir [145].

i+0.3

Ele alinan denklem, ek bazli L-RKM yontemiyle ¢oziildi. x; = — i=01,..,(m-

1) olarak alindi. m = 7, n = 20 alinarak farkli a degerleri icin u2°(x) yaklasik ¢coziim,
tam ¢oziim ve mutlak hata tablosu yapilip grafiklerle gosterildi. Iterasyon siirecinde

degisen ys ,, (s = 1,2,3,4) degerlerinin degisim tablosu verildi

Tablo 6.7. Ornek 6.4.’te ek bazli L-RKM yéntemi kullanarak m = 7, n = 20 ve farkli
a degerleri igin hesaplanan u2°(x) yaklasik ¢oziim, tam ¢dziim ve mutlak

hata degerleri

u?’(x) u2’(x) u2’(x) Tam Coziim Mutlak Hata
X a=3.8 a=39 a=4 (a=4) (a=4)
0.1 1.10524159689325 1.10520789833453 1.10517091616623 1.10517091807564  1.909 x 10~°
0.2 1.22161302190476 1.22151396183660 1.22140275162742 1.22140275816016  6.532 x 107°
0.3 1.35020294770812 1.35004241424337 1.34985879531642 1.34985880757600  1.225x 1078
0.4 1.49225371009526 1.49205550758277 1.49182468003305 1.49182469764127  1.760 x 1078
0.5 1.64916630490136 1.64896285851501 1.64872124934221 1.64872127070012  2.135x 1078
0.6 1.82251055278835 1.82233373718005 1.82211877775241 1.82211880039050  2.263 x 1078
0.7 2.01403769529534 2.01391134240427 2.01375268665686 2.01375270747047  2.081 x 1078
0.8 2.22569586763149 2.22562919248214 2.22554091316778 2.22554092849246  1.532 x 1078
0.9 2.45964750986571 2.45962950461517 2.45960310464975 2.45960311115694  6.507 x 10~°
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Tablo 6.8. Ornek 6.4.te m = 7, n = 20 igin hesaplanan ¥y », Y2, V3.0 V€ Va4 degerleri

n Y1 Y2 Y3 Ya

1  1.2454379860516901424 —0.85896381928461996649 0.73028777726018597889 —0.60354822895498095190
2 1.2459354242250435521 —0.86073156210993516875 0.73236042040872499806 —0.60410265532132561837
3 1.2459368045487817733 —0.86073646735749267638 0.73236617171349419893 —0.60410419377960155287
4  1.2459368083830032177 —0.86073648098314067072 0.73236618768929427314 —0.60410419805308432333
5 1.2459368083936538328 —0.86073648102098969257 0.73236618773367149516 —0.60410419806495510870
6  1.2459368083936834178 —0.86073648102109482876 0.73236618773379476524 —0.60410419806498808311
7  1.2459368083936835000 —0.86073648102109512079 0.73236618773379510764 —0.60410419806498817470
8  1.2459368083936835002 —0.86073648102109512164 0.73236618773379510863 —0.60410419806498817496
9  1.2459368083936835002 _(86073648102109512160 0.73236618773379510858 —0.60410419806498817495
10 1.2459368083936835002 —0.86073648102109512161 0.73236618773379510860 —0.60410419806498817495
11 1.2459368083936835002 —0.86073648102109512163 0.73236618773379510862 —0.60410419806498817496
12 1.2459368083936835002 —0.86073648102109512163 0.73236618773379510862 —0.60410419806498817496
13 1.2459368083936835002 —0.86073648102109512163 0.73236618773379510862 —0.60410419806498817496
14 1.2459368083936835002 _(86073648102109512160 0.73236618773379510858 —0.60410419806498817495
15 1.2459368083936835002 —0.86073648102109512163 0.73236618773379510862 —0.60410419806498817496
16 1.2459368083936835002 —0.86073648102109512163 0.73236618773379510862 —0.60410419806498817496
17 1.2459368083936835002 _(86073648102109512160 0.73236618773379510858 —0.60410419806498817495
18 1.2459368083936835002 —0.86073648102109512162 0.73236618773379510861 —0.60410419806498817496
19 1.2459368083936835002 —0.86073648102109512161 0.73236618773379510860 —0.60410419806498817495
20 1.2459368083936835002 —0.86073648102109512162 0.73236618773379510861 —0.60410419806498817496
a) b)

26
244

224

Mutlak Hata

3%10°%

2 %1078

1.%10°%

04

08 1

Sekil 6.4 Ornek 6.4.te ek bazli L-RKM yontemi kullanarak a) m =7, n = 20 ve
a = 4 i¢in yaklasik ¢6ziim ile tam ¢6ziimiin karsilastirilma grafigi b) m = 7,
n = 20 ve a = 4 i¢in mutlak hata grafigi

Ek bazli L-RKM ile yaklasik ¢oziimleri bulunan lineer Volterra ve Fredholm integro-

diferansiyel denklemlerinde m =7 nokta sayist ve n = 20 iterasyonla sonuglar

tablolarla verildi. Nokta ve iterasyon sayisi artirildikca elde edilen sonuglar @ = 4 igin
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elde edilen tam ¢oziime daha da yaklasacaktir. Bulunan sonuglar, az nokta ve az

iterasyon sayisi ile yontemin gayet basaril1 ve etkili oldugunu gostermektedir.
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7. BOLUM
TARTISMA SONUC VE ONERILER

Kesirli mertebeden tiirev sayesinde miihendislik, fizik, akiskanlar dinamigi, akiskanlar
mekanigi, dinamik sistemler, kontrol teorisi, 1s1 transferi, petrol sanayisi gibi bir¢ok
bilim alaninda yapilan ¢alismalarda modellenen yapinin davraniglarini ve siireci daha iyi

ifade ettigi gortldi.

Bu tez ¢alismasinda, kesirli mertebeden tiirev igeren diferansiyel denklemlerin yaklasik
¢oziimlerinin sonlu ve sonsuz boyutlu doguran cekirdekli Hilbert uzaylarinda bulunmasi
amagclandi. Tezin 3. boliimiinde Bagley-Torvik denklemine Klasik doguran ¢ekirdekli
Hibert uzay1 (K-RKM) metodu ile Legendre doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayr metodu
(L-RKM) uygulanarak iki yontem arasinda karsilastirma yapilirken 4. Boliimde Troesch
denklemine K-RKM ile L-RKM uygulanip daha once literatiirde var olan sonuglarla
karsilagtirdi. Doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayr metodunun uygulanabilir olmasi i¢in
baslangi¢ ve sinir sartlarinin homojen olmasi gerekmektedir fakat 5. bolimde L-RKM
yontemine yeni bir bakis agis1 getirilerek ek baz eklenip, ¢oklu mertebeden tiirev iceren
¢ok noktali lineer olmayan model denklemlere uygulanarak yaklagik sonuglar elde
edildi. Son boliimde ise lineer ve lineer olmayan Volterra ve Fredholm integro-
diferansiyel denklemleri ek bazli L-RKM yontemiyle homojenlestirilmesine gerek

kalmadan denklemlerin yaklasik sonug¢larini elde edildi.

Elde edilen sonuglardan metotlarin etkili ve kullanishi oldugu sonucuna varilmstir.
Kullanilan metotlarla degisik tiirden kesir mertebeli adi ve integro-diferansiyel

denklemlere uygulanabilecegi diisiiniilebilir.
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