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1. BOLUM

GIRIS

Matematigin farkli dallarindaki uzmanlasma ve farklilasma nedeniyle ortak bir
calisma alami1 bulma ihtiyact ortaya ¢ikmustir. Bu baglamda kategori teorisi,
farkli branslarda ortak iletisim alami saglayan bir dil olarak 20. yiizyilin
ortalarinda Eilenberg ve Mac Lane [17] tarafindan ortaya atilmistir. Topoloji
de matematigin bircok dalinda kullanim alanina sahip oldugundan topolojik
kavramlarin kategorik olarak calisiimasi siklikla tercih edilmistir. Kategori
teorisinin teorik altyapisi, bilgisayar bilimi, fizik ve miihendislik alanlarmna
uygulanmis ve son yillarda uygulama alani oldukca genislemistir. Ornegin
kategori teorisi; bilgisayar, klimatoloji, malzeme, fizik, jeoloji gibi bircok
bilim alaninin yaninda, 6zel olarak DNA ve RNA kodlar1 konusunda, uzay
gozlemlerinde, ulasim haritalar1 olusturmada, mukavemet alaninda ve cografi
bilgi sistemlerinde kullanilmaktadir. Kategoriyi gercek diinyaya aktaran bu ve

benzeri bir¢ok 6nemli uygulamalar [45] de verilmistir.

Topolojik uzaylar; yakinsak, bornolojik, limit ve Onsiralama uzaylarmi da
kapsayacak sekilde Herrlich [23], Kent [32], Schwarz [42] ve Wyler [51] gibi bir¢ok
yazar tarafindan genellestirilerek topolojik kategori kavrami tanimlanmuistir.
Bu genellestirme farkli yollarla yapilmistir. 1971’de Wyler [51] tam lattice
kategorisindeki fanktora bagh olarak, Herrlich [23] de 1974’te, baslangig

kaldirmalar yardimiyla topolojik kategoriyi tanimlamislardir.

Genel Topoloji'deki ayirma aksiyomlari, kompaktlik, baglantililik ve kapalilik
gibi 6nemli kavramlar farkli yollarla topolojik kategoriye genisletilmistir. Bu

genislemeler yapilirken bircogunda kapanis operatorleri kullanilmistir. Baran



[2] de kapanis operatorlerini kullanmadan, kiimeler tizerinde tanumli herhangi
bir topolojik kategori icin ilk olarak lokal olarak, yani bir p noktasinda ayirma
aksiyomlarini tanimlamistir [5]. Ardindan bu lokal tanimlari topos teorideki
irete¢ eleman metodu [31] ile noktadan bagimsiz tanimlara genellestirmistir. Bu
genislemeleri yapmanin bir amaci, Tietze genisleme teoremi, Tychonoff teoremi,
Urysohn lemmasi, Urysohn metriklesme teoremi gibi onemli teoremlerin
ifadelerinde yer almalaridir. Bir baska nedeni de topolojik kategorilerde kapalilik
kavraminin bir noktadaki ayirma aksiyomlar1 yardimiyla tanimlanmis olmasidir.
Tim bu nedenlerle sozii edilen bu kavramlar: farkli topolojik kategorilerde
karakterize etmek de yararli olmaktadir. Topolojik kavramlari herhangi bir
topolojik kategoriye genellestirebilmek i¢in bunlarin her birini baslangic ve bitis

kaldirmalar, diskre ve indiskre objeler ile agiklayabilmek gerekmektedir.

Baran [2, 3] kiime tabanli topolojik kategorilerde kapalillk ve kuvvetli
kapalilik kavramlarimi tanimlamis ve bu kavramlarin bazi iyi bilinen
topolojik kategorilerde Dikranjan ve Giuli anlaminda [16] kapams operatorii
olusturdugunu gostermistir [11, 13]. Ayrica bu kavramlar1 kullanarak
kompaktlik [8], Hausdorffluk [7] ve baglantililik [12] gibi 6nemli topolojik

kavramlari topolojik kategoriye genellestirmistir.

Ayirma aksiyomlar: farkli noktalar1 ve ayrik kapali kiimeleri, acik kiimelerle
ayirmay1 saglamakta ve bunun yaninda bir¢ok alanda kullanimi mevcuttur.
Ornegin, cebirsel topolojide lokal yar1 basit (semi-simple) ortiileri karakterize
etmek igin [26], bilgisayar alaninda lamda kalkiiliis ve programlama dilinin
denotasyonel semantiginde topolojik model olarak [41, 46], quantum
mekaniginde [49] ve dijjital topolojide Khalimsky dogrusunu karakterize
etmek icin [22,34] T ayirma aksiyomu kullanilir. Ayrica Baran [7] bir topolojik
kategorideki Hausdorff objelerin gesitli formlarimi 7, objeleri kullanarak
tanimlamistir.  Yine keyfi bir topolojik kategoride kapalilik ve kuvvetli
kapalilik kavramlar:1 bir noktadaki 7; ve 77 ayirma aksiyomlar1 cinsinden

tanimlanmustir [3].

Ty ayirma aksiyomu da cebirde maksimal idealler cinsinden Boolean latisi ve



Stone uzaylarinda sifir boyutlu uzaylarin bazin teorik olarak elde etmek icin
model olarak [18] kullanilir. Ayrica keyfi bir topolojik kategoride T3, T}, regiiler,

tam regiiler ve normal objelerin tanimlarinda da yer almaktadir [9,10].

Farkli Tj formlar1 1971’de Briimmer [14], 1973’te Marny [36], 1974"te Hoffmann
[24], 1977’de Harvey [21] ve 1991'de Baran [2] tarafindan topolojik kategoride
tanimlanmistir.  Bu 7, formlar1 arasindaki iliskiler 1991°de W. Schwarz [50]
ve 1995’te Baran ve Altindis [6] tarafindan incelenmistir. Ayrica Baran [7],
Ty objeleri kullanarak bir topolojik kategorideki Hausdorff objelerin gesitli

formlarini tanimlamaistir.

1991 yilinda Baran [2], "(X, 7) topolojik uzayimin 7j olmas: icin gerek ve yeter
kosul X? iizerindeki carpim topolojisi 7. olmak tizere A : X2 VA X? — (X?, 7,) ve
V: XVaX — (X, P(X)) fonksiyonlar: tarafindan tiretilen baslangig topolojisinin
diskre olmasidir" ve "(X, 7) topolojik uzayinin 7 olmasi icin gerek ve yeter kosul
X3 tizerindeki ¢arpim topolojisi 7, olmak tizere S : X? Vp X? — (X3, 7,) ve
V:XVaX — (X, P(X)) fonksiyonlari tarafindan tiretilen baslangi¢ topolojisinin
diskre olmasidir" ifadelerini ispatlamistir. Burada A ve S sirasiyla temel ve egik
eksen doniistimleridir. 7; ve 7} ayirma aksiyomlarini bu teoremler yardimiyla
topolojik kategoriye genellestirmistir. Buna ek olarak 1998 yilinda 7} objeleri
kullanarak herhangi bir topolojik kategorideki T3, T} regiiler, tam regiiler ve

normal objeleri tanimlamastir [9,10].

Bilgisayar biliminin gelismesi ile sonlu topolojik uzaylar biiyiik ©nem
kazanmustir.  Sierpinski uzayr Scott topolojisindeki [20, 44] acgik kiimeleri
karakterize ettiginden semantik ve hesaplama teorisi ile iliskisi vardir. Sonlu bir
kiime tizerinde 7; topolojilerinin sayilari ile bu kiime tizerindeki kismi siralama

bagintilarinin sayilari esittir [47,48].

Sonlu bir kiime iizerinde sadece bir tane Haussdorff topoloji olmasina ragmen,
bir ¢ok Ty topolojisi yazilabilir. Ornegin, iki elemanh herhangi bir X kiimesi
tizerinde toplam 4 farkli topoloji mevcuttur. Bunlardan 3 tanesi 7; topolojisi olup
2 tanesi de homeomorfik degildir. Dort elemanl: herhangi bir X kiimesi tizerinde

de 33 tanesi homeomorfik olmayan toplam 355 farkli topoloji yazilabilir, bunlarin
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da 16 tanesi homeomorfik olmayan toplam 219 tanesi 7 topolojisidir.

Sira (order) teorisi, ikili bagintilarin bir¢ok cesidi ile ilgilenen bir matematik
dalidir.  Bu ikili bagmtilar, matematik alaninda ve bilgisayar bilimi gibi
matematikle yakin iliskili alanlarda matematiksel siralama kavramini olusturur.
Alan (domain) teorisi ise, matematik ve bilgisayar bilimi arasinda bir arayiiz
olup, hizla gelisen bir daldir ve alanlar (domains) olarak bilinen bazi 6zel kismi
sirali kiimelerle (posets) ilgilenir. Bu nedenle alan teorisi, sira teorisinin bir dali
olarak diisiiniilebilir. Bu tez ¢alismasinda sira teorisinde onemli bir yer tutan

onsirali (preordered) uzaylar tizerinde durulmustur.

Matematikte bir tam latis, tiim alt kiimelerin hem bir supremuma hem de
bir infimuma sahip oldugu, kismi sirali bir kiimedir. Quantale kavrami
da tizerinde tamimlanan bir * islemi ile yar1 grup olan ve bu islemin keyfi
supremum operatorii (join) iizerine dagilma o6zelligini saglayan bir tam latis

olarak tanimlanmuistir.

Latis teorisinin gelismesiyle birlikte topolojik uzay, metrik uzay, yaklasim
(approach) uzayi, yakinsak uzay ve onsirali uzay gibi bircok matematiksel yapz,
latis ve quantale degerlerle donatilarak yeniden ele alinmuis ve bazi ilging sonuglar
elde edilmistir [15,27-30, 40]. Fakat asagida tanimu verilen quantale degerli
onsirali uzaylarin topolojik kategorisinde bircok énemli topolojik kavram hentiz

incelenmemistir.

Tanim 1.0.1. [30,52] X bostan farkh bir kiime olmak {tizere asagidaki sartlari
saglayan bir R : X x X — L doniisiimiine X tizerinde bir L-6nsiralama bagintisi,

(X, R) ikilisine de bir L-6nsirali uzay denir.
(i) Her z € X i¢in R(x,x) = T dir (yansima 6zelligi).

(ii) Her z,y, 2 € X i¢cin R(x,y) * R(y, 2) < R(x, z) dir (gegisme Ozelligi).

Tanim 1.0.2. [30,52] (X, Rx) ve (Y, Ry) L-onsirali uzaylar olmak tizere, bir f :
(X,Rx) — (Y, Ry) dontisimii verilsin. Eger her x1, 2, € X i¢in Rx(z1,22) <

Ry (f(x1), f(x2)) oluyorsa f dontisiimiine L-sira koruyan dontisiim denir.

4



Not 1.0.1. Objeleri L-6nsirali uzaylar, morfizmleri L-sira koruyan dontisiimler
olan kategoriye L-onsirali uzaylar kategorisi denir ve L-Prord seklinde gosterilir.
L-Prord kategorisi Set (kiimeler kategorisi) tizerinde bir topolojik kategoridir

[25].

Bu tez caligmasmin temel amaci quantale degerli dnsirali uzaylar (L-Prord)
kategorisinde bir p noktasinda 7j, ve T objeleri karakterize ederek arasindaki
iliskiyi arastirmak ve bu objelerin kalitsal ve c¢arpimsal olup olmadiklarini

incelemektir.



2. BOLUM

TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu bolimde baginti kavramu ve cesitleri, bazi 6zellikleri ile gesitli drnekler
verilmistir. Kategori kavramindan, bu teorideki temel kavramlardan ve baz

onemli teoremlerden ayrintili olarak bahsedilmistir.

2.1. Bagmtilar

Tanim 2.1.1. [38] X ve Y bostan farkli kiimeler olmak tizere X xY = {(z,y) : x €
X,y € Y} kiimesine X ve Y nin kartezyen ¢arpimi ve X x Y nin herhangi bir alt
kiimesine X den Y ye bir bagint1 denir. Ozel olarak X x X in bir alt kiimelesine

de X de bir bagint1 ad1 verilir.

Tanim 2.1.2. X bostan farkli kiime ve R de X iizerinde bir bagint1 olmak {izere

asagidaki ozellikler verilsin.

(i) Her x € X i¢in (z,z) € R dir (yansima 6zelligi).
(i) (z,y) € Riken (y,z) € R dir (simetri 6zelligi).
(iii) (z,y) € Riken (y,z) ¢ R dir (ters simetri 6zelligi).

(iv) Eger (x,y) € Rve (y,z) € Rise (z, z) € R dir (gegisme 6zelligi).

Buna gore;

1. Eger R bagmtisi (i) yansima ve (iv) gecisme Ozellikleri saghyor ise R ye X

de bir 6nsiralama bagintis1 denir.



2. Eger R bagmtis1 (i) yansima, (iii) ters simetri ve (iv) gecisme ozellikleri
saglyor ise R ye X de bir kismi siralama bagintis1 denir. Uzerinde bir kismi
siralama bagintisi olan herhangi bir X kiimesine de kismi sirali bir kiime

denir ve (X, <) olarak ifade edilir. Burada (z,y) € R <= z < y dir.

3. Eger R bagmntisi (i) yansima, (ii) simetri ve (iv) gecisme ozellikleri sagliyor

ise R ye X de bir denklik bagintisi denir.
Ornek 2.1.1. X = {a,b, c,d} kiimesi {izerinde
Ry ={(a,a), (b,b), (c,c),(d,d), (a,b), (b,d), (a,d), (b,a)}
Ry ={(a,a), (b,b), (¢, ¢), (d,d), (a,b), (b,d), (a,d)}
Rs = {(a,a), (b,0), (¢, ¢), (d, d), (a,b), (b,d), (d, ), (b,a), (a,d), (d, a)}
Ry ={(a,a),(b,b),(c,c), (d,d), (a,b), (b,d), (b,a)}
R; ={(a,a), (b,b), (d,d), (a,c), (c,d), (a,d)}

bagmtilar1 verilsin. Buna gore;

1. Ry bagintis1 (i) yansima ve (iv) gecisme Ozelliklerini sagladigr icin X
tizerinde bir onsiralama bagintisidir. Fakat (a,b) € R; iken (b,a) € R;
oldugundan (iii) ters simetri 6zelligi saglanmaz. Bu nedenle R, bagmtisi bir
kismi siralama bagintis1 degildir. Benzer sekilde (b, d) € R, iken (d,b) ¢ R,
oldugundan (ii) simetri 6zelligi de saglanmaz. O halde R; bagmtisi bir

denklik bagintis1 da degildir.

2. R, bagintis1 (i) yansima, (iii) ters simetri ve (iv) gegisme oOzelliklerini
sagladig: i¢in X {izerinde hem bir onsiralama hem de bir kismi siralama
bagintisidir. Fakat R, bir denklik bagintisi degildir. Clinkii (b, d) € R, iken

(d,b) ¢ Ry oldugundan (ii) simetri 6zelligi saglanmaz.

3. Rs bagmtis1 (i) yansima, (ii) simetri ve (iv) gecgisme ozelliklerini sagladig:
icin X {izerinde hem bir 6nsiralama hem de bir denklik bagintisidir. Fakat
R3 bir kismi siralama bagmntis: degildir. Ctinkii (b,d) € Rz iken (d,b) € Rs

oldugundan (iii) ters simetri 6zelligi saglanmaz.
7



4. Ry bagmtisi icin (a,b) € Ry ve (b,d) € Ry iken (a,d) ¢ R, oldugundan (iv)
gecisme Ozelligi saglanmaz. Bu nedenle R4 bagintisi bir 6nsiralama, kismi

siralama veya denklik bagintis1 degildir.

5. R; bagmntisi igin (¢, ¢) ¢ R oldugundan (i) yansima 6zelligi saglanmaz. Bu

nedenle R5 bagintis1 bir 6nsiralama bagintis: degildir.

Tanim 2.1.3. [38] (X, <) kismi siral1 bir kiime olsun. Eger her 2,y € X iginya x <
y ya da y < z oluyorsa, diger bir ifadeyle X in tiim elemanlar1 karsilastirilabilir
ise, bu kismi siralama bagintisina tam siralama bagintis1 ve X kiimesine de tam

sirali bir kiime denir.

Ornek 2.1.2. [38] (R, <) reel sayilar kiimesi tam sirali bir kiimedir. Fakat C
kapsama bagintisi olmak tizere herhangi bir X kiimesi i¢in (P(X), C) tam siralh

degildir. Ctinkii P(X) in baz1 elemanlar: karsilastirilamaz.

2.2. Onsirah Uzaylar

Tanim 2.2.1. X bostan farkh kiime ve R de X tizerinde bir 6nsiralama bagimntisi

olmak tizere (X, R) ye bir 6nsirali uzay denir.

Ornek 2.2.1. 1ki elemanli bir X = {1,2} kiimesi iizerinde yazilabilecek tiim

Onsiralama bagintilar: asagida verilmistir.
ar = {(1,1),(2,2)}
az = {(1,1),(2,2),(1,2)}
ag = {(1,1),(2,2),(2, 1)}
ar=1{(1,1),(2,:2), (1,2), (2, 1)}
Buna gore, i = 1,2, 3,4 i¢in (X, ;) bir 6nsirali uzaydir.
Ornek 2.2.2. A = {z,y, 2} kiimesi iizerinde asagidaki bagintilar verilsin.
b =A{(z,2), (4, 9), (z 2)}
B = {(x,2), (y,9), (2, 9)}



By ={(z,2), (y,9), (2, 2), (z,y)}
Po={(z,2),(,9), (2, 2), (z,9), (v, 2)}

s = {(,2), (y,9), (2, 2), (2, 9), (y, 2), (%, 2)}
Bs ={(z,2), (y,9), (y,2), (x,2)}

Buna gore, i = 1,3, 5igin (A4, 5;) bir 6nsirali uzaydir, fakat j = 2,4, 6igin (A4, 3;) bir
onsirali uzay degildir. Ctinki, 5> bagintisi igin (z, 2) ¢ f; oldugundan yansima
ozelligi saglanmaz; 8, bagmntisi igin (z,y), (y, 2) € B4 iken (z, z) ¢ (4 oldugundan
gecisme Ozelligi saglanmaz; (s bagintis1 icin de hem (z,2) ¢ fs oldugundan
yansima 0zelligi saglanmaz, hem de (y, z), (z, 2) € (s iken (v, 2) ¢ fs oldugundan

gecisme ozelligi saglanmaz.

2.3. Kategori

Tanim 2.3.1. [38] Ob(K) objelerin bir simifini ve (X, Y) da her bir X,Y € Ob(K)

icin X objesinden Y objesine tiim morfizmlerin sinufini gostersin ve

Mor(K)= | KX)Y)

X,Y €0b(K)
ile tanimlansin. Mor(K) tizerinde her X, Y, Z € Ob(K) igin
KY,Z)xK(X,)Y) — K(X,Z2)
(9, f) —  gof
ile taniml1 kismi islem asagidaki 6zellikleri saglasin:
(1) Eger f e K(X,Y), g€ K(Y,Z)veh e K(Z,T)ise (hog)o f=ho(gof)
dir.
(2) Her bir X € Ob(K) igin f € K(X,—) veg € K(—, X) iken folx = fve

1x o g = g olacak sekilde bir 1y € (X, X) birim morfizmi mevcuttur.

Bu sekildeki yapiya bir kategori denir ve K ile gosterilir.
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Ornek 2.3.1. Objeleri X,Y, Z, ... gibi kiimeler, morfizmleri kiimeler arasindaki
fonksiyonlar ve kismi islem de fonksiyonlarin bilegkesi olarak tanimli yap: bir
kategoridir ve bu kategoriye kiimelerin kategorisi denir. K = Set ile gosterilir.

Burada,

(1) f: X —>Y,9:Y = Zveh: Z — T olmak tizere fonksiyonlarda (h o g) o
f=ho(go f)birlesme 6zelligi saglanir.

(2) Her bir X kiimesi i¢in birim morfizm 1x: X — X birim fonksiyonudur.
Ayrica her f: X — Y fonksiyonu igin foly = fveherg: Y — X

fonksiyonu igin 1x o g = g dir.

Ornek 2.3.2. Objeleri (X, 7),(Y,0),(Z,9),... gibi topolojik uzaylar, morfizmleri
topolojik uzaylar arasindaki siirekli fonksiyonlar ve kismi islem de
fonksiyonlarin bileskesi olarak tanimli yap1 bir kategoridir ve bu kategoriye

topolojik uzaylarin kategorisi denir. K = Top ile gosterilir.

1 f:(X,7) = Y,o0), g: (Y,0) — (Z,0) ve h: (Z,6) — (T,n) olmak
tizere f,g ve h fonksiyonlar siirekli olduklarindan bunlarin bilegkeleri

stireklidir ve (ho g) o f = ho (g o f) birlesme 6zelligi saglanr.

(2) (X,7) — (X, 7) olacak sekilde 1x: X — X birim fonksiyonu vardir ve
sureklidir. Ayrica her f: (X,7) — (Y, o) fonksiyonu i¢in f o 1x = f ve
her g: (Y,0) — (X, 7) fonksiyonu igin 1x o g = ¢ dir.

Ornek 2.3.3. Objeleri (G,0),(H,A),... gibi gruplar, morfizmleri grup
homomorfizmleri ve kismi islem de grup homomorfizmlerinin bileskesi
olarak taniml yap: bir kategoridir ve bu kategoriye gruplarin kategorisi denir.

K = Grp ile gosterilir.

Ornek 2.3.4. [38] Birimli bir yar1 gruba monoid adi verilir. Bir A/ monoidi tek
objeli bir K kategorisidir. Burada Ob(K) = {x} ve Mor(K) = K(,*) = M dir.
Yani, her bir m € M elemani K nin bir m: * — * morfizmi olarak alinir. K
nin 1, birim morfizmi e € M birim eleman: ve K kategorisinin kismi islemi ise
monoidin iglemidir. Buradan kategori kavraminin monoidin bir genellestirmesi

oldugu sonucunu ¢ikarabiliriz.
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Tablo 2.1. Kategori Ornekleri

Kategori Objeler Morfizmler
Set Kiimeler Fonksiyonlar
Top Topolojik Uzaylar Stirekli Dontistimler
Grp Gruplar Grup Homomorfizmleri
Met Metrik Uzaylar Stirekli Dontistimler
Vec Vektor Uzaylari Lineer Doniistimler
Rel Bagintilar Monoton Doniistimler
RRel Yansimali Bagintilar Monoton Dontistimler
Prord Onsirali Bagmtilar | Sira Koruyan Doniigiimler

Tanim 2.3.2. [38] K ve L iki kategori olmak tiizere, asagidaki sartlar saglaniyor
ise £ kategorisine K nin bir alt kategorisi denir.

(1) Ob(L) C Ob(K) dir.

(2) Herbir X,Y € Ob(L) i¢cin L(X,Y) C £(X,Y) dir.

(3) L kategorisindeki morfizmlerin kismi bileske islemi, K kategorisindeki

morfizmlerin kismi bileske islemi ile aynidar.

(4) Her bir X € Ob(L) icin £ deki 1x birim morfizmi, K deki birim morfizm

ile aynidar.
Tanim 2.3.3. [38] £ kategorisi K nin bir alt kategorisi olmak {tizere, her X,Y €
Ob(L) obje cifti igin,
(1) L(X,Y) =K(X,Y) ise L ye dolu alt kategori,
(2) Ob(L) = Ob(K) ise L ye genis alt kategori denir.

Ornek 2.3.5. Top ve Grp kategorileri Set kategorisinin alt kategorileridir. Ayrica
yansimali uzaylar kategorisi RRel ve onsirali bagint1 uzaylar1 kategorisi Prord,
Rel bagint1 uzaylar1 kategorisinin dolu alt kategorileridir.

Tanim 2.3.4. [38] K bir kategori ve A € Ob(K) olsun.
11



(1) Her bir X € Ob(K) icgin (A, X) smifi bir tek morfizme sahip ise A

objesine K kategorisinin baslangi¢ objesi denir.

(2) Her bir X € Ob(K) igin (X, A) smufi bir tek morfizme sahip ise A

objesine K kategorisinin bitis objesi denir.

(3) Bir A objesi hem baslangic hem de bitis objesi ise A objesine K

kategorisinin sifir objesi denir.

Ornek 2.3.6. (1) Set kategorisinde baslangic ve bitis objeler sirasiyla bos
kiime ve bir tek nokta kiimesidir. Ciinkii bos kiimeden herhangi bir
kiimeye giden bir tek fonksiyon bos fonksiyondur. Ayrica her kiimeden

tek elemanli bir kiimeye giden bir tek fonksiyon sabit fonksiyondur.

(2) Grp kategorisinin baslangi¢ ve bitis objesi ayni oldugundan sadece birim

elemandan olusan grup sifir objedir.

Tablo 2.2. Baz1 Kategorilerde Baslangic ve Bitis Objeler

Kategori | Baslangigc Objesi | Bitis Objesi
Set 0 {x}
Top @,{0}) ({3, {0, {+}})
Grp ({e},0) ({e},0)

Tanim 2.3.5. [1] K bir kategori ve A, B € Ob(K) olsun.

(1) f: X — Y morfizmi bir monomorfizmdir ancak ve ancak f morfizmi
soldan sadelesme 6zelligine sahiptir, yani verilen herhangi bir Z objesi

ve g, h: Z — X morfizmleri icin f o g = f o hise g = h dir.

(2) f: X — Y morfizmi bir epimorfizmdir ancak ve ancak f morfizmi
sagdan sadelesme 6zelligine sahiptir, yani verilen herhangi bir Z objesi

ve g,h: Y — Z morfizmleriigin go f = ho fise g = h dir.

(3) f: X — Y morfizmi bir bimorfizmdir ancak ve ancak f morfizmi soldan
ve sagdan sadelesme ozelligine sahiptir, yani f bir monomorfizm ve

epimorfizmdir.
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(4) f: X — Y morfizmi bir izomorfizmdir ancak ve ancak go f = 1x ve

f og =1y olacak sekilde bir g: Y — X morfizmi mevcuttur.

Tablo 2.3. Ozel Morfizmlerin Set ve Top Kategorilerindeki Karsiliklari

Kategori Set Top

Monomorfizm || Birebir Fonksiyon || Birebir ve Siirekli Fonksiyon

Epimorfizm || Orten Fonksiyon | Orten ve Siirekli Fonksiyon

Bimorfizm Bijektif Fonksiyon || Bijektif ve Stirekli Fonksiyon

[zomorfizm Bijektif Fonksiyon Homeomorfizm

Tanim 2.3.6. [38] Bir K kategorisinde morfizmlerin bir

x—t.vy

k g

diyagrami verilsin. Eger g o f = h o k oluyorsa, yani baslangic ve bitigleri aym

olan bileske morfizmleri esit ise bu diyagrama degismeli diyagram denir.

Tanim 2.3.7. [38] Bir K kategorinde f: X — Y ve g: X — Z morfizmleri verilsin.
Bir P € Ob(K) objesive p1: Y — P, py: Z — P morfizmleri i¢in

l\

X Y
e
Z——P

p2
diyagrami degismeli (p; o f = p; o g) olmak tizere, herhangi bir

x—t.y
t1

/ ——T

[2)

Q

degismeli (¢, o f = t; o g) diyagramu verildiginde, 6 o p; = ¢; ve 6 o p; = t; olacak

sekilde bir tek §: P — T morfizmi varsa, yani
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diyagrami degismeli oluyorsa

x—t.y

g LPI

diyagramina f ve g nin pushoutu (ileri itmesi) denir.

Ornek 2.3.7. Set kategorisinde f: X — Y ve g: X — Z fonksiyonlar1 verilsin.
i1 ve iy icine fonksiyonlar olmak iizere f ve g nin pushoutu asagidaki degismeli
(i1 o f =19 0 g) diyagramdr.
x 1oy
g Lil
P

J —

12

Burada P kiimesi, ortak ters goriintiilere sahip olan Y ve Z nin elemanlarmi tek
bir elemana gotiirecek sekilde tanimli, Y ve Z kiimelerinin ayrik birlesimidir.
Diger bir ifadeyle ~, her z € X igin f(x) ~ g(z) olacak sekildeki en ince denklik
bagintis1 olmak tizere P = (Y U Z)/ ~ dir.

2.4. Fanktor

Bir kategoride morfizm kavrami, objeler arasinda bir doniisiim olarak
tanimlandig1 gibi fanktor kavrami da kategoriler arasinda bir dontisiim olarak

tanimlanur.

Tanim 2.4.1. [38] K ve L kategorileri verilsin. K nin her bir X objesini £ nin bir
F(X) objesine, K nin her bir f: X — Y morfizmini £ nin bir F(f): F(X) —
F(Y) morfizmine dontistiiren ve asagidaki sartlar1 saglayan bir F': K — L

dontistimiine fanktor denir.
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(1) Her X € Ob(K) igin F(1x) = 1p(x) dir.
(2) F(gof) = F(g)o F(f) dir.

Ornek 2.4.1. [38] Bir K kategorisinde objeleri ve morfizmleri kendisine
dontistliren F: K — K fanktoruna birim fanktor denir ve I = 1x: K — K

seklinde gosterilir.

Ornek 2.4.2. Top kategorisinde her bir (X,7) topolojik uzaymni, tizerindeki
topoloji yapisini unutarak sadece X kiimesine ve her bir f: (X,7) — (Y,0)
stirekli fonksiyonunu kiimeler arasindaki f: X — Y fonksiyonuna doniistiiren

U: Top — Set bir fanktordur ve bu fanktora unutkan fanktor ad1 verilir. Burada;

(1) Her (X, 1) € Ob(Top) icin U(1(x 7)) = ly(x,») = lx dir.

() Ulg) = gve U(f) = f oldugundan U(g) o U(f) = go f ve Ulgo f) = go f
dir. U(go f) = U(g) o U(f) olur.

Uy : Grp —  Set
U, : Prord — Set
Us : TopGrp — Grp

seklinde farkli unutkan fanktorlar da tanimlanabilir.

Ornek 2.4.3. (1) Set kategorisinde her bir X kiimesini, tizerine diskre
topoloji yapisi eklenerek (X, P(X)) diskre topolojik uzayma ve her
bir f: X — Y fonksiyonunu topolojik uzaylar arasindaki D(f) =
f (X, P(X)) = (Y,P(Y)) stirekli fonksiyonuna dontistiiren D: Set —

Top dontistimii bir fanktordur ve bu fanktora diskre fanktor adi verilir.

(2) Set kategorisinde her bir X kiimesini, {izerine indiskre topoloji yapis1
eklenerek (X, {0, X}) indiskre topolojik uzayma ve her bir f: X — Y
fonksiyonunu topolojik uzaylar arasindaki D*(f) = f: (X,{0,X}) —
(Y,{0,Y}) stirekli fonksiyonuna dontistiiren D*: Set — Top dontisimi

bir fanktordur ve bu fanktora indiskre fanktor ad: verilir.

15



Tanim 2.4.2. [1] K, £ kategorileri ve F': K — L fanktoru verilsin.

(1) Her X,Y € Ob(K) veher f: F(X) — F(Y) morfizmi igin F(¢g) = f olacak
sekilde en az bir g: X — Y morfizmi varsa F' ye dolgun (full) fanktor ad1

verilir.

(2) Her X,Y € Ob(K) veher f,g: X — Y morfizmleri i¢in F'(f) = F(g) iken
f = g oluyorsa F'ye diizenli (faithful) fanktor adi verilir.

3) f: X — Y morfizmi igin F(f) = 1px) ve f izomorfizm iken f = 1x

oluyorsa F' ye amnestik fanktor adi verilir.

(4) F fanktoru diizenli ve amnestik ise F' ye belirli (concrete) fanktor ad:

verilir.

(5) Her Y € Ob(L) objesi i¢in F~1(Y) = {X € Ob(K) | F(X) = Y} bir kiime

ise F' ye kiiciik demetlere sahip fanktor ad1 verilir.

Fanktor kavrami kategoriler arasinda bir doniisiim olarak tanimlandigr gibi

dogal doniistim kavrami da fanktorlar arasinda bir doniistim olarak tanimlanir.

Tanim 2.4.3. [38] K, £ kategorileri ve F,G: K — L fanktorlar verilsin. Her
X € Ob(K) objesini £ nin bir ax: F(X) — G(X) morfizmine dontsttiren bir
a: Ob(K) — Mor(L) dontisimii verilsin. K kategorisindeki her bir f: X — YV
morfizmi i¢in
F(X) 2 G(X)
F(f )l LG(f )
FY) =~ G(Y)

ay

diyagrami degismeli ise a ya F' den G ye bir dogal doniistim denir ve a: F' = G

seklinde gosterilir.

Ornek 2.4.4. F: K — L fanktoru verilsin. Her bir A € Ob(K) objesini
lpay: F(A) — F(A) birim morfizmine doniistiiren 1p: ¥ — F dogal

doniistimiine birim dogal dontisiim denir.
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Ornek 2.4.5. U: Top — Set unutkan, D: Set — Top diskre ve D*: Set — Top

indiskre fanktorlar1 verilsin.

(1) a: I -UoD (Set— Set)
(2) p: DoU — 1 (Top — Top)
3) v: I = D*oU (Top — Top)

(4) p:UoD*— 1 (Set— Set)

doniistimleri birer dogal doniistimdiir.

Tanim 2.4.4. [1] K ve £ kategorileri, F': K — £ ve G: L — K fanktorlar1 verilsin.
Eger asagidaki sartlar saglaniyor ise G ye F' nin sol adjointi veya F' ye GG nin sag
adjointi denir.

(1) a: I = FoGvef: GoF — I dogal dontistimler olmalidir.

2) G G GoFoG 25 G olmak iizere (BG) o (Ga) =1 ve
F 5 FoGoF % Folmak tizere (FB)o(aF)=1

esitlikleri saglanmalidur.

Ornek 2.4.6. Top ve Set kategorileri icin U: Top — Set unutkan fanktor ve
D: Set — Top diskre fanktor verilsin. Buna gore D, U nun sol adjointi ve U

da D nin sag adjointidir.

2.5. Topolojik Kategori

Tanim 2.5.1. [1] K bir kategori ve I bir indis kiimesi olsun. ¢ € I i¢in X ve

X; € Ob(K) olmak tizere,

(1) fi: X — X, morfizmleri i¢in (X, { f; };es) ikilisine bir kaynak ad1 verilir.

(2) gi: X; — X morfizmleri icin ({g; }:er, X) ikilisine bir kavsak ad1 verilir.
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Tanim 2.5.2. K ve L kategoriler olmak tizere bir U: K — L fanktoru verilsin.
i € Iicin A; € Ob(K) ve fi: B — B; = U(A;) morfizmleri £ kategorisinde bir
U-kaynagi olsun. {f;},c; ailesinin bir baglangi¢ kaldirmasmin (initial lift) A €
Ob(K), U(A) = Bve U(f!) = f; olacak sekildeki f/: A — A; morfizmler ailesi

olmasi i¢in asagidaki sart saglanmalidir:

gi: X — A;, K kategorisinde morfizmlerin bir ailesi ve U(g;) = g¢; olmak tizere
her i € I igin f; o h = g; olacak sekilde bir h: U(X) — B morfizmi varsa heri € T

icin f/ o b’ = ¢} olacak sekilde en az bir »’': X — A morfizmi vardir.

K U L
f )
A : > A, B /. > B,
r fg, v —
X . {;( I‘{ )

Sekil 2.1. Baslangi¢ Kaldirma

Eger f/: A — A, bir baslangi¢ kaldirma ise A tizerindeki yapiya f; morfizmleri

tarafindan A; objelerinden elde edilen yapi denir.

Tanim 2.5.3. K ve £ kategoriler olmak tizere bir U: K — L fanktoru verilsin.
i€ Iigin A; € Ob(K) ve f;: U(A;) = B; — B morfizmleri £ kategorisinde bir
U-kavsagi olsun. {f;}ic ailesinin bir bitis kaldirmasmin (final lift) A € Ob(K),
U(A) = BveU(f!) = f; olacak sekildeki f/: A; — A morfizmler ailesi olmasi igin

asagidaki sart saglanmalidir:

g A; — X, K kategorisinde morfizmlerin bir ailesi ve U(g,) = ¢; olmak tizere
her i € I i¢in h o f; = g; olacak sekilde bir h: B — U(X) morfizmi varsa her i € 1

icin 1’ o f] = ¢; olacak sekilde en az bir h’': A — X morfizmi vardir.

Eger f/: A, — A bir bitis kaldirma ise A {izerindeki yapiya f; morfizmleri

tarafindan A; objelerinden elde edilen yapi denir.
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Sekil 2.2. Bitis Kaldirma

Not 2.5.1. Topolojik kategorilerde keyfi bir U-kavsagmn bitis kaldirmasmin
varligi, keyfi bir U-kaynaginin baslangi¢ kaldirmasmin varligina denktir. Bu

kavramlar birbirinin dualidir.

Tanim 2.5.4. [1] K ve L kategoriler olmak {izere bir U: K — L fanktoru
verilsin. Eger asagidaki sartlar saglaniyor ise U ya bir topolojik fanktor veya K

kategorisine L tizerinde bir topolojik kategori denir.

(1) U fanktoru belirli, yani diizenli ve amnestik olmalidur.
(2) U fanktoru kiigiik demetlere sahip olmalidir.
(3) Her U-kaynag1 bir baslangi¢ kaldirmaya sahip olmalidur.

Tanim 2.5.5. K ve £ kategoriler olmak tizere bir U: K — L topolojik fanktorunda
her a € L sabiti i¢cin U™ '(a) tek bir yapiya sahip ise U ya normallegtirilmis
topolojik fanktor adi verilir. Burada bitis objenin alt objeleri sabit olarak

adlandirilir.

Ornek 2.5.1. [39] Top ve Set kategorileri verildiginde U(X,7) = X seklinde
tanimli U: Top — Set unutkan fanktoru normallestirilmis bir topolojik

fanktordur. Gosterelim:

(1) U fanktorunun diizenli ve amnestik oldugunu gosterelim.

(A,7), (B,7') topolojik uzaylar ve f,g: (A,7) — (B,7’) stirekli iki

fonksiyon olmak tizere U(f) = U(g) olsun. U fanktorunun tanimindan
19



(2)

(3)

U(f) = fveU(g) = gdir. Boylece f = g elde edilir. Dolayisiyla U
diizenlidir.

f: (A7) — (B, 7') fonksiyonu stirekli, U(f) = 14 ve f homeomorfizm
olsun. U(f) = f = 14 oldugundan A = B dir. Dolaysiyla f: (A,7) —
(A, 7') olur. Bu durumda 7 = 7’ oldugunu gostermeliyiz.

f stirekli oldugundan f~*(7') C 7 dur. f(f~'(7)) C f(r) dan 7' C f(7)
olur. f birim oldugundan 7 C 7 bulunur. Tersine, g: (A,7') — (A, 7)
olmak tizere g siirekli oldugundan ¢g~'(7) C 7/ diir. g(¢7 (7)) C g(7’) den
7 C g(7') olur. f~' = g birim oldugundan 7 C 7’ bulunur. O halde U

amnestiktir.

U fanktorunun kiiciik demetlere sahip oldugunu gosterelim.

UA) ={(A 1) |UA,T)=AT1C P(A)ve f: (A7) = (A7) stirekli
fonksiyonu i¢in U(f) = 14: A — A} olmak tizere her A € Ob(Set) icin
U~(A) nin bir kiime oldugunu gostermeliyiz.

A = {7 | 7, A iizerinde bir topoloji } olsun. ®: U"'(A) = A, ®(A,7) =7
seklinde tanimlansin. ® birebir ve érten oldugundan U~*(A) = & C P(A)

olur. Dolayisiyla U~ (A) bir kiimedir.

Her U-kaynaginin bir baslangi¢ kaldirmaya sahip oldugunu gosterelim.
{firA = U(Ai,s) = A; | i € I} ailesi Set kategorisinde herhangi bir
U-kaynag: ve 7, baslangi¢ topolojisi (bkz. [38] s. 160) olsun. Buna gore
U-kaynaginin baslangi¢ kaldirmas: f;: (A4, 7.) — (A;, 7;) ailesidir.

/i A
(A7.) — (A,.1,) A / > A,
g; bt
h U h
(X0 X

Sekil 2.3. U: Top — Set icin Baslangi¢ Kaldirma
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Benzer sekilde {f;: U(A;,7;) = A, — A |1 € I} ailesi Set kategorisinde
herhangi bir U-kavsag1 ve 7* bitis topolojisi (bkz. [38] s. 164) olsun. Buna
gore U-kavsaginin bitis kaldirmasi f;: (4;, 7)) — (A, 7%) ailesidir.

Ji
(A;,7;) > (A7) ; > A

&; 9 8

X i
Sekil 2.4. U: Top — Set icin Bitis Kaldirma

Son olarak U fanktorunun normallestirilmis oldugunu gosterelim.

1 = {z} tek nokta kiimesi Set kategorisinde bitis obje oldugundan bunun alt

objeleri a = ) ve a = {x} dir.

U0) = (0,{0}) ve U'({z}) = ({«},{0,{x}}) dir. Boylece tek nokta kiimesi
ve bos kiime iizerinde sadece tek bir topoloji mevcuttur. O halde U: Top — Set

fanktoru normallestirilmistir.

Not 2.5.2. Topolojik kategori kavrami, topolojik uzaylar kategorisinin

genellestirilmesidir.

Tanim 2.5.6. [37] K herhangi bir kategori olmak tizere U: K — Set topolojik

fanktoru verilsin.

(1) U fanktoru bir D: Set — K sol adjointine sahip olup, bu sol adjointe
diskre fanktor ve X = D(U(X)) objesine de K kategorisinde diskre obje

ad1 verilir.

(2) U fanktoru bir D*: Set — K sag adjointine sahip olup, bu sag adjointe
indiskre fanktor ve X = D*(U(X)) objesine de K kategorisinde indiskre

obje ad1 verilir.

Lemma 2.5.1. [37] K bir topolojik kategori olmak tizere U : K — Set verilsin.
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(1) X € Ob(K) objesi diskredir ancak ve ancak her Y € Ob(K) i¢in her
U(X) — U(Y) morfizmi X — Y morfizmine kaldirilabilirdir.

(2) X € Ob(K) objesi indiskredir ancak ve ancak her Y € Ob(K) icin her
U(Y) — U(X) morfizmi Y — X morfizmine kaldirilabilirdir.

Ornek 2.5.2. Deger kiimesi indiskre topolojik uzay ya da tanim kiimesi diskre
topolojik uzay olan her fonksiyon siirekli oldugundan K = Top i¢in indiskre obje

indiskre topolojik uzay, diskre obje de diskre topolojik uzay olur.
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3. BOLUM

QUANTALE DEGERLI ONSIRALI UZAYLAR

Bu boéliimde ilk olarak quantale kavrami ve bazi 6zelliklerinden bahsedilerek
quantale degerli oOnsirali uzaylar tanmimi verilmistir. Objeleri quantale
degerli onsirali uzaylar, morfizmleri L-sira koruyan doniistimler olan L-Prord
kategorisinin bir topolojik kategori oldugu gosterilmistir. Ayrica bu kategoride

baslangic kaldirma yapasi, diskre ve indiskre objeler ifade edilmistir.

3.1. Quantale

Tanim 3.1.1. [29] (L, <) kismi sirali bir kiime olmak {tizere, eger L nin tiim alt
kiimeleri hem supremuma (\/) hem de infimuma (/\) sahip ise (L, <) ya bir tam
latis ad1 verilir. Herhangi bir tam latiste iist (top) eleman ve alt (bottom) eleman

sirastyla T ve L ile gosterilir.

Tanim 3.1.2. (L, <) bir tam latis olsun. < ile gosterilen asag1 (well-bellow) baginti

ve < ile gosterilen yukar:1 (well-above) bagint1 asagidaki sekilde tanimlanar:

(1) B < V A olacak sekildeki her A C L alt kiimesi i¢in o < ¢ ifadesini

saglayan bir 6 € A mevcutise o < 3 dir.

(2) A\ A < aolacak sekilde her A C L alt kiimesi icin § < f ifadesini saglayan

bir 6 € A mevcutise o < 3 dir.

Tanim 3.1.3. [29] (L, <) bir tam latis olmak {izere, eger herhangi bir o € L igin
a = \/{p: B <a} oluyorsa (L, <) ye bir tam dagilimli (completely distributive)

latis ad1 verilir.



Tanim 3.1.4. [25] Asagidaki sartlar1 saglayan (L, <,x*) fgliisiine bir quantale
denir.

(i) (L, <) bir tam latis olmalidir.

(ii) (L,x) bir yar1 grup olmalidir.

(iii) * yarigrup islemi, keyfi supremum operatorii (join) {izerinde dagilma

ozelligine sahip olmalidir. Yani, her «;, 8 € L igin
(Vier i) * 8= Vel B) ve B (Vigr i) = Ve (B % ) dir.

Tanim 3.1.5. [29] (L, <, %) bir quantale olsun. Buna gore;

(1) (L, <) degismeli bir yar1 grup ise (L, <, *) ye degismeli quantale denir.
(2) Hera € Liginax T =T xa = «aise (L, <, *) ye integral quantale denir.

(3) (L,<) tam dagilimh bir latis ve her o, f < T igin o V § < T ise (L, <, %)

ye deger (value) quantale denir.

(4) Her o, 5 € Ligin o < f veya < a oluyorsa (L, <, *) ye dogrusal sirali

(linearly ordered) quantale denir.

Not 3.1.1. (L,<) tam dagilimh bir latis olmak tizere, degismeli ve integral

quantale yapilarini L = (L, <, ) ile gosterecegiz.

3.2. Quantale Degerli Onsirah Uzaylar

Tanim 3.2.1. [30, 52] X bostan farkli bir kiime olmak tizere sagidaki sartlar
saglayan bir R : X x X — L doniisiimiine X tizerinde bir L-0nsiralama bagintisi,
(X, R) ikilisine de bir L-6nsirali uzay denir.

(i) Her x € X i¢in R(x,x) = T dir (yansima 6zelligi).

(ii) Her z,y, 2z € X i¢cin R(x,y) * R(y, 2) < R(x, z) dir (gegisme ozelligi).

Bir R L-0nsiralama bagintisi, eger
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(iii) Her z,y € X icin R(z,y) = R(y, =) (simetri 6zelligi)

sartin1 da saglarsa L-denklik bagintis1 adimi alir. Ayrica, R(z,y) = T ikenz =y

oluyorsa (X, R) ye ayrilmis (separated) L-Onsirali uzay denir.

Ornek 3.2.1. [43] Bir t-norm (iicgensel norm) [0,1] birim araligi tizerinde
birlesmeli, degismeli, azalmayan ve birimi 1 olan bir * ikili islemi olarak
tanimlanir. % t-normu sol-stirekli olmak tizere L = ([0, 1], <, ) ti¢ltisti bir quantale

olarak diistiniilebilir. En yaygin olarak kullanilan ti¢ {-norm asagida verilmistir.

(i) Minimum t-norm: a*x 3 =a A
(i) Carpim t-norm: ax = - 3
(iii) Lukasiewicz t-norm: a* = (a+5—-1)V0

Ornek 3.2.2. * ikili iglemi, [0,1] {izerinde tamimli minimum, carpim veya
Lukasiewicz t-normlarindan biri olmak tizere L = ([0, 1], <, %) quantale yapis1
verilsin. Burada alt eleman 1 = 0 ve tist eleman T = 1 dir. X = {a,b, c} olmak
tizere asagidaki sekilde tanumli bir R : X x X — L dontisiimii bir L-6nsiralh

bagmnti, (X, R) uzay1 da bir L-6nsirali uzaydir.

(1

, r=y
1
57 aj:a#y
Riz,y) = 4
z —}
3 2 #Y
1
Wi rT=c#y

Burada her x € X i¢in R(x,z) = 1 olup R yansimalidir. Ayrica z,y, z € X igin,
R(z,y) * R(y, z) < R(z,2)
oldugundan R gegismelidir.

Not 3.2.1. Ornek 3.2.2 de verilen (X,R) L-dnsirali uzayr ayrilmigtir. Ciinkii,
burada R(z,y) =1=T <= z=ydir.
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Ornek 3.2.3. * Lukasiewicz t-norm olmak iizere L = ([0,1], <, %) quantale yapis1

verilsin. X = {a,b, ¢} olmak tizere bir R : X x X — L donuistimii asagidaki gibi

tanimlansimn.
(2 (@) = @b) veya (,y) = (0,0
R(z,y) = i (z,y) = (a,c)
(1, diger durumlarda

Buna gore R bir L-6nsiralama bagimntis1 degildir. Ctinkdi,
R(a,b) * R(b,c) < R(a,c)

saglanmaz ve R gecismeli olmaz. Burada

2 2 (2 2 1 1
— _ = — ——1 — — = —
373 (3+3 )VO 3V0=3%

o |

olur.

Tanim 3.2.2. [30,52] (X, Rx) ve (Y, Ry) L-onsirali uzaylar olmak tizere, bir f :
(X,Rx) — (Y, Ry) dontisimii verilsin. Eger her z1,z, € X ic¢in Ry (z1,22) <

Ry (f(x1), f(x2)) oluyorsa f dontistimiine L-sira koruyan dontisiim denir.

3.3. L-Prord Kategorisi

Tanim 3.3.1. Objeleri L-6nsirali uzaylar, morfizmleri L-sira koruyan dontistimler

olan kategoriye L-Onsirali uzaylar kategorisi denir ve L-Prord seklinde gosterilir.

Ornek 3.3.1. (i) Onsirali uzaylar ve sira koruyan déniisiimlerinin kategorisi
Prord ile gosterilsin. Buna gore, L = 2 = ({0,1}, <, A) igin 2-Prord =

Prord olur.

(ii) Genisletilmis quasi metrik uzaylar ve biiziilme doniisiimlerinin
kategorisi coqMet ile gosterilsin [35]. Buna gore, L = ([0, 00}, >, +)

(Lawvere’s quantale) i¢in [0, co]-Prord = coqMet olur.

(iii) Olasiliksal quasi metrik uzaylar ve biiziilme doniisiimlerinin kategorisi
ProbqMet ile gosterilsin. Buna gore, L = (A™, <, %) (mesafe dagilim

fonksiyonlu quantale [29]) i¢in A*-Prord = ProbqMet olur [19].
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Not 3.3.1. U : L-Prord — Set unutkan fanktoru bir topolojik fanktordur [25].

Ayrica U fanktoru normallestirilmistir, gosterelim:

Set kategorisinde bitis obje {*} tek nokta kiimesi oldugundan bunun alt objeleri

olan sabitler &« = () ve v = {x} dir.
R : () x ) — L bog doniisiim olmak tizere U~1(0)) = (), R) dir.

U'{«}) = ({x},R) dir, burada {x} iizerindeki R L-6nsiralama bagmntisi
R(x,*) = T seklinde tanimli olup R = Ryis = Rina dir.

O halde bos kiime ve tek nokta kiimesi tizerinde sadece bir tek L-Onsiralama

bagintis1 yazilabilir ve U : L-Prord — Set normallestirilmistir.

3.4. Baslangi¢c Kaldirma, Diskre ve Indiskre Yapilar

Lemma 3.4.1. [25] (X;,R;) L-Oonsirali uzaylarin bir simnift olsun. {f; : (X,R) —
(Xi, R;)tier kaynagr L-Prord kategorisinde bir baslangi¢ kaldirma olmas: igin
gerek ve yeter kosul her z,y € X igin

R(z,y) = N\Rilfi(x), fi(y)

i€l

olmasidir.

Ispat: Yansima ozelliginin saglandigi agiktir. Gegisme ozelliginin saglandigimi

gosterelim. Her z,y, z € X igin,

R(z,y)*R(y.2) = ARi(fi2), i) * \Rilfi(w). fi(2))

< /\(RZ-(fZ-(w),fi(y))*Rxfi(w,fi(z)))
< _/\(Ri<fi<:c>, fi(2)) = R(z, 2).

elde edilir.

Her i € I igin R(7,y) < Ri(fi(z), fiy)) oldugundan f; : (X, R) — (Xi,R:)

fonksiyonu bir L-sira koruyan doniisiimdiir.

Bir f : (Z,Rz) — (X,R) dontisimi verilsin. Buna gore asagidaki ifadeyi

gostermeliyiz:
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[ bir L-sira koruyan doniisiimdiir ancak ve ancak her i € [ igin f; o f bir L-sira

koruyan dontisiimdiir.

L-sira koruyan doniisiimlerin bileskeleri yine bir L-sira koruyan dontisiim

oldugundan gereklilik saglanir.

Tersine, kabul edelim ki her 7 € I igin f; o f bir L-sira koruyan doniistim olsun. O

zaman x,y € Z i¢in,

Rz(z,y) < A\Ril(fio /(@) (fio f)(y))

el

= AR, A )

iel

= R(f (@), [(y)).

elde edilir. O halde f bir L-sira koruyan doniisiimdyir.

Lemma 3.4.2. [25] X bostan farkli bir kiitme olmak tizere X tiizerindeki diskre

L-6nsiralama bagintisi, her z,y € X igin

T, x=

Rdis(xay) = {J_ T 7& y

seklinde tanimlanur.

Lemma 3.4.3. [25] X bostan farkli bir kiime olmak tizere X tizerindeki indiskre

L-6nsiralama bagintisy, her x,y € X igin
Rind(aju y) =T

seklinde tanimlanur.
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4. BOLUM

LOKAL T, VE T, QUANTALE DEGERLI ONSIRALI UZAYLAR

Bu béliimde 6ncelikle bir p noktasinda wedge carpim ve eksen doniisiimleri
verilmistir.  Bu doniistimler yardimiyla, kiime tabanli keyfi bir topolojik
kategoride lokal T\, ve lokal T} ayirma aksiyomlar ifade edilerek, L-Prord
kategorisinde karakterize edilmistir. Ayrica arasindaki iligski incelenerek, lokal

T, ve lokal T L-dnsirali uzaylarin kalitsal ve garpimsal olduklar gosterilmistir.

4.1. Bir p Noktasinda Wedge Carpim ve Eksen Doniisiimleri

Tanim 4.1.1. X bir kiime, p € X ve X in iki ayrik kopyast X [] X seklinde ifade
edilsin. X in p noktasindaki wedge carpimi X [[ X nin p de ¢akismasidir ve
X V, X seklinde gosterilir. X V, X teki bir z noktas: birinci bilesende ise x;,
ikinci bilesende ise x, olarak gosterilecektir. Ayrica x = p ise x; = x, dir, yani

p1 = ps olur.

x2=(p, %)

X1= (%, p)

Sekil 4.1. p Noktasinda Wedge Carpim



Not 4.1.1. X bir kiime, p € X ve X Vv, X de X kiimesinin p noktasindaki
wedge carpimi olsun. {x}, Set kategorisinde bitis objesi ve i1,i,: X — X Vv, X
dontistimleri de sirasiyla birinci ve ikinci igerme doniistimleri (inclusion maps)

olmak tiizere; degismeli diyagrami bir pushout diyagramidir.

P

(") ——x

id: X — X birim doniisiim ve f: X — X de p ye giden sabit doniisiim olmak
tizere; Ayip = (id, f): X — X2, Ayis = (f,id): X — X3, Spiy = (id,id): X — X?,
Spia = (f,id): X — X? ve Vyi; = Vyip = id: X — X doniigiimleri yukarida
verilen pushout diyagramina uygulandiginda sadece Tarum 4.1.2 ile verilen A,

S, ve V), doniistimleri elde edilir.

Ornegin A, doniistimiiniin elde edilisi asagida verilmistir:

(") —x

ve

S
v

S
N

degismeli diyagramlar: icin
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Ayinf = Ayisf = (f, f), yani diyagram degismeli oldugundan bir tek 4,: X V,

X — X? morfizmi vardir.

Tanim 4.1.2. [2] X bir kiime, p € X ve X? = X x X de X in kendisi ile kartezyen

¢arpimi olsun. Buna gore A,, S, ve V, dontisiimleri asagidaki sekilde tanimlanir.

(1) p Noktasinda Temel Eksen Dontistimdi:

Ay XV, X = X?

(x,p) , i=1
Ap(xi) =
(p,z) , i=2
X2 )
Ap A;‘{IJ]"‘ (p. x)
—_

X=X X A.pt-ﬁ )= (xp)
il

Sekil 4.2. p Noktasinda Temel Eksen Dontistim{i

(2) p Noktasinda Egik Eksen Dontistimdi:

Sp: XV, X — X2
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Sp(xi) =
(p,x) , i=2
X2 X X
Sp Sp(x2)= (p.%)
R — (
X =% y .S,,(.\'; )= (X X)
i P

Sekil 4.3. p Noktasinda Egik Eksen Doniistimii
(3) p Noktasinda Katlama Dontistimii:
Ve XV, X = X

Vo(z)) =2, i=1,2

X
V
X =X E——
X=X X [7;1(;\'1):}’:: V‘p“@)
- X e——————
p p
Sekil 4.4. p Noktasinda Katlama Dontisimii
Ornek 4.1.1. Eger X = R reel sayilar kiimesi ve p = 0 noktas: secilirse
p noktasinda egik eksen doniisiimiiniin goriintiisit y = 2z dogrusu ile y

ekseninin birlesimi, p noktasinda temel eksen dontisiimiiniin goriintiisii de x ve

y eksenlerinin birlesimi olur.
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_R2 ,
Ap(x)= 0,94

CAp(x1)= (x,0)
i

RZ

 Sye= 0y f
. : : ~Sp(x1)= (%, x].

Sekil 4.5. X = R i¢in p = 0 da Temel ve Egik Eksen Doniisiimleri

Topolojik uzaylarda lokal 7, ve T} ayirma aksiyomlar: asagida verilmistir.

Tanim 4.1.3. (X, 7) bir topolojik uzay ve p € X olsun.

1. (X, 1) uzay1 p de T}, olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her p # ¢ igin ¢ ¢
N, olacak sekilde p nin en az bir NV, komsulugunun veya p ¢ N, olacak

sekilde ¢ nun en az bir N, komsulugunun var olmasidur.

2. (X, 7) uzay1 p de T olmasi icin gerek ve yeter kosul her p # ¢qicin ¢ ¢ N,
olacak sekilde p nin en az bir N, komsulugunun ve p ¢ N, olacak sekilde

¢ nun en az bir N, komsulugunun var olmasidir.

Teorem 4.1.1. [4] (X, 7) bir topolojik uzay ve p € X olsun. (X, 7) uzay1p de Tj
olmast igin gerek ve yeter kosul X? tizerindeki ¢arpim topolojisi 7. olmak tizere
A, XV, X — (X3 71)veV,: XV, X — (X, P(X)) fonksiyonlar tarafindan

iiretilen baslangic topololojisinin diskre olmasidr.
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Ornek 4.1.2. X = {p,q} kiimesi tizerinde ve 7 = {0}, X, {¢}} topolojisi verilsin.
(X, 7) uzay1 p noktasinda 7j dir. Bunu Teorem 4.1.1 yardimiyla ispatlayalim:

{1y — X={pa)

Xzz{p) q} —_— X Vp X:{py qu qz}

A, |
XVpX ———— (X%, T+)

\
(X, P(X))

X in kuvvet kiimesi:
PX) ={X.0,{p} {d}}
Vp: XV, X — (X, P(X)) igin V! ters goriintiiler:
VX)) =XV, X
v, ({p}) = {p}
V,'({a}) = {q, ¢}
X? iizerindeki 7, garpim topolojisi:
7. ={X%0.{(p.0). (.9}, {(¢.p), (¢ O} {(¢; D) }}
Ay XV, X — (X?,7,) igin A" ters goriintiiler:

ATHX?) =XV, X

A {p,ay e a}) = {2}
34



A gy e a}) = {a}
A (g, q3) =0

7 baglangic topolojisi:
5= {A;Y(G) |G en} U{V; (H) | H € P(X)}
0 ={XV, X,0.{p} {ar} {e} {ar, 2}}
B={XV, X, 0.{p} {ar} . {ee} {qr. a2}}

T={XV, X, 0, {p} {a} Ae} {a, @} Ap, a1} v, @)}

Dolayisiyla A, ve V, tarafindan {iretilen topoloji diskre olup (X,7) uzay1 p

noktasinda 7 dir.

Teorem 4.1.2. [4] (X, 7) bir topolojik uzay ve p € X olsun. (X, 7) uzay1 p de T}
olmasi igin gerek ve yeter kosul X? tizerindeki ¢arpim topolojisi 7. olmak tizere
Sy X Vp X — (X?%,7) ve V,: XV, X = (X,P(X)) fonksiyonlar: tarafindan

iretilen baslangi¢ topololojisinin diskre olmasidir.

Ornek 4.1.3. X = {p, ¢} kiimesi tizerinde ve 7 = P(X) diskre topolojisi verilsin.
(X, 7) uzay1 p noktasinda 7} dir. Bunu Teorem 4.1.2 yardimiyla ispatlayalim:

X in kuvvet kiimesi:
PX) ={X,0,{p}, {q}}
Vp: XV, X — (X, P(X)) igin V! ters gortintiiler:
VHX) =XV, X
v, ({p}) = {p}
V,'{a}) = {a, 2}
X? tizerindeki 7, ¢arpim topolojisi:

T ={X%0,{(p,p)}, {(p, Q)}73{5(q,p)}, {(¢.9)}.A(p,p), (p, @)},



{®:p), (¢,0)} (P, 0): (@, )}, {(a,p), (¢, 0) } }
Sp: X Vp X — (X?,7,) i¢in S ters goriintiiler:

S;HXA) =XV, X

S, '({p,p}) = {p}
S, ({p,a}) = {a2}
S, ({a,p}) =0
Sy ({a.a}) = {a}
Sy ({p.p} A, ab) = {p. a2}
Sy ({p,p} A p}) = {p}
S {pat e d) = {2 ai}
S, (vt Aa.ab) = {a}
7 baglangic topolojisi:
5={S;1G)| G € .} U{V;(H) | H € P(X)}
0 ={XV, X, 0, {p} {a:} {2}, {p, &2} {q1, @2 }}
B={XV, X,0.{p} {ar} {a2} . @2} {ar @2}}

T={XV, X, 0, {p} Aa} Ae} {a, @} v, o} {p; 2} }

O halde S, ve V, tarafindan tiretilen topoloji diskre olup (X,7) uzayr p

noktasinda 7 dir.

Baran [2] topolojik uzaylardaki lokal 7j ve T} ayirma aksiyomlarmi Tanim 4.1.2
deki doniistimler yardimiyla herhangi bir topolojik kategoriye asagidaki tanimla

genellestirmistir.

Tanim 4.1.4. [2] U : K — Set bir topolojik fanktor, U(X) = B olmak tizere X, K
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nin bir objesi ve p € X olsun.

1. X objesinin p noktasinda T, olmasi igin gerek ve yeter kosul {A, : BV,
B - U(X?*) = B*veV,: BV, B— UD(B) = B} U-kaynagmin baslangig
kaldirmasinin diskre olmasidir. Burada D, U nun sol adjointi olan diskre

fanktordur.

2. X objesinin p noktasinda 7} olmasi icin gerek ve yeter kosul {S, : BV,
B - U(X?) = B*veV, : BV, B — UD(B) = B} U-kaynagimn basglangig

kaldirmasinin diskre olmasidir.

4.2. Lokal T, Quantale Degerli Onsirali Uzaylar

Teorem 4.2.1. (X, R) bir L-6nsirali uzay ve p € X olsun. (X, R) p noktasinda T,
dir ancak ve ancak = # p olmak {izere her z € X i¢in R(z,p) A R(p,z) = L dir.

Ispat: Kabul edelim ki (X, R) uzay1 p noktasinda Tj olsun. = # p olacak sekilde
x € X verilsin. Ry, X tizerinde diskre L-6nsiralama bagintis1 ve m; : X? — X,

i = 1,2, izdiistim fonksiyonlar1 olsun. zy, z, € X V, X i¢in;

R(miAp(z1), mAp(22)) = R(m(x,p), m(p,x)) =R(z,p)
R(maAp(w1), mAp(z2)) = R(ma(z,p), ma(p, ) = R(p, x)
Rais(Vp(21), Vp(22)) = Rais(z,2) =T

r1 # 75 ve (X, R) p noktasinda T oldugundan Tanim 4.1.4, Lemma 3.4.1 ve 3.4.2
geregince,
L= A A{RmA (1), 71 A (22)), R(m2Ap(21), T2 Ap(22)), Rais(V (1), Vp(2))}

- /\{R(l‘,p),R(p,[L‘),T}
= R(z,p) AN R(p,x)

olur. Boylece R(z,p) A R(p, z) = L elde edilir.

Tersine R, A, : XV, X = U(X%R?) = X?veV, : XV, X — U(X,Rus) =

X dontistimleri tarafindan tiretilen X Vv, X tizerindeki baslangi¢ L-6nsiralama
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bagintis1 olsun. Burada R?, m ve my izdiisiim fonksiyonlar: tarafindan iiretilen
X? iizerindeki ¢arpim yapisidir. Kabul edelim ki sart saglansin. Yani = # p olacak
sekilde her € X i¢in R(x,p) A R(p,z) = L olsun. v ve w da herhangi iki nokta

olsun. Buna gore;

1. Egerv =wise R(v,w) =T dir.

2. Eger v # w ve Vv # V,w ise o zaman R(V,v, Vyw) = L elde edilir.
Lemma 3.4.1 den,
R(v,w) = /\ {R(mApv, mApw), R(meAyv, moAyw), Rais(Vypv, Vyw)
= 1

bulunur.

3. Kabul edelim ki v # w ve V,v = V,w olsun. Buradan z # p olacak sekilde
herhangi bir € X noktasiicin V,v = z = V,w bulunur. v # w oldugundan

UV =1xVew =Ty Veyauv = xy ve w = x; dir.
(a) Eger v = x; ve w = x5 ise 0 zaman
R(m Ay, mAw) = R(z,p)
R(meApv, mA,w) = R(p, )
Rais(Vpou,Vow) = Ras(x,x)=T
olur ve buradan
Rv,w) = N\ {R(mAw, mAw), R(maAyw, mAyw), Rais(Vyv, Vyw)}
= A {R(z.p),R(p,z), T}

= R(z,p) NR(p, )

bulunur. Kabulden R (v, w) = L elde edilir.

(b) Benzer sekilde, eger v = x5 ve w = z; ise yine R(v, w) = L elde edilir.

Sonug olarak X Vv, X wedge carpimdaki her v, w elemani igin

T, v=w
R(v,w)—{l_ o w
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bulunur. Lemma 3.4.2 den R, X V,, X {izerinde diskre L-6nsiralama bagintisi olur.

O halde Tamim 4.1.4 den (X, R) uzaymn p noktasinda Ty oldugu elde edilir.

4.3. Lokal T; Quantale Degerli Onsiral Uzaylar

Teorem 4.3.1. (X, R) bir L-onsirali uzay ve p € X olsun. (X, R) p noktasinda 7}
dir ancak ve ancak = # p olmak tizere her x € X i¢in R(z,p) = L = R(p, z) dir.

Ispat: Kabul edelim ki (X, R) uzay1 p noktasinda 7} olsun. = # p olacak sekilde

x € X verilsin. v = 27, w = 25 € X V,, X olsun.

R(m1Spv, mSyw) = R(m(x,z),m(p,z)) =R(x,p)
R(m2Spv, maSyw) = R(ma(z,z),m(p,z)) = R(z,z) =T
Rais(Vpu,Vyow) = Ras(x,2) =T

dir. Burada R, X iizerinde diskre L-6nsiralama bagintisi ve 7; : X? — X, i =
1,2, izdtistim fonksiyonlari olsun. v # w ve (X, R) p noktasinda 7} oldugundan

Tanim 4.1.4, Lemma 3.4.1 ve 3.4.2 geregince,

1L = /\{R(mSpv,mSpw),R(WgSpv,ﬂgSpw),Rdis(vpv,va)}

= NA{R(z.p) T}
= R(z,p)

elde edilir.

Benzer sekilde, eger v = 29, w = z; € X V,, X ise 0 zaman Lemma 3.4.1 den

L = A{R(p2), T} =R(p )

bulunur.

Tersine R, S, : X V, X —» U(X*,R?*) = X?and V, : X V, X — U(X,Rus) =
X, dontisiimleri tarafindan tiretilen X V, X tizerindeki baslangi¢ L-6nsiralama
bagintis1 olsun. Burada R?, m ve my izdiisiim fonksiyonlar: tarafindan tiretilen

X? {izerindeki garpim yapisidir.
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Kabul edelim ki x # p olmak tizere her = € X icin R(z,p) = L = R(p,x) olsun.

X V, X de herhangi v ve w noktalari verilsin. Buna gore;

1. Eger v = wise R(v,w) = T dir.

2. Eger v # w ve Vyu # V,w ise o zaman Ry, diskre yapr oldugundan
Rais(Vyv, Vyw) = L elde edilir. Lemma 3.4.1 den
R(v,w) = /\ {R(m1.Spv, 11 .Spw), R(m2Spv, m2Spw), Rais(Vpv, Vyw)}
= 1

bulunur.

3. Kabul edelim ki v # w ve V,v = V,w olsun. Buradan v # w oldugundan

V=12 Vew = Ty Veya v = Iy Ve w = x; dir.

Eger v = 1 ve w = x4 ise 0 zaman Lemma 3.4.1 den
R(v,w) = A {R(z,p), T} =R(z,p)

bulunur.
Kabulden R(z,p) = L = R(p, ) oldugundan R(v, w) = L elde edilir.

Benzer sekilde, v = x5 ve w = z1 durumunda da R(v, w) = L elde edilir.

Boylece X v, X wedge carpimdaki her v, w igin

T, v=w
R(v,w):{L v w

bulunur. Lemma 3.4.2 den R, X V,, X {izerinde diskre L-6nsiralama bagintisi olur.

Sonug olarak, Tanim 4.1.4 den (X, R) uzayinin p noktasinda 73 oldugu elde edilir.

Ornek 4.3.1. X bostan farkl1 bir kiime olsun ve keyfi bir p € X noktas1 verilsin. X
tizerindeki diskre L-Onsiralama bagimntisi R,;s ve indiskre L-Onsiralama bagmntisi
Rina olmak tizere, (X, Ry;s) uzayt hem p de Ty hem de p de T; dir, fakat (X, Ring)

uzayi ne p de Ty ne de p de T dir.
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Ornek 4.3.2. « ikili islemi her o, 8 € [0, 1] i¢in a8 = (a4 — 1) V 0 (Lukasiewicz
t-norm [33]) seklinde tanimli olmak tizere L = ([0,1],<,*) quantale yapisi
verilsin. Burada alt eleman L = 0 ve tist eleman T = 1 dir. X = {a,b, ¢} olmak

tizere bir R : X x X — L, L-dnsiralama bagintis1 asagidaki sekilde tanimlansin:

1, =y
1
R(z,y) = 3 (z,y) = (a,c)
|0, diger durumlarda

Buna gore (X, R) nin bir L-6nsirali uzay oldugu kolayca goriilebilir. Teorem 4.2.1
dan her p € X icin (X, R) uzay1 p noktasinda T, dir. Ayrica Teorem 4.3.1 den
(X, R) uzay1 p = bnoktasinda 7 dir, fakat p = a ve p = ¢ noktalarinda 7; degildir.

Not 4.3.1. Teorem 4.2.1 ve 4.3.1 den, eger bir (X, R) L-onsirali uzay1 p noktasinda
T) ise p noktasinda Ty dir. Fakat bu ifadenin tersi genelde dogru degildir (Ornek
4.3.2 ye bakimiz).

4.4. Alt Uzaylar ve Carpimlar

Bu boliimde lokal Ty ve T} L-onsirali uzaylarin kalitsal ve ¢arpimsal olduklar:

gosterilmistir.

Tanim 4.4.1. (X,R) bir L-onsirali uzay ve A C X olsun. Her z,y € A igin
Ra(z,y) = R(x,y) ise (A, R4) L-6nsirali uzayina (X, R) uzaymnn alt uzay: denir.
Burada R4 bagmtisi, ¢ : A — X igerme doniisiimii tarafindan iiretilen, A

tizerindeki baslangi¢ L-6nsiralama yapisidir.
Teorem 4.4.1. (X, R) bir L-6nsirali uzay, A C X ve p € A olsun.
(i) Eger (X, R) uzay1 p noktasinda T ise (A, R4) alt uzay1 da p noktasinda
T, dir. Yani, L-Prord kategorisinde T, olma ozelligi kalitsaldar.
(ii) Eger (X,R) uzay1 p noktasinda 7 ise (A, R4) alt uzay1 da p noktasinda

Ty dir. Yani, L-Prord kategorisinde 7 olma 6zelligi kalitsaldir.

Ispat:
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(i) Kabul edelim ki p € A ve (X, R) uzay1 p noktasinda T olsun. Teorem
42.1 den = # p olmak tizere her x € A C X icin R(x,p) A R(p,x) = L
olur. z,p € A C X oldugundan alt uzay tanimi geregi R 4(z,p) = R(x, p)
ve Ra(p,z) = R(p,x) dir. Buradan Ra(x,p) A Ra(p,x) = L elde edilir. O
halde Teorem 4.2.1 den (A, R 4) alt uzay1 p noktasinda T, dir.

(ii) Kabul edelim ki p € A ve (X, R) uzay1 p noktasinda 7; olsun. Teorem
4.3.1 den ve alt uzay tanimindan  # p olmak {izere her z,p € A C X
icin Ra(x,p) = R(z,p) = L = R(p,x) = Ra(p, x) elde edilir. Dolayisiyla
Teorem 4.3.1 den (A, R ) alt uzay1 p noktasinda 7} dir.

Teorem 4.4.2. Her i € I igin (X;,R;) bir L-6nsirali uzay, X = [],.; X; ve her
z,y € Xicin R(x,y) = N\;c; Ri(mi(x), m:(y)) olmak tizere (X, R), {(X;, R;): i € I}
uzaylarmin kartezyen ¢arpimi olsun. Buna gore, her i € [ i¢in (X;, R;) uzay1

(X, R) carpim uzaymin bir alt uzayma izomorf olur.

Ispat: j # i olmak {izere her j € [ igin sabit bir z; € X, noktasi
secelim. A = {z1} X {2} x ... x {zi1} x X; x {241} x ... € X olsun. Her
r,y € Aigin Ra(x,y) = R(x,y) olmak tizere (A,R4) uzayr (X,R) carpim
uzaymin bir alt uzayidir. a;, € X; i¢in m;(z1, 22, ..., 2i—1, @4, Ziy1, ...) = a; seklinde
tanimh 7, @ (A,Ra) — (X;,R;) i. izdustim fonksiyonu bijektiftir. Her

(21,22, ooy Zim1, @iy Zig1, --), (21, 225 005 Zim1, bs, Zig 1, -..) € Aligin

RA((ZlazQa"'7Z7L—l7aivzi+17"')7(zla227"'7zi—17biazi+17"'))
= R((21,227...,Zi_l,(li,ZH_l,...),(21722,...,Zi_l,bi7zi+1,...))
= A ARi(ai ), Rj(z,2) = T}

J#i
< Ri(ai, b)

= Ri(m(zl, Ry eeey Zi—15 Ay Zj4 1, ), 7Ti(217 29y veey Zi—1, bi7 Zid1, ))
elde edilir ve 7; bir L-sira koruyan doniistimdiir.

Diger yandan her a;, € X, i¢in f(a;) = (21, 22, ..., 2i—1, Gy, Ziy1, -..) ile tamumli bir
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[ (Xi,Ri) = (A, R4) fonksiyonu verilsin.

(mio f)la:) = mi(f(a))
= (21, 2 B, s 2, )
- q
= lx,(a)

ve

(foﬂi)(ZhZz,~~,Z¢—1,az‘7zi+17-~-) = f(ﬂ-i(zlaz%-'-7Zi—17aiazi+la~-~>>
= f(a)
<217227"'7Z7,'717ai72i+17"')

= 1a(21,22, s Zic1, Gi, Zig1s o)
dir. m; 0 f = 1x, ve f o = 14 oldugundan f = (m;) " elde edilir.

Her a;,b; € X, icin

Ri(ai, bl) = R((Zl, Ry eeey Zi—15 Ay Zj4 1, ), (21, 29y veey Zi—1, bi7 Zid1, ))
= /\ {Ri(ahbi)aRj(zj?zj) = T}
i

= R(f(ai), f(b:))
= Ra(f(a), f(b:i)) < Ra(f(as), f(b:))

elde edilir ve f bir L-sira koruyan dontistimdiir.
O halde (X;,R;) ve (A, R4) uzaylari izomorftur.

Teorem 4.4.3. {(X;,R;): i € I} L-dnsirali uzaylarin bir sinifi, X = [[,.; X; ve

el

her z,y € X icin R(z,y) = \,c; Ri(mi(x), m(y)) olmak iizere (X, R) carpim uzay1

verilsin ve p = (p;);es olsun. Buna gore,

(i) (X,R) uzaymnn p noktasinda T, olmas igin gerek ve yeter kogul her bir

i € Iigin (X;, R;) uzaymn p; noktasinda T, L-6nsiralt uzay olmasidir.

(ii) (X,R) uzaymin p noktasinda 77 olmasi icin gerek ve yeter kosul her bir

i € I igin (X;, R;) uzaymn p; noktasinda 77 L-6nsirali uzay olmasidir.
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Ispat:

(i)

(if)

Her i € [ igin Teorem 4.4.2 den (X;, R;) uzay1 (X, R) carpim uzayinn bir
alt uzayina izomorf ve carpim uzay1 da p noktasinda T oldugundan her

i € I icin (X;, R;) uzay1 p; noktasmda T dir.

Diger yandan kabul edelim ki her ¢ € I i¢in (X;, R;) L-Onsirali uzayz p;
noktasinda T olsun ve = # p = (p;)ic; olmak iizere x = (x;);c; verilsin.
x # p oldugundan w;, # p,, olacak sekilde en az bir i, € I vardir.
(X4, Ri,) L-6nsirali uzayi T, oldugundan R, (7, pi,) A Ri (Pig, Tiy) = L
elde edilir.

R(z,p) = /\ {Ri(xi pi)} < Rig (o, Pio)
i€l
ve

R(pa l’) — /\ {,R’l<pz7ml)} < Rio(piovwio)

el
bulunur. Buradan R;,(z;,, pi,) A Riy(Pigs Tiy) = L oldugundan R(x,p) A
R(p,z) = L elde edilir Teorem 4.2.1 den (X,R) carpim uzay1 p

noktasinda 7 dur.

Her i € [ i¢in Teorem 4.4.1 den (X;, R;) uzay1 (X, R) carpim uzayinn bir
alt uzayina izomorf ve ¢arpim uzay1 da p noktasinda 7; oldugundan her
i € I icin (X;, R;) uzay1 p; noktasinda 7} dir.

Diger yandan kabul edelim ki her i € I igin (X;, R;) L-6nsirali uzay1
p; noktasinda 7} olsun ve x # p olmak lizere x € X verilsin. = # p
oldugundan x;, # p;, olacak sekilde en az bir iy € [ vardir. (X;,,R;,)
L-onsirali uzay:1 77 oldugundan R, (z;,, piy) = Ry (Piy, i) = L elde edilir.

R(z,p) = /\{R1($1,P1),Rz($27p2)7---,Rio—l(fio—lapi0—1)7

Ri()(xiovpio) = J-vRio+1(xio+17pio+1)a }
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ve

R(p,l') = /\{Rl(pl,xl),...,Rio(pio,xio):J_,...}
= 1

bulunur. O halde (X, R) ¢carpim uzay1 p noktasinda 7; dir.
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5. BOLUM

SONUC VE ONERILER

5.1. Sonucg

Matematikte bir tam latis, tiim alt kiimelerin hem bir supremuma hem de bir
infimuma sahip oldugu, kismi sirali bir kiimedir. Quantale kavrami da, bazi
0zel ozellikleri saglayan bir tam latis olarak tanimlanmustir. Latis teorisinin
gelismesiyle birlikte topolojik uzay, metrik uzay, yaklasim uzayi, yakinsak uzay
ve Onsirali uzay gibi bircok matematiksel yapi, latis ve quantale degerlerle
donatilarak yeniden ele alinmis ve bazi ilging sonuglar elde edilmistir [15, 27—
30, 40]. Bu tez calismasinda temel olarak quantale degerli onsirali uzaylar

kategorisinde bazi lokal ayirma aksiyomlari ele alinmistir.

[lk olarak quantale kavrami ve bazi 6zelliklerinden bahsedilerek quantale degerli
onsirali uzaylar tanumu verilmistir. Objeleri quantale degerli 6nsirali uzaylar,
morfizmleri sira koruma doniisiimleri olan L-Prord kategorisinin bir topolojik
kategori oldugu gosterilmistir. Ayrica bu kategoride baslangi¢ kaldirma yapisi,

diskre ve indiskre objeler ifade edilmistir.

Ardindan bir p noktasinda wedge carpim ve eksen doniistimleri yardimiyla
keyfi bir topolojik kategori igin gerekli tanim ve teoremler kullanilarak lokal 7
ve lokal 7} quantale degerli onsirali uzaylar karakterize edilmistir. Arasindaki
iliski incelenmistir. Buna gore, p noktasinda 7 olan her (X,R) L-onsiral
uzaymun p noktasinda Ty oldugu elde edilmis ve bu ifadenin tersinin genelde
dogru olmadig1 6rnek yardimiyla gosterilmistir. Ayrica elde edilen bu objelerin

kalitsallik ve ¢arpimsallik 6zelliklerini de sagladiklar: sonucu elde edilmistir.



5.2. Oneriler

Bundan sonraki ¢alismalar i¢in L-Prord kategorisi ile alakali asagida siralanan

oneriler dikkate alinabilir.

1. Bitis kaldirma yapis1 elde edilerek bir p noktasinda 7f objeler karakterize
edilebilir.

2. Daha once karakterizasyonu verilen lokal ve genel ayirma aksiyomlarinin

aralarindaki iliskiler incelenebilir.

3. Kapalilik, baglantililik, kompaktlik gibi 6nemli topolojik kavramlar, L-Prord

topolojik kategorisinde karakterize edilebilir.

4. Ayirma aksiyomlar1 yardimiyla dolu alt kategoriler olusturularak bu

kategorilerin gesitli 6zellikleri incelenebilir.

5. Quantale degerli onsirali uzaylar genellestirilerek quantale degerli yansimal
uzaylar ve quantale degerli baginti uzaylar1 tanimlanabilir. Bu uzaylar
kategorik olarak incelenebilir ve birer topolojik kategori olup olmadiklar:

arastirilabilir.
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