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OZET

Eksantriklik, graf teorisinde bir noktanin (diigiimiin) ¢izgenin diger diigiimlerinden ne
kadar uzak oldugunu 6lgen 6nemli bir kavramdir. Eksantriklik, ¢izgenin ¢ap1 ve yarigapi
gibi diger cizge ozelliklerini hesaplamak i¢in kullanilabilir. Ayrica, eksantriklik temelli
cizge olgtimleri ve polinomlar, molekiiler ¢izge teorisi, kimyasal aglar, iletisim teorisi
ve kaynama olgusu gibi ¢esitli alanlarda yaygin bir sekilde kullanilmigtir

Bu tez ¢alismasinda, eksantrik cizge ozellikleri, u¢ ¢izge Ornekleri ve 6zellikle agac
cizge drnekleri incelenmektedir. Ikinci bdliimde, ¢izge ile ilgili temel tanimlar ve kav-
ramlar derlenmektedir. Ugiincii boliimde, eksantrik cizge konusunda literatiir bilgisi
sunulmaktadir; bazi ug ¢izge orneklerine gore eksantrik ¢izge analiz edilmekte, benzer-
siz eksantrik nokta ¢izge ornekleri ve ¢apt maksimal ¢izge ornekleri incelenmektedir.
Ayrica, 1985 yilinda Akiyama' nin teorisindeki eksiklik diizeltilmis olup bir ¢izgenin
eksantrik ¢izgesinin, bu ¢izgenin tlimleyenine esit olma kosulunu vererek ve agac ¢izge-
ler ile ilgili bazi1 teorileri ve sonuglar gelistirilmistir.

Eksantriklik temelli ¢izgelerin inceliklerini agiga ¢ikararak ve yeni uygulamalar kesfe-
derek, bu calisma ¢izge teorisi alanina ve gesitli disiplinler arasi alanlara énemli bir
katki sunmaktadir.
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G = (V,E)

N(a)
d(a)

ecc(a)

A(G)
5(6)
diam(G)
r(G)
c(G)
L(G)
A(G)
de(u, v)
GUH
G+H
GxH
P
Cn

Kn

SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

Nokta kiimesi V, kenar kiimesi E olan bir G ¢izgesi

a ve b noktalarimin birbirine komsu olmasi
a noktasina komsu olan noktalarin kiimesi
a noktasinin derecesi

a noktasinin dismerkezligi

G ¢izgenin tiimleyeni

G ¢izgenin maksimum derecesi

G ¢izgenin minimum derecesi

G ¢izgenin ¢api

G cizgenin yari¢api

G cizgenin merkezi

G cizgenin ¢izgi ¢izgesi

G ¢izgenin komsuluk matrisi

G'de u, v noktalarinin arasinda mesafe
G ve H ¢izgelerinin ayrik birlesimi
G ve H birlesimi

G ve H kartezyen ¢arpimi

n noktali yol ¢izge

n noktal1 dongii ¢izge

n noktali tam ¢izge

n+1 noktal1 y1ldiz ¢izge

Iki pargali gizge

G'nin eksantrik ¢izgesi

G ¢izgesinin karmagikligi



BOLUM 1
GIRIS

Cizge teorisi, nesneler arasindaki iligkileri temsil eden matematiksel yapilar olan
cizgeleri inceleyen bir matematik dalidir. Cizgeler, bilgisayar bilimi, sosyal bilimler,

ekonomi ve miihendislik dahil olmak iizere ¢ok ¢esitli uygulamalarda kullanilmaktadir.

Cizge teorisinde, cizgeler bir dizi, nokta (diiglim olarak da bilinir) ve bu noktalar
birlestiren bir dizi, kenar olarak temsil edilir. Cizge teorisinin Onemi, karmasik
sistemleri ve nesneler arasindaki iliskileri modelleme ve analiz etme yeteneginden gelir.
Cizge teorisinin uygulamalar1 arasinda bilgisayar aglari, ulasim planlamasi, sosyal ag

analizi ve DNA dizilimi gibi konular yer alir.

Cizgeler iizerindeki islemler, ¢izgeleri islemek ve analiz etmek i¢in kullanilan farkli
teknikleri ve yontemleri ifade eder. En kisa yolu bulma, baglantiy1 kontrol etme ve
dongiileri belirleme gibi ¢izgelere uygulanabilecek cesitli islemler vardir. Cizgeler
tizerindeki islemlerin 6nemi, ¢esitli uygulamalar i¢in kullanilabilecek ¢izgenin topolojisi

ve yapisti ile ilgili yararl bilgiler saglama yeteneklerinden kaynaklanmaktadir.

Cizgelerdeki en 6nemli uygulamalardan biri en kisa yolu bulmaktir. Bu islem, bir
cizgedeki iki nokta arasindaki minimum mesafenin belirlenmesini igerir. En kisa yol
algoritmalari, iki konum arasindaki en kisa yolu bulmanin gerekli oldugu GPS
navigasyon sistemleri gibi uygulamalarda yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu
algoritmalar ayrica bilgisayar aglarinda minimum gecikme veya gecikme ile yolu

bulmak i¢in kullanilir.

Cizgelerdeki bir diger onemli islem, baglantili olup olmadigim1 kontrol etmektir. Bu
islem, sosyal ag analizi gibi uygulamalar i¢in gerekli olan bir ¢izgenin bagli olup
olmadigimi belirler. Sosyal aglar, bireylerin noktalar olarak; aralarindaki iliskilerin
kenarlar olarak temsil edildigi ¢izgeler olarak ifade edilebilir. Sosyal aglarda baglanti

olup olmadigin1 kontrol etmek, topluluklar1 ve etkili kisileri belirlemeye yardimer olur.

Bir dongii, ayn1 noktadan baglayan ve biten bir noktalar ve kenarlar dizisidir. Dongiiler,
yinelenen modellerin tanimlanmasinin 6nemli oldugu optimizasyon ve ¢izgeleme gibi

uygulamalar i¢in gereklidir.



Ornegin, bir iiretim tesisindeki isleri planlarken, operasyon ¢izelgesindeki déngiileri

belirlemek, verimliligi ve iiretkenligi artirmaya yardimcei olabilir.

Cizgelerdeki en giiclii islemlerden biri de ¢izge renklendirmedir. Cizge renklendirme,
bir ¢izgenin noktalarina, komsu iki nokta ayni1 renge sahip olmayacak sekilde renkler
atamay1 igerir. Cizge renklendirme, kablosuz iletisim sistemlerinde frekans tahsisi ve
tiniversitelerde ders cizelgeleme gibi ¢esitli uygulamalarda kullanilmaktadir. Cizge
renklendirme algoritmalari, goriintiilerin ¢izgeler olarak temsil edildigi ve nokta
renklerinin piksel degerlerini temsil ettigi gorlintii isleme ve bilgisayarla gorme

uygulamalarinda da kullanilir.

Cizgeler iizerindeki islemlerin 6nemi, ¢izgenin topolojisi ve yapisi ile ilgili yararl
bilgiler saglama yeteneklerinden gelir. Cizgeler lizerindeki islemler kaliplar1 belirlemek,
sistemleri optimize etmek ve tahminlerde bulunmak i¢in kullanilabilir. Bu islemler,
bilgisayar aglari, sosyal ag analizi, goriintii isleme ve zamanlama dahil olmak {izere

cesitli uygulamalar icin gereklidir.

Sonug¢ olarak, c¢izge teorisi ve cizgeler ilizerindeki islemler, karmasik sistemleri ve
nesneler arasindaki iligkileri modellemek ve analiz etmek icin gereklidir. Cizgeler
tizerindeki islemler, cesitli uygulamalar icin kullanilabilecek ¢izgenin topolojisi ve
yapist ile ilgili yararh bilgiler saglar. Cizgeler iizerinde islemler i¢in yeni algoritmalarin
ve tekniklerin gelistirilmesi, bircok alanda ilerleme saglamaya devam ederek c¢izge

teorisini Onemli bir arastirma ve ¢alisma alani haline getirir.

Bu tezde, bir ¢izgenin noktalar1 arasindaki mesafe ile noktanin eksantrikligi arasinda
iliskiyi aciklayacak bi¢cimde ifade edilen yeni bir ¢izge islemi olan ¢izgenin eksantrik

cizgesi olarak adlandirilan yapilar incelenecektir.

Bir cizgedeki bir noktanin eksantrikligi, o diiglimden baglayan en kisa yollar arasinda en
uzun olanidir ve ag analizinde temel bir kavramdir. Eksantrik ¢izgeleri inceleyerek,
arastirmacilar karmasik sistemler hakkinda fikir edinebilir ve varliklar arasindaki

iliskileri ve baglantilar1 daha iyi anlayabilirler.

Eksantrik ¢izgelerin bazi 6nemli uygulamalari, sosyal aglarin, ulasim sistemlerinin ve

iletisim aglarmin analizini de igerebilir. Ornegin, sosyal aglarda, bir diigiimiin
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eksantrikligi, ag i¢indeki etkisini gosterebilirken, ulagim sistemlerinde, bir diiglimiin

eksantrikligi, o konumun bir ulasim merkezi olarak 6nemini gosterebilir.

lletisim aglarinda, bir diigiimiin eksantrikligi, merkezligini ve genel ag performansi

tizerindeki potansiyel etkisini gosterebilir.

Bu nedenle, eksantrik ¢izgelerin 6zelliklerini anlayan arastirmacilar, ag analizi i¢in daha
verimli algoritmalar gelistirebilir, daha iyi ag mimarileri tasarlayabilir ve ag verilerine

dayal1 olarak daha bilingli kararlar alabilir.

Akiyama ve ark. (1985), eksantrik c¢izgeler iizerinde ilk calisma yapan bilim
insanlaridir. Boylece, eksantrik ¢izge tanimi ilk olarak Akiyama ve ark. (1985)
tarafindan yapilmistir. ilgili calismalarinda dongiiler ve standart cizgeler gibi belirli
cizge smiflarinin eksantrik cizgelerini incelemislerdir. Ornegin, eksantrik ¢izgenin tam
cizge olmasi i¢in gerek kosullar ile birlikte herhangi bir ¢izgenin eksantrik ¢izgesinin

tiimleyen ¢izgesine izomorf olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar verilmistir.

Eksantrik cizgelerle ilgili literatiirde nadir ¢aligmalar yer almaktadir. Ghosh ve Pal
(2017) ekstrem ¢izgelerden yol ¢izge ve dongii ¢izgenin eksantrik ¢izgeleri lizerine
calisma yapmislardir. Siriam ve ark. (2014) her bir noktanin bir tek eksantrik noktasi

olan ¢izgenin eksantrik ¢izgelerinin baz1 6zelliklerini incelemislerdir.

Akiyama ve ark. (1985), verilen bir G grafinin eksantik ¢izgesi ile G nin tiimleyen
cizgesine izomorf olmasi igin gerek kosullar1 belirtmistir. Ancak verilen gerek
kosullardan birisi eksiktir. Bu noktada bu tezin motivasyonunu da olusturan bu
probleme daha genis bir kosulla diizeltme yapilmis ve ispatlanmistir. Ayrica bu tez
calismasinda agaglar icin karakterizasyonlar da yapilmistir. Bazi ekstrem ¢izgelerden
yararlanarak elde edilen ¢izgelerin eksantrik ¢izgeleri ile ilgili de sonuglar yer

almaktadir.

Yukarida bahsedilen tartismalar kapsaminda bu tez 3 boéliimden olusacaktir. 2. Boliimde

cizge teorinin temel kavram ve sonuglari literatiirden yararlanilarak verilmistir. 3.



Boliim ise bahsi gecen teoremin diizeltilmesi ve ayrica agaglar icin karakterizasyonlar

igerir.



BOLUM 2
ONBILGILER

Bu bdliimde verilen ¢izge kuramu ile ilgili temel tanim ve bilgiler literatiirde ¢ok iyi
bilinen kavramlar olup tiim tanimlar (Chartrand ve Zhang, 2012; Distel, 2005;

Dharwadker ve Pirzada, 2011) kaynaklarindan alinmistir.

2.1. Cizge Teoride Baz1 Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1. Bir nokta veya diiglim (vertex), bir ¢izgenin temel birimidir. Bir

diyagramda bir nokta veya daire ile temsil edilir.

Tamim 2.1.2. Kenar (edge), iki noktay1 birlestiren bir ¢izgidir. Bagladigi noktalar
arasindaki bir iligkiyi (baglanti veya bagimlilik gibi) temsil eder.

Tamm 2.1.3. Cizge (graph), noktalar ve kenarlardan olusan bir koleksiyondur. ¢ =
(V,E) ile gosterilir, burada V = {v,, ... ,v,} noktalar kiimesi ve E = {eq,...,en}

kenarlar kiimesidir.

Tamim 2.1.4. Bir noktanin (v € V) derecesi, ona gelen kenarlarin sayisidir. Bagka bir

deyisle, o noktaya baglanan kenarlarin sayisidir ve d(v) ile gosterilir.

Tamm 2.1.5. Iki nokta bir kenarla bagliysa, iki noktanin komsu oldugu sdylenir. Yani,
G = (V,E) gizgenin keyfi iki noktas1 v, v, € V olmak {izere bu iki nokta arasinda bir
kenar var ise bu noktalara birbirine komsudur denir ve v; ~ v, ile gosterilir. Ayrica
G = (V,E) gizgesinde herhangi bir v ; € V noktasinin komsuluk kiimesi

Nwy) ={vevV:v, ~ v}

bi¢giminde tanimlanir.



Tamim 2.1.6. Bir ¢izgenin mertebesi, ¢izgedeki nokta sayisimi ifade eder ve |V| =
n sembolii ile gosterilir. Cizgedeki toplam kenar sayisini ifade eden ve |E| =

m sembolil ile gosterilen ¢izgenin boyutudur.

Tanmm 2.1.7. G = (V,E) ¢izgesinde v, € V noktasi i¢in d(v;) = 0 ise v;’e izole
nokta denir. d(v;) = 1 ise v; noktasina sarkit nokta (pendant vertex), bu noktaya

baglanan kenara ise sarkit kenar (pendant edge) denir.

Tanim 2.1.8. Bir cizgenin maksimum derecesi ve minimum derecesi, noktalari
arasindaki sirasiyla en yiiksek ve en diisiik derece degerlerini ifade eder. Bu degerler
sirastyla A (G) ve o(G) ile gosterilir. Tiim noktalarinin derecelerinin olusturdugu

artmayan diziye, ¢izgenin derece dizisi denir.

Tamm 2.1.9. Iki nokta arasinda birden fazla kenar var ise bu kenarlara katli kenar
(multiple edge) denir. Ayn1 nokta {lizerinde baslayip biten bir kenara ise ilmek (loop)

denir. Katli kenar ve ilmek igermeyen yonsiiz bir ¢izgeye basit (simple) ¢izge denir.

Ornek 2.1.10. Asagidaki verilen G basit ¢izgesi 6 noktalh V ={1,2,3,4,5,6} ve 7
kenarli E = {{1,5},{1,2},{1,3}, {1,6},{6,2},{2,4}, {3,4}} bir ¢izgedir.

|El=m=7,

Vl=n=6,

A(G) = 4,

3 (G)=1,

d(5) = 1 oldugundan 5 sarkit noktadir,

N(1) = {2,3,5,6}

(1,2,2,2,3,4) G'ninderece dizisidir.



Sekil 2.1. Basit ¢izge drnegi

Tamm 2.1.11. Bir G = (V, E) cizgesinde, keyfi v;, v; € V noktalar1 arasindaki en kisa
yolun uzunlugu bu iki nokta arasindaki uzaklik (distance) olarak tanimlanir.

d(Ui, vj ) veya dG(vi, UJ) ile gésterilir.

Tamim 2.1.12. Bir G = (V, E) ¢izgenin ¢ap1 (diameter),
diam(G) = maksvi’vjev{da(vi, ;) }

bi¢giminde tanimlanir.

Tanmm 2.1.13. ecc(v) ile gosterilen bir G ¢izgesindeki bir v noktasinin eksantrikligi
(the eccentric of vertex v), v noktasindan en uzak noktasina olan mesafedir. Yani,
ecc(v) = maksyey{ds(u,v)}

dir.

Tamm 2.1.14. Bir G = (V, E) ¢izgenin yarigap1 (radius)
r(G) = min,ey{lecc(w) [}

bi¢iminde tanimlanir.

Tamim 2.1.15. Bir ¢izgenin merkez noktasi, minimum eksantriklige sahip bir noktasidir.

Tanmim 2.1.16. Bir G gizgesinde ecc(u) = r(G) olan u noktasina merkez nokta denir ve

biitiin merkez noktalarinin kiimesi ¢(G) ile gosterilir. Yani, c(G) = {u € V:ecc(u) =



r(G)} bi¢iminde tanimlanir. ecc(u) = diam(G) ise u noktasi G'nin g¢evre noktasi
(peripheral vertex) olarak bilinir. G'nin tiim g¢evresel noktalarimin kiimesi P(G) ile

gosterilir.

Ornek 2.1.17. Asagidaki verilen 7 noktali bir ¢izgede:
dist(1,7) = d;(1,7) = 3,dist(1,5) = 2, dist(2,3) =2
diam(G) = 3,

ecc(1) = ecc(2) = ecc(6) = ecc(7) =3,

ecc(4) = ecc(3) = ecc(5) =2,

r(G) = 2,

c(G) = {3,4,5},

dir.
1 3 6
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Sekil 2.2. Cap1 3 yaricap: 2 olan ¢izge 6rnegi

Tamm 2.1.18. Yiiriiyiis (walk), bir ¢izgede birbirine baglanan noktalar ve kenarlar
dizisidir, gezi (trail) ise hig¢bir kenarin tekrarlanmadig bir yiiriiytistiir. Yol (path), hi¢bir
noktasinin tekrarlanmadigi bir yoldur, bu da her noktasinin yalnizca bir kez ziyaret
edildigi anlamma gelir. Bir dongii (cycle), ayni noktasinda baslayan ve biten bir gezi

iken, devre (circuit), tekrarlanan en az bir kenari igeren bir dongiidiir.

Ornek 2.1.19. Asagidaki sekilde verilen G ¢izgesinde S-uzunluklu bir yiiriiyiis; 1, {1,
43,4, 44,5},5, 45,7}, 7, {7,5},5, {5, 9}, 9 olur. G basit graf oldugundan kisaca 1— 4
—5—7—5—9 bi¢ciminde de yazilabilir. Bu yliriiylis, kenar tekrarlandigi i¢in bir gezi
degildir, 5 noktasindan iki kez gecildigi i¢in bir yol degildir. Baslangi¢ ve bitis noktalar:
farkli oldugundan kapali yiirliyiis degildir. Dolayisiyla devir ya da dongii degildir. 4 — 9



— 5 — 4 yiiriiyiisii ise 3-uzunluklu bir dongiidiir, 2 — 4 — 5 — 7 yiiriiylsii ise 3-uzunluklu

bir yoldur.
9
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Sekil 2.3. Yol, yiirtiyiis, dongii 6rnegi

Tanmm 2.1.20. Klik (clique), yonsiiz bir ¢izgenin noktalarinin bir alt kiimesidir, dyle ki
klikteki her iki farkli nokta komsudur. Yani, bir ¢izgenin bir kligi, indirgenmis tam
cizgedir.

Tamim 2.1.21. Co-klik (co-clique) bir ¢izgenin noktalarinin bir alt kiimesi S dir, dyle ki
S' deki higbir iki nokta komsu degildir. Cizgedeki bir co-klik, tiimleyen ¢izgesindeki bir
Kliktir.

Tamm 2.1.22. Herhangi bir kenarin ¢ikarilmasi ¢izgenin baglantisin1 kesiyorsa, bir
¢izgenin minimum baglantili (minimally connected) oldugu soylenir. Acikgasi,

minimum diizeyde baglantil1 bir ¢izgenin dongiisii yoktur.

Tamm 2.1.23. G, n noktali m kenarli ve k bilesenli bir ¢izge olmak tizere G’ nin ranki
ve sifirligr sirasiyla r = n—k ve p = m —n + k ile gosterilir. Aciktir ki baglantili
bir ¢izgenin ranki n-1 ve sifirlik sayisi da m —n + 1 dir. Ayrica bir grafin sifirlik sayisi

siklomatik sayis1 veya 1. Betti sayis1 olarak da bilinir.

Tamim 2.1.24: G baglantili bir ¢izge olsun. Bir v € G noktas1 i¢cin G — v (G’ den v

noktasini silme) baglantisiz bir ¢izge oluyorsa v € G noktasina G'nin kesik noktas: (cut



vertex) denir. Bir ¢izgeden kesilmis bir noktay1 kaldirmak, onu iki veya daha fazla

cizgeye boler.
2.2. Baz1 Ozel Cizgeler

Tamm 2.2.1. ¢ = (V,E) gizgesii¢in V = @ ise G’ ye bos ¢izge; [V | = 1ise G’ ye

asikar ¢izge ve E = @ ise G’ ye null ¢izge denir.

Tanmm 2.2.2. Herhangi iki noktas1 arasinda en az bir yol bulunabilen bir ¢izgeye

baglantili ¢cizge (connected graph) denir, yoksa baglantisizdir (disconnected graph).

Ornek 2.2.3. Asagidaki verilen cizgeler, G ¢izge baglantili ama H ¢izge baglantisizdr.

® ® N/ ®

|

® ® N\

G H
Sekil 2.4. Baglantili ve baglantisiz ¢izge 6rnekleri

Tamm 2.2.4. Dongiisiiz (acyclic) ¢izge, herhangi bir dongiisii olmayan bir ¢izgedir.

Tanmm 2.2.5. G = (V, E) gizgesinde, Vv € Vicind(v) = dise G’ ye d —diizgiin
(d —regular) ¢izge denir.

Ornek 2.2.6. Sekil 2.5. de verilen G ¢izgesi 6 noktal1 ve her noktanin derecesi 2 olan bir

cizgedir. Bu durumda G 2-diizgiin bir ¢izgedir.

T _.7..4,_/"
Sekil 2.5. 2- diizgiin ¢izge 6rnegi

10



Tamim 2.2.7. Bir G gizgesinde, herhangi iki nokta arasinda mutlaka bir kenar var ise bu
cizgeye tam ¢izge (complete graph) denir. n noktali bir tam ¢izge A7 ile gosterilir. Tam

cizgesinde her bir noktanin derecesi ise (n — 1) dir.

Sekil 2.6. Tam ¢izge ornekleri

Tanmm 2.2.8. Bir G cizgesinde, tek bir dongiiden veya kapali bir nokta zincirinden
olusan n noktali bir dongii cizgesi (cycle) ifade eder ve C, ile gosterilir. Dongii

cizgesindeki noktalarin sayisi, kenarlarin sayisina esittir ve her noktanin derecesi 2'dir.

/

KAy

¢ o 0—¢ i =
Cs Cs Cs
Sekil 2.7. Dongii ¢izge ornekleri

Tanim 2.2.9. (n + 1) noktali bir G ¢izgesinde bir noktanin derecesi n, diger noktalarin
derecesi 1 ise, bu cizgeye yildiz gizge (star graph) denir. Yildiz ¢izgeler Sin ile

gosterilir.

Sekil 2.8. Yildiz ¢izge drnekleri

11



Tamim 2.2.10. Bir G ¢izgesinin noktalar kiimesi A ve B gibi iki kiimeye ayriliyor ve A
kiimesine ait noktalar birbiriyle bir kenar ile baglanmiyorsa ve ayni sekilde B’ ye ait
noktalar da bir kenar ile birbirine bagh degilse bu ¢izgeye iki parcali ¢izge (bipartite
graph) denir. A’ ya ait noktalarin sayisi m ve B’ ye ait noktalarin sayisi n ise; iki pargali

cizge Gmnile gosterilir.

Ornek 2.2.11. Asagidaki verilen G cizgesinde A = {1,2,3} , B = {4,5,6,7} iki nokta
grupu vardir ve sekilde gibi birbiriyle kenarlar vardir ise G iki pargali ¢izgedir ve G34

ile gosterebilir:

Sekil 2.9. Cift parcali ¢izge 6rnegi

Tamm 2.2.12. Agac dongiisiiz baglantili bir ¢izgedir.

Ornek 2.2.13. Asagidaki verilen G ve H cizgeleri aciktir ama H ¢izgesi agac degildir.

1 2
-9 B (
' /'/ |
pd
e N
3 5
G H

Sekil 2.10. Agag cizge ve agac olmayan ¢izge 6rnegi

12



Tamim 2.2.14. Yonsiiz bir agacta, derecesi bir olan noktaya yaprak veya ug¢ nokta (leaf)

denir.

Sekil 2.10'da G bir agagtir ve 1, 5, 4 noktalar: yapraklardir ama 2 ve 3 noktas1 yapraklar
degildir.

Teorem 2.2.15. (Chartrand ve ark., 2012) En az bir kenarli olan her agacin en az iki

yapragi vardir.

Tamm 2.2.16. U¢ noktalar olmayan tam olarak iki nokta igeren bir agaca (zorunlu

olarak komsu olan) cift yildiz denir.

@ @
® e e o
. \‘\..

Sekil 2.11. Cift yildiz 6rnegi

Tamm 2.2.17. Tirtil (caterpillar), u¢ noktalarinin ¢ikarilmas: tirtilin omurgasi1 adi

verilen bir yol olusturan 3. veya daha fazla mertebeden bir agactir.

Sekil 2.12. Tirt1l rnegi

13



Sonug¢ olarak her yol ve yildiz (mertebesi en az 3) ve her ¢ift yildiz bir tirtildir

(caterpillar).

Tamm 2.2.18. T, G 'nin bir alt ¢izgesi ve T, G' nin tim noktalarini igeriyorsa, agacin

baglantili bir G ¢izgesinin kapsadigi agact (spanning tree) oldugu soylenir.

Tamim 2.2.19. Bir G ¢izgesinin karmasikligi (complexty) 7(G), G'nin farkli kapsandigi

agaclarinin sayisidir.

Tanmm 2.2.20. Koklii bir agac (rooted tree), bir noktasinin kok olarak belirlendigi bir
agactir. Koklii bir agacin kenarlarina, kokten uzaga veya koke dogru dogal bir

yonlendirme atanabilir. Bu durumda yap1 yonlendirilmis koklii bir agag olur.

r

Sekil 2.13. Koklii aga¢ 6rnegi
Tamm 2.2.21. Koklii bir agagta, v noktasi derinligi (depth) veya seviyesi (level), kokten

uzakligidir., yani kokten v 'ye giden tek yolun uzunlugu. Boylece, kokiin derinligi 0'dir.

Tanmm 2.2.22. Koklii bir agacin yiiksekligi (height), kokten (veya agactaki en biiyiik

derinlikten) en uzun yolun uzunlugudur.
Tamm 2.2.23. Eger v noktasi, kokten w' ye giden yolda w noktasindan hemen once
geliyorsa, v, w' nin ebeveynidir (parent) ve w, v' nin ¢ocugudur (child). Ebeveyni ayni

olan noktalara kardes (sibling) denir.

14



Tamm 2.2.24. v, kokten w' ye giden tek yol iizerindeyse, w noktasina v noktasinin alt
0gesi denir (descendant) (ve v,w' noktasinin atasi (ancestor) olarak adlandirilir). Ek
olarak, w # v ise, 0 zaman w, v' nin uygun bir soyundan (proper) gelir (ve v, w' nin

uygun bir atasidir).

Tamm 2.2.25. Koklii bir agagtaki yaprak , ¢ocugu olmayan herhangi bir kosedir. Koklii
bir agactaki i¢ noktasi (internal vertex), en az bir ¢ocuk iceren noktadir. Agag trivial

olmadig siirece (yani tek bir noktasi) kok i¢seldir.

Ornek 2.2.26. Asagidaki verilen bir koklii agactir. Bu agacin yiiksekligi 3'tiir. Ayrica,
* 1,2, 3, 4 ve 5 i¢ noktalardir;

*6,7,8,9, 10 ve 11 noktalar1 yapraklardir;

* 8, 9 ve 10 noktalar1 kardestir;

* 2 noktasi 11'nin atasidir; ve

* 11, 2' nin soyundandir.

\ 4
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Sekil 2.14. Koklii agacinin bilesenlerine 6rnek

Teorem 2.2.27. (Chartrand ve Zhang, 2012) Asikar olmayan her agacin en az iki ug

noktasi vardir.

15



Teorem 2.2.28 (Dharwadker ve ark, 2011) T, n noktali bir ¢izge olsun. Bu durumda
asagidaki ifadeler esdegerdir:

(i) T bir agagtir.

(if) T dongii igermez ve n — 1 kenar1 vardir.

(iii) T baglantilidir ve n — 1 kenar1 vardir.

(iv) T baglantilidir ve her kenar bir kesme kenaridir (cut edge).

(V) T 'mnin herhangi iki noktasi arasinda tam olarak tek bir yol vardir.

(vi) T dongii icermez ve herhangi bir yeni kenar e i¢in, T + e ¢izgesinin tam olarak bir
dongiisii vardir.

(vii) T minimum diizeyde baglantilidir (minimally connected).

Teorem 2.2.29. (Dharwadker ve ark., 2011) [d;]} dizisi pozitif tam sayilarin dizisi bir
agacin derece dizisidir ancak ve ancak

() Timi'leri¢inl < i <nigind; > 1;

(i) tidi=2n-2
dir.

Teorem 2.2.30. (Dharwadker ve ark., 2011) T,k kenarli bir agag¢ olsun. G, minimum
derecesi 6 (G) = k olan bir ¢izgeyse, G, bir alt ¢izge olarak T' yi igerir. Alternatif

olarak G, bir alt ¢izge olarak en fazla § (G) + 1 olan her mertebe agacini igerir.
Teorem 2.2.31. (Dharwadker ve ark., 2011) Her agacin ya bir ya da iki merkezi vardir.

Sonug 2.2.32 (Dharwadker ve ark., 2011).
(i.) P, yolunun bir asili noktasindan diger tiim noktalara olan mesafelerin
toplam1
izoi=(3)
dir.

nn-1)

(i) n noktali basit, etiketli ¢izgelerin sayis1 2~ 2 dir.

16



Tammm 2.2.33. Bir c¢izge, Oz-merkezli veya r -es merkezlidir (veya kisaca
r —esdegerdir) denir eger V(G)' de tim v noktalan i¢in eec(v) = r(G) = diam(G)

ise.

Ornek 2.2.34. Asagidaki verilen iki ¢izge G ve H , G ¢izgesinde her hangi nokta v i¢in
eec(v) =r(G) = diam(G) = 3 dolaysiyla G 06z merkezlidir. Fakat H g¢izgenin

noktalar1 farkli eksantrik sahiptir ise H 6z merkezli degildir.

Sekil 2.15. Oz merkezli ve 6z merkezli olmayan ¢izge 6rnekleri

2.3. Cizge Islemleri

Tammm 2.3.1. ¢ = (V,E) c¢izgesi i¢cin V, € V ve E, € E olmak lizere, S =

(Vo , Ey ) cizgesine G'nin bir alt ¢izge denir ve S € G ile gosterilir.

Tammm 2.3.2. S = (Vy,Ey)cizgesi G = (V,E) ¢izgesinin bir alt ¢izgesi ve V, =

V,E, = E ise S ve G gizgelerine es ¢izgeler denir.

Tammm 2.3.3. G c¢izgesinin noktalarindan bazilarinin ve bu noktalara degen tiim
kenarlarin silinmesiyle elde edilen alt ¢izgesi G’ nin nokta indirgenmis alt ¢izgesi denir.
Bazi kenarlarinin (u¢ noktalar: sabit birakilarak) silinmesiyle elde edilen alt ¢izgeye ise
G’nin kenar indirgenmis alt ¢izgesi denir. Nokta-indirgenmis alt ¢izgeye kisaca

indirgenmis alt ¢izge de denir.

17



Ornek 2.3.4. Asagidaki sekilde verilen H, cizgesi G ¢izgesinden 1 noktasinin
silinmesiyle elde edilen indirgenmis alt ¢izgedir. H, ¢izgesi ise G ¢izgesinden {1,4}

kenarinin silinmesiyle elde edilen kenar indirgenmis alt ¢izgedir.

Sekil 2.16. Indirgenmis alt ¢cizge 6rnekleri

Tamm 2.3.5. G = (V,E) bir gizge olmak lizere G den bir nokta (kenar) silme ¢ — v

(G — e) sirasiyla notasyonu ile gosterilir.

Tamm 2.3.6. ki ayrik noktali G ve H cizgeleri icin, nokta kiimesi V(G) UV (H) ve
kenar kiimesi E(G) U E(H) olan (baglantisiz) ¢izgeye G ve H' nin ayrik birlesimi
(disjoint union) denir ve G U H ile gosterilir.

f‘\. ?T
Lot — Lt
t °

K, P3 P; UK,
Sekil 2.17. 1ki ¢izge i¢in ayrik birlesimi 6rnegi

Tamm 2.3.7. G + H birlesimi (join) G U H 'den olusur ve tiim kenarlar G 'nin noktalar

ile H'nin noktalarina komsudur.

18



Ornek 2.3.8. Asagidaki iki ¢izge P3, K, ve onlarin birlesimi P; + K, gosrerilir:

K, Py P; + K,
Sekil 2.18. iki ¢izgenin birlesimi drnegi

Tamm 2.3.9. iki G ve H cizge igin, G X H kartezyen carpimi V(G X H) = V(G) X
V' (H) noktalar kiimesine sahip; (u,v), (x,y) € (G X H) olmak tizere "(u,v)~(x,y)
ancak ve ancak ya u=x ve vy €E(H) ya da v=y ve ux € E(G)” kosulunu

saglayan ¢izgedir.
Ornek 2.3.10. Asagidaki iki ¢izge P; ve K, olmak iizere kartezyen carpimi gizgesi

P; X K, gosterilir:

oo

e — e

* e o o

K, P, P, X K,

Sekil 2.19. Iki gizgenin kartezyen ¢arpim drnegi
Tamim 2.3.11. Basit bir G gizgesinin L(G) ¢izgi ¢izgesi (line graph), ¢izgenin her bir

kenariyla bir noktasi iligkilendirerek ve G nin karsilik gelen kenarlari ortak bir noktasina

sahipse iki noktayi bir kenara baglayarak elde edilen ¢izgedir.
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Sekil 2.20. Cizge ve ¢izgi ¢izgesi Ornegi

Tamim 2.3.12. Bir G ¢izgesinin tiimleyeni (complement), ayni nokta kiimesine sahip

ancak kenar kiimesi G de olmayan kenarlardan olusan G°€ ya da G ¢izgesidir.

. .
///
@

Sekil 2.21. Cizge ve ¢izgenin tiimleyeni 6rnegi

Tamim 2.3.13. G ¢izgesinde bir ¢ift v; ve v, noktalarini alalim. Eger v; noktasina veya

v, noktasina veya her ikisine komsu olan her kenar v de komsu olacak bi¢cimde bu iki

nokta yeni bir v noktasiyla yer degistirirse daralmis veya kaynasmis (contraction,

fusion) noktalar denir.

Ornek 2.3.14. Asagida verilen G ¢izgesi 6 noktali bir ¢izgedir. 3 ve 4 noktalarin1 bagka

bir noktayla (7) degistirdik, ¢izge Hdeki gibi 5 noktali oldu. Burada 3 ve 4 noktalarin

kaynasmis hale geldigini sdyleyebiliriz.

20



2
3 Q Q4 / ’
5‘.——|.6 @ —— @6

G H

Sekil 2.22. Kaynasmuis (contraction,fusion) nokta

Tamim 2.3.15. (Haemers, 2019) Karma bir genisleme ¢izgesi (mixed extension graph),
orijinal bir ¢izgenin her noktasinin bir klik (clique) veya bir co-klik (co-clique) ile
degistirilmesiyle elde edilen bir ¢izge tiriidiir. Spesifik olarak, yonsiiz bir G ¢izgesi ve
noktast kiimesinin V; ve V, olarak iki alt kiimeye boliinmesi verildiginde, G'deki her
nokta igin yeni bir nokta yaratilarak ve ardindan bu noktalar1 suna gore birlestirerek
karma bir genisleme ¢izgesi H(V, E) elde edilir. iki kural:

(1) iki v,ve v, noktasinin her ikisi de V;'e aitse veya her ikisi de V/,'ye aitse ve G'de
komsuyse, o zaman bunlar H'de bir kenarla baglanir;

(2) iki v; ve v, noktasi, boliimdeki farkli kiimelere aitse ve G'de komsu degilse, o
zaman H' de bir kenarla baglanirlar. ME;(+p;, £p,,...) bir karisik bir genisleme
cizgesini gosterir.

Sekil 2.23'de P, ve onun karma bir genisleme ¢izgesi gosterilir:

o —® ® — o
P,
= |
< i e

ME(+3, -2, +4, +2)

Sekil 2.23. P, ve onun karma bir genisleme ¢izgesi
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Tamm 2.3.16. (Akiyama ve ark., 1985) Bir G ¢izgesinin eksantrik ¢izgesi (eccentric
graph) ecc(G) = (V(ecc(G)),E(ecc(G))) ile gosterilir. Burada V(ecc(G)) nokta

kiimesi V(G) ile aymidir ve “uv € E(ecc(G)) < dg(u,v) = min(ecc(w), ecc(v))".

@~

G ecc(G)

Sekil 2.24. Bir ¢izgenin eksantrik ¢izgesi 6rnegi

Tamim 2.3.17. (Sriram ve ark., 2014) G ¢izgesi verilsin. u, v € V herhangi iki nokta i¢in
d(u,v) = ecc(u) ise v noktasina u noktasinin eksantrik noktasi denir. Benzer olarak
d(u,v) = ecc(v) ise u noktasi v noktasinin eksantrik noktasidir denir. Bir u noktasinin

eksantrik noktalarin kiimesi & (u) ile gosterilir.

Tamm 2.3.18. (Sriram ve ark., 2014) Bir G ¢izgesinde her u € V (G) noktasi
icin |eg(u)| = 1 ise gizgeye tek eksantrik nokta (unique eccentric point (u.e.p))

cizgesi denir
Tanim 2.3.19. (Sriram ve ark., 2014) Bir G ¢izgesi i¢in her e € E(G) igin
diam(G + e) < diam(G)

ise G ¢izgesine maksimum ¢ap ¢izgesi (diameter maximal graph) denir.

Tamim 2.3.20. (Akiyama ve ark., 1985) Yarigap kritik ¢izge (radius critical), herhangi
v € V(G) i¢inr(G — v) < r(G) olan ¢gizgedir.
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BOLUM 3

BiR CIZGENIN EKSANTRIK CiZGESI

Bu boliimde eksantrik cizgelerle ilgili baz1 sonuglardan ve ¢izgenin tiimleyeni ile
cizgenin kendisi arasindaki iliskiden bahsedecegiz ve ayrica bazi ekstrem ¢izgeler icin

eksantrik ¢izgeleri sunacagiz.

3.1 Eksantrik Cizge ile ilgili Baz1 Sonuclar

Yardimcr Teorem 3.1.1. (Akiyama ve ark., 1985) G, n = 1 noktali bir graf olmak
lizere rad(G) > 2 ise

ecc(G + K,) = ecc(G) + K,

dir.

Teorem 3.1.2. (Akiyama ve ark., 1985) G = (V, E) n noktali baglantili bir ¢izge olsun.
Bu durumda ecc(G) = K, olmasi igin gerek ve yeter kosul her v € V(G) i¢in ya
ecc(v) = 1veyaecc(N(v)) = 1dir.

Teorem 3.1.3. (Akiyama ve ark., 1985) Eger G, 2n noktali bir ¢izge ise ecc(G) =
pK, dir ancak ve ancak G yarigap kritiktir.

Teorem 3.1.4. (Akiyama ve ark., 1985) rad(G) = 1 ise ecc(G) = G dir ancak ve
ancak <V —§; > ise 0z tiimleyeni (self -coplementary). Burada

S, ={x: ecc(x) =1}

dir.

Yardimei Teorem 3.1.5.
1) (Buckley ve Harary, 1990) 2n (n = 1) noktadaki 6z merkezli bir u.e.p
cizgenin eksantrik ¢izgesi, K,' nin n kopyasinin birlesimidir.
i) (Parthasarathy ve Nandakumar, 1983) Her u.e.p ¢izgesi G igin |P(G)| ¢evre

noktalarinin sayisi gifttir.
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Teorem 3.1.6. (Srirama ve ark., 2014) 2n (n = 1) noktali ¢ap1 2 olan bir G ¢izgesi

u.e.p ¢izgesi ise, ecc(G) eksantrik ¢izgesi K,' nin n kopyasinin birlesimidir.

Ornek 3.1.7. Sekil 3.1 'de verilen G ¢izgesinde her noktanin eksantrikligi 2 dir, bdylece
diam(G) = r(G) = 2 olur ve bu nedenle G gizgesi 6z merkezlidir. 1 < i < 3 igin
V; Ve v;,3 noktalar1 birbirlerinin eksantrik noktalaridir ve dolayisiyla her noktanin tek
bir eksantrik noktasi vardir, boylece G bir u.e.p ¢izgedir. Sekil 3.1 (G) 'daki G' nin
eksantrik ¢izgesi, Sekil 3.1 (eec(G))"' de gosterilmektedir ve ecc(G), K;' nin iig

kopyasinin birlesimidir.

2 3 lg — @4
Lo | e, 20— @
\\ b _ - | /////
\5‘7 — 5 3@ — @6
G ecc(G)

Sekil 3.1. u.e.p ¢izge G ve onun eksantrik ecc(G) ¢izgesi

Teorem 3.1.8. (Srirama ve ark., 2014)
1) Baglantisiz ¢apli bir maksimal ¢izgenin eksantrik ¢izgesi bir tam iki pargali ¢izgedir.

i1) Tek capli baglantili cap maksimal ¢izgenin eksantrik ¢izgesi bir ¢ift yildizdir.

Teorem 3.1.9. ( Srirama ve ark., 2014) Capz ii¢ olan bir u.e.p ¢izgenin eksantrik ¢izgesi,

ya K, kopyalarinin birlesimidir ya da bir ¢ift yildizdir

1

Sekil 3.2. Teorem 3.1.4’ iin 6rnegi
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Teorem 3.1.10. (Akiyama ve ark., 1985). G mertebesi n olan bir ¢izge ve derece dizisi
dy <d, <+ <d,olsun. Eger rad(G) > 1ve G =ecc(G)ised; +d,_j41 <n—1
dir.

Teorem 3.1.11. (Akiyama ve ark., 1985) Bir G cizgesi i¢in ecc(G) = G dir ancak ve
ancak S; ={u € V: ecc(u) = i} olmak iizere i = 1,4,5,6,...i¢in S; = @ ve S5 de

ortak komsuluga sahip herhangi iki nokta yoktur.

Teorem 3.1.11. Akiyama ve ark. (1985) tarafindan elde edilmis bir sonugtur. Fakat
ecc(G) = G olmas: icin gerek kosul yetersiz ve eksiktir. Asagidaki drnekle bunu

gormek miimkiindiir.

1
® 1
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G ecc(G) =G

Sekil 3.3. G, ecc(G) =G

Gortildigi gibi 2 ve 3 noktalar1 ¢apsal noktalar ve ortak komsulugu vardir. Ancak buna
ragmen ecc(G) = G dir. Boylece teoremde yer alan gerek kosulu diizelterek yeniden

ispat verelim.
Teorem 3.1.12. G = (V,E) cap1 d olan bir ¢izge olsun. ecc(G), G’nin timleyeni ile

izomorf olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, i = 1,4,5,... i¢cin S; = @ ve herhangi bir
u,v € S3icind(u,v) # 2dir.Burada S; ={u € V: ecc(u) = i}dir.
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Ispat. ecc(G)’nin G’nin tiimleyeni ile izomorf olsun Teorem 3.1.11" dan i = 1,4,5,...
icin §; = @ oldugunu biliyoruz. Simdi, herhangi bir u,v € S3 i¢in d(u,v) # 2
oldugunu kanitlayalm. dg;(u,v) = 2 olacak bi¢cimde S5 i¢inde u ve v noktalarini
digiinelim. d;(u,v) = 2 # 3 = ecc(u) = ecc(v) oldugundan ecc(G)' nin tanimindan
u ve v noktalar1 ecc(G) de komsu olamaz. Béylece hem G hem de ecc(G) de u ve v
noktalar1 komsu degildir. Ancak, bu durum ecc(G)’nin G’nin tiimleyeni ile izomorf
oldugu varsayimina celigki olusturur. Dolayisiyla, herhangi bir u,v € S;igin

d(u,v) # 2 oldugu sonucuna variriz.

Tersine, u ve v noktalar1 S5 kiimesinde olsun. d;(u, v) # 2 oldugu i¢in d;(u,v)=1ya
da d;(u,v)= 3 dir. Eger dg(u,v)= 1 ise bu durumda u ve v noktalar1 ecc(G)’de
komsu degildir. Yani, G ¢izgesinde u ~ v ise ecc(G) gizgesinde u + v dir. d;(u,v) =
3 ise bu durumda da u ve v;ecc(G)’de komsudur. Dolayisiyla G gizgesinde u ~ v
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ecc(G) ¢izgesinde u + v . olmasidir. Simdi, u € S, ve
v € S3olsun. d;(u,v) = 2 = ecc(u) oldugundan, bu durum ecc(G)’de u ~ v oldugu
sonucunu verir. Son olarak, u,v € S, durumunu ele alalim. Bu durumda, S; = @ i¢in
i = 1,4,5,...oldugundan, u ~ v G’ deyse ecc(G) de u + v olur. Sonug olarak her bir
durum i¢in u ve v noktalarinin komsudur ancak ve ancak bu noktalar ecc(G) ¢izgesinde

komsu degildir. Boylece ecc(G) = G oldugu goriiliir.

1.\ P ".4 7. i /. °
\\\ ‘ y I / | N / ‘
s @ ®s ‘ ?/4
3 2 -
G ecc(G) =G

Sekil 3.4. Teorem 3.1.11 Tersine 6rnegi
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Yardimcr Teorem 3.1.13. (Dharwadker ve Pirzada, 2011) Her agacin bir ya da iki

merkez noktasi vardir.

Yardimei Teorem 3.1.14. Eger T cap1 d ve iki merkez noktasi olan bir agag ise ecc(T),

P,’1in bir co-klik genislemesine izomorftur.

Ispat. T, ¢ap1 d ve yarigap1 r olan bir agag¢ olsun. T nin ¢, Ve c, olmak iizere iki merkez

noktas1 oldugunu varsayalim. T i¢indeki c; ve c,’yi birlestiren kopriiyii c;c, olarak

diisunelim.
T nin noktalar kiimesinin C1Co kiipriisiine gore parcalanisi
V, = {v €V : v'den ¢, noktasina c;c, kenarin1 gegmeyen bir yol vardir} ve

V, ={v € V : v'den ¢, noktasina c;c, kenarini gegmeyen bir yol vardir} kiimeleri
olsun. Agik¢a hicbir nokta hem V;’e hem de V;’ye ait degildir. T, = {x € V;:
dr (x,c;) <r} ve T,={x €V,:dr(x,c;) <r} olarak tanimlanan
kiimelerdeki noktalar disindakiler V; ve V,’de olan capsal noktalardir. x € V; ve
y €V, i¢cin dy (x,y) = d = ecc(x) = ecc(y) oldugundan, eksantrik ¢izgenin
tamimina gore ecc(T) ¢izgesinde x~y dir. Dolayisiyla, ecc(T), indirgenmis alt ¢izge
olarak iki pargali tam ¢izge icerir. O halde, U; ve U, sirastyla V; ve V,’nin ¢apsal
noktalarinin kiimesi olmak Uzere, K|y, ||u,| ¢izgesi, ecc(T)’nin bir indirgenmis alt
cizgesidir. Ayrica, x € T, ve y € U, igin ecc(T) gizgesinde x ~ y dir. Gergekten,
dr (x,y) = ecc(x).

Benzer sekilde, x € T, ve y € U; icin de ecc(T) ¢izgesinde x ~ y elde ederiz.
Dolayisiyla, p; = |TC1|, p2 = Uy, p3 = Uy | ve p, = |TC2| olmak tizere ecc(T), P, iin
(—p1, —Pp2, —P3, —Db4) tipinde co-klik genislemesine izomorf olur.

Ornek 3.1.15. T Sekil 3.5' de verilen ¢ap1 5 ve yarigap1 3 olan bir agagtir. Buna gore
C(T)={1,9}; Ss ={4,5,6,7,8,14,15} = {4,5,6,7,8} U {14,15}; T; ={1, 2, 3} ve
Ty = {9,10,11, 12,13} kiimeleri Yardimc1 Teorem 3.1.14. ispatinda verilen kiimelerdir.
Dolayisiyla ecc(T) = MEp, [—3,—2,—5,—5].

27



4 2 1 9 13 14
® @ ® 8 L ®
- | ya \\\
3 / \ .
5 . /.\\ . . . 15
A~ 10 12
/ . 11
A N
@ e ®
6 8
7

Sekil 3.5. 15 noktali bir T agaci

Yardimecl Teorem 3.1.16. T yalniz bir merkez noktasi olan bir aga¢ olsun. ecc(T)
cizgesi 2-0z merkezli bir ¢izgedir ancak ve ancak T agacinda x,y Ve z c¢apsal yapraklar
Ve x,y Ve z nin her bir ¢ift arasindaki mesafesi agacin capima esit olmak iizere bir

(x,y, z) tgliisii vardar.

Ispat. 1lk olarak, T agacini kokii ¢ merkez noktasi olacak bicimde ¢ap1 d ve yarigap: r
olan bir koklii agac olarak diistinelim. Kabul edelim ki ecc(T) 2-6zmerkezli bir ¢izge
olsun. Bu, x,y € ecc(T) igin her iki nokta arasinda dec.cry(x,y) = 2 oldugu
anlamina gelir. T icinde x, y, z noktalar1 arasinda ¢apsal yapraklar ve bu noktalarin her
cifti arasindaki mesafenin T’nin c¢apina esit olan (x,y,z) Ugclisii bulunmadigim
varsayalim. T aga¢ oldugundan en az iki ¢apsal yaprak c¢ifti icerir. x ve y’ yi ¢apsal
yaprak cifti olarak alalim. $imdi, c’den x’e giden P ve c’den y’ye giden @ yollarini
disiinelim. x # u ve y # w olmak lizere, P ve Q yollarinda ayn1 seviyede bulunan
noktalar uve w olsun. Bu durumda, d; (u,c) =dy (w,c) =k <r olur. Cinki
dr (u,w)=dr (u,c)+dr (w,c) =k +k <k+r=ecc(u) dir ve boylece ecc(T)
cizgesinde u +~ w elde ederiz. Dikkat edilirse d;(u,y) =ecc(u) ve dr(x,w) =
ecc(w) dir ve buradan u~y ve x~w elde edilir. Kabuliimiizden dolay1 T agacinda x ve
y noktalarindan bagka bu noktalara mesafesi d olacak bi¢cimde bagka bir ¢apsal nokta
olmadigindan, u ve v noktalar1 ortak bir komsuluga sahip degildir. Bu durumda ecc(T)
¢izgesinde u — y — x — w yolu vardir ve boylece ecc(T) gizgesinde d(u,w) = 3 olur.
Fakat bu ise ecc(T) nin 2- 6z merkezli ¢izge olmasina bir ¢eligki olusturur. Bu nedenle,
x,y,z noktalar1 arasinda T’nin ¢apina esit olan mesafenin oldugu en az bir (x,y,z)

ticliisti mutlaka bulunmalidir.
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Tersine, x,y ve z noktalar1 her bir nokta ¢ifti arasindaki mesafenin T’nin ¢apina esit

oldugu ¢apsal yapraklar olsun.

Durum 1: P yolu iizerinde kok c’den x’e uzanan x # u Ve x # v noktalarini
distinelim. Bu durumda ecc(T) ¢izgesinde u,v ~ y ve u,v ~ y oldugu igin

dece(ry(u, v) = 2 elde edilir.

Durum 2: P yolu iizerinde kok c’den x’e uzananx # u ve Q yolu iizeinde kdk c’den
y’e uzanan y # v noktalarini disiinelim. Eger u ve v aymi seviyede ise (yani,
ecc(u) = ecc(v)), o zaman d(u,c) = d(v,c) = k < r oldugundan u + v
ecc(T)’ de gegerlidir ve bu, u ve v’nin ecc(T) icinde ortak bir komsusu olan z noktasi
oldugunu gosterir, yani ecc(T) gizgesinde u ~ zVve v ~ z ve bdylece deccry(u,v) =
2 dir. Genelligi bozmadan u ve v’nin farkli seviyelerde oldugunu (yani, ecc(u) #
ecc(v)) varsayalim.k; = d(u,c) < d(v,c) =k, olsun. Bu durumda d(u,v) =
ki + k, olur, ancak ecc(u) =k, +rve ecc(v) = k, +r oldugundan u ve v
noktalar1 ecc(T) ¢izgesinde komsu olamaz. Yukaridaki argiimanlarla benzer sekilde, u

Ve v ’nin ortak bir komsusu z noktas1 oldugu i¢in dcc(ry(w, v) = 2 dir.

Durum 3: x capsal noktaya gore (c harig) ortak ataya sahip u ve v noktalarini alalim. Bu
durumda uve v'nin ecc(T)'de komsu olmadigi agiktir, yani ecc(T)'de u + v. Ek
olarak, u ve v ortak bir ataya sahip olduklarindan, ayrica ecc(T)'de en az iki ortak
komsuya (y ve z) sahiptir. Ayrica, her iki nokta da ilgili atalarina komsu degildir. Bu

nedenle, ecc(T) gizgesinde d(u, v) = 2 elde edilir.

Durum 4: u ve v ortak atas1 olmayan herhangi iki nokta olsun. x, y ve z noktalarinin her
birine gore. x,y ve z ¢apsal yapraklar oldugundan, T' deki ¢ kokiinden x,y ve z' ye
giden yollar ikili olarak ayriktir. Bu nedenle, u ve v'nin ecc(T)' de x,y ve z' nin her
birine komsu oldugunu gozlemlemek kolaydir. Boylece, 2 uzunlugunda bir yol oldugu

icin ecc(T) ¢izgesinde d(u,v) = 2 dir.
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Boylece, her bir u noktasi igin ecc(T) ¢izgesinde ecc(u) = 2 oldugunu goéstermis

olduk. Yani, ecc(T) ¢izgesi 2-6z merkezli bir ¢izgedir.

Teorem 3.1.17. Herhangi bir agag i¢in ecc(T) nin ¢ap1 en fazla 3 tiir.

Ispat. Yardimer Teorem 3.1.14'e dayanarak, ecc(T)' nin P,'iin co-klik genislemesine
izomorf oldugu g6z Oniine alinirsa ¢ap(ecc(T)) = 3. Bu sonu¢ Yardimecr Teorem
3.1.16 ile birlestirilirse ecc(T)’nin ¢ap1 en fazla 3 olabilecegi sonucu dogrudan elde

edilir.

Not 3.1.18. Teorem 3.1.17, sadece agaglar i¢cin gegerlidir. Genel ¢izgeler icin, eksantrik
cizgelerin ¢apr 3’ten biiyiik olabilir. Ornegin, G ¢izgesi 3 X 4 1zgara ¢izge (grid graph)
olmak iizere G i¢in diam(ecc(G)) = 5 dir. (Sekil 3.6)
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Sekil 3.6. lzgara ¢izge ve onun eksantrik ¢izgesi

Not 3.1.19. Herhangi bir u ve v noktasi i¢in deccq)(w,v) < ¢ap(G) oldugundan

ecc(G)' nin ¢apinin, G nin ¢apindan bilylik olamayacag agiktir.
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3.2 Baz1 Ekstrem Cizgelerin Eksantrik Cizgeleri

Sonug 3.2.1. (Ghosh ve Pal, 2017) G = P, mertebesi n olan bir yol ¢gizge olsun.
i) n < 3oldugunda ecc(G) = K, .
i) n > 3 veift oldugunda ; ecc(G) = Sy ; k = nT_Z

i) n > 3 ve tek oldugunda , ecc(G) = H

9 ]

'\ A N4 :

: //F _.\ : : / \\“\ <

0 ° 0 b
n ¢ift (S k) n tek (H)

Sekil 3.7. P, nin eksantrik ¢izgeleri

Onerme 3.2.2 (Ghosh ve Pal, 2017) G = C, mertebesi n > 3 olan bir dongii gizge
olsun.

i) ecc(G) = mK, .egernciftisem = g

i) ecc(G) = C,, eger n tek.
Onerme 3.2.3. (Gayathri ve Kaspar, 2016) G = K,, ,, iki pargali tam ¢izge olsun:
(D) ecc(G) = Kypypq;m=1,
(i) ecc(G) =K, UK, ;m> 1.

Not 3.2.4. (Gayathri ve Kaspar, 2016) Bir S,, yildiz gizgesi i¢in ecc(G) = Ky 41-

Onerme 3.2.5. (Gayathri and Kaspar, 2016) G,,,, m 4+ n + 2 mertebesinden bir ¢ift
yildiz ¢izge ise, 0 zaman ecc(G) = K, + K, + K, + K;.
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Sekil 3.8. G, ,, ve eksantrik ¢izgesi

Sonu¢ 3.2.6. G gizgesi m + n + 2 mertebeden c¢ift yildiz star olmak tizere G ikKi
merkez noktasina sahip oldugundan Lemma 3.1.14° den G ¢izgesi P, yol ¢izgesinin
(1, —m, —n, 1) ko-klik genislemesidir. Yani

ecc(G) = Ky + Ky + K + Ky = MEp (1,—m, —n, 1)

oldugu gortiliir.
Sonu¢ 3.2.7. H g¢izgesi P, ¢izgesinin (+pq, +py, ..., ¥Pn_1, ¥pn) karigik geniglemesi
olmak iizere

ecc(H) = MEecc(Pn) (—p1, —P2s - —Pn)

Sonug 3.2.8. H herhangi bir ¢izge olmak tizere
ecc(MEy(+p1, ¥D2, ) ¥Pn-1, tPn)) = MEeccw)(—P1, —P2, ) —Pn)
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BOLUM 4

SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez calismasinda literatiirde ¢ok nadir ¢alisma yapildigr goriilen eksantrik cizgeler
ele alimmistir. Eksantrik ¢izge ilk olarak 1985 de Akiyama tarafindan asagidaki gibi

tanilmastir:

Herhangi bir G ¢izgenin eksantrik ¢izgesi ecc(G), G ile ayn1 nokta kiimesi sahiptir ve
ecc(G)'deki iki nokta, G'deki mesafeleri birinin eksantrikligine esitse komsudur.
Herhangi bir ¢izgenin eksantrik ¢izgesi, orijinal ¢izgenin mesafe ve baglanabilirlik ile
ilgili 6zelliklerini incelemek igin yararli olabilir. Eksantrik cizgelerin incelenmesi ag

analizi, sosyal ag analizi ve goriintii isleme uygulamalar1 ile motive olmustur.

Cizge teorisindeki temel problemlerden biri, iki ¢izgenin ne zaman izomorfik oldugunu
belirlemektir. Bu tez ¢alismasinda, ecc(G)' nin G'nin tiimleyenine ne zaman izomorfik
oldugunu belirleme problemine odaklaniyoruz. Bu problem Akiyama ve ark. (1985)
tarafindan incelenmistir. Burada ecc(G)'nin G'nin tiimleyenine izomorfik olmasi igin
gerekli kosullar verilmistir. Ancak, eksantrik ¢izgenin, timleyenine izomorfik olmasi
icin sunulan gerekli kosullarin yetersiz oldugu tespit edilmis ve bu kisim bu tezde
diizeltilmistir. Bu motivasyon kaynagindan hareketle bu tez ¢alismasi hazirlanmigtir ve
ecc(G) = G olmasi igin gerekli kosullar yeniden diizenlenip ispat edilmistir. Ilgili

teorem ve diizeltilmis hali asagida verilmistir:

Teorem. (Akiyama ve ark., 1985). Bir G ¢izgesi i¢in ecc(G) = G dir ancak ve ancak
Si={u € V: ecc(u) = i} olmak tizere i = 1,4,5,6,...i¢in S; = @ ve S5 de ortak

komsuluga sahip herhangi iki nokta yoktur.

Teorem. G = (V,E) cap1 d olan bir ¢izge olsun. ecc(G), G’nin tlimleyeni ile izomorf
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, i = 1,4,5,...i¢in S; = @ ve herhangi bir u,v € S3

icind(u,v) # 2dir.Burada S; = {u € V: ecc(u) = i}dir.
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Bu ¢alismada ayrica merkez noktalarina gore agaglar ¢alisilmistir ve agaglarin eksantrik

cizgeleri ile ilgili asagidaki sonuglar da tarafimizdan elde edilmistir.

Yardimel Teorem. Eger T ¢ap1 d ve iki merkez noktasi olan bir agag ise ecc(T), P,’lin

bir co-klik genislemesine izomorftur.

Yardimei Teorem. T yalniz bir merkez noktasi olan bir agag olsun. ecc(T) ¢izgesi 2-6z
merkezli bir ¢izgedir ancak ve ancak T agacinda x,y ve z ¢apsal yapraklar ve x,y ve z
nin her bir cift arasindaki mesafesi agacin capina esit olmak lizere bir (x,y, z) Ug¢liisii

vardir.

Teorem. Herhangi bir agag i¢in ecc(T) ’nin ¢ap1 en fazla 3 tiir.

Elde edilen sonuclardan yola cikarak cizge teoride 6nemli calismalardan birisi olan

cizge smiflandirlamalart ile ilgili asagidaki problemler sunulmustur.

Problem 1. Eksantrik cizgesi ile ayni ¢apa sahip ¢izgeleri karakterize ediniz.

Problem 2. Eksantrik ¢izgesine izomorfik olan gizgeleri siniflandiriniz.

Bu problemlerle ilgili yeterli alt yap1 ve yontem arayisi ¢alismalar1 tarafimizca halen
yapilamakta olup yeterli olgunluga ulasilamadigi i¢in bu tezde problemlerle ilgili
sonuclar yer almamaktadir. Ancak alanda ilgi ¢ekici problemlerden ve tabiki zor

problemlerden biri oldugu diisiiniildiigiinde tam simiflandirma yapilmasa bile kismen

¢ozlimlerinin bulunmas1 durumunda da liteatiire olduk¢a 6zgiin deger katacaktir.
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EK1

TERIMLER SOZLUGU
Cizge Graph
Nokta, Diigiim Vertex, Node
Ug noktalar Endpoints
Kenar Edge

Komsu,komsuluk

Adjacent, Neighbour

[lmek Loop
Karisik cizge Mixed graph
Nokta sayisi Order

Kenar sayist Size

Derece Degree

[zole nokta

Isolated vertex

Acik/Kapali yiiriiytis Open/Closed walk
Gezi Trail

Yol Path

Dongii Cycle

Devre Circuit

Baglantili ¢cizge, Baglantisiz Cizge

Connected graph, Disconnected graph

Mesafe Distance
Dismerkezlilik Eccentricity
Cap Diameter
Yarigap Radius

Merkez nokta

Central vertex

Merkez

Center

Ozmerkezli gizge

Self-centered graph

Alt cizge

Subgraph
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Bilesen Component
Indirgenmis alt cizge Induced subgraph
Klik Clique

Kesen nokta Vertex-cut
Birlesim ¢izgesi Graph union
Timleyen Complement
Ayrik birlesim Disjoint union

Kartezyen ¢aprim

Cartesian product

Karma genigleme

Mixed extension

Tam ¢izge Complete graph
Bos cizge Null graph
Asikar ¢gizge Trivial graph

Yol ¢izge Path graph
Dongii ¢izge Cycle graph
Agac Tree

Yaprak Leaf

Sarkit Pendant

Koklii agac Rooted tree

Ogul Child, Parent
Ata Ancestor

Yildiz ¢izge Star graph

Cift yildiz ¢izge Double star graph
Tirt1l agag ¢izge Caterpillar tree
Iki parcal1 ¢izge Bipartite graph
Iki parcali tam ¢izge Complete bipartite graph

Diizgiin ¢izge

Regular graph

Kaynagmis,kaynama

Contraction, fusion

Basit ¢izge

Simple graph

37



	Ön kısımlar 26.9.2023
	Anabölüm (SON) 26.09.2023

