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OZET

Bu tez alti boliimden olusmaktadir. ilk boliimde giris kismi1 bulunmaktadir. ikinci
boliimde sirastyla 3 boyutlu Oklid uzayinda, 3 boyutlu Lorentz uzayinda ve 3 boyutlu
Galile uzayinda temel tanim ve teoremler yer almaktadir. Ugiincii boliimde 3 boyutlu
Oklid uzayinda helikoidal hareket gruplar altinda egrilerin yoriingeleri olan helikoidal
ylizeyler arastirilmig, bu ylizeylerin ortalama egrilikleri ve Gauss egrilikleri ile ilgili
teoremlere yer verilmistir. Dordiincli bolimde 3 boyutlu Lorentz uzaymnda helikoidal
hareket gruplar1 tanimlanmis ve yine bu hareket gruplari ile elde edilen yiizeyler icin
egriliklerden bahsedilmistir. Besinci bolimde 3 boyutlu Galile uzayinda egrilerin
hareketleri incelenmis, bununla birlikte donel yiizeyler igin egrilik hesaplamalari

yapilmistir. Son olarak altinci boliim tartisma ve sonuglara ayrilmistir.
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ABSTRACT

This thesis consists of six chapters. The first chapter is devoted to the introduction. In the
second chapter, Euclidean 3-space, Lorentz an 3-space, Galilean 3-space and their
properties are mentioned respectively. In the third chapter helicoidal surfaces, which are
the trajectories of the curves under the helicoidal motions in 3 dimensional Euclidean
space, are examined, and the theorems about the mean curvatures of the surfaces and
Gaussian curvatures are given. In the fourth chapter, helicoidal motions in 3 dimensional
Lorentz Space is decomposed and curvatures for surfaces obtained with the motion
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space are examined, and curvature calculations are made for rotating surfaces.

Finally, the sixth chapter is devoted to discussion and conclusions.

Keywords : Galilean space, motions, surfaces.
Thesis Supervisor : Dr. Ogretim Uyesi Esma DEMIR CETIN

PageNumber : 60



ICINDEKILER

KABUL VE ONAY SAYFASI ...ttt st 1
TEZ BILDIRIM SAYFASL......ceviiriiiiierieeineiesiesieiesie e sssessse s e ii
TESEKKURLER ......coouoiiiiiieeieeee ettt s s seneranen iii
OZET oottt ettt naean v
ABSTRACT ...ttt ettt ettt e st e st e et e e st et e e st e eseenseenseeneenseeneas v
ICINDEKILER ...t vi
SEKILLER LISTESI ...ttt viii
SIMGELER ve KISALTMALAR LISTESI.......ccootuiiiiiniieiineincesreseesiseseeienene ix
1. BOLUM

GIRIS ¢ttt 1
L.1. AMAg Ve KaPSAIM .....eiiiiiiiiiiiiiiie ettt ettt et e st e st e s e e es 5
2. BOLUM

TEMEL TANIMLAR ...ttt ettt ettt st ae e e eseeneens 6
2.1. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Temel Tanimlar ..............ccocoveveveveeeeeeeereeieeeeeereeeeeeeeenenan. 6
2.2. 3-Boyutlu Lorentz Uzayinda Temel Tanimlar .............cccoeeveieiiieeiieeniieeeiee e 8
2.3. 3-Boyutlu Galile Uzayida Temel Tanimlar...........c.cccccuveeiiiiiiiiiiiiiecieeciee e 11
3. BOLUM

3 BOYUTLU OKLID UZAYINDA HELIKOIDAL HAREKETLER VE .................... 15
YUZEYLER ...ttt 15
4. BOLUM

3 BOYUTLU LORENTZ UZAYINDA HELIKOIDAL YUZEYLER VE................... 20
EGRILIKLERT ...ttt 20
4.1.3 Boyutlu Lorentz Uzayinda Helikoidal Yiizeylerin Egrilikleri..........cccceveenennnnn. 22
4.2 Lightlike Eksen Etrafinda Helikoidal Hareket ............ccccooeoiieniiiiiiiiieiieeeeee 32
5. BOLUM

3 BOYUTLU GALILE UZAYINDA HAREKETLER .........cccoceveviieieeeeeeceee e, 42
T B € £ 1 1 (S B ) 4 B £ SS 42
5.2. Galile Uzayinda Donme Hareketleri ..........ccoccuvveviiieiciiiiiiiieeeceeeee e 44
5.2.1. 3 Boyutlu Galile Uzayinda Sifir Egrilikli Donel Yiizeyler.........cccocovveviveenneennnee. 46
5.3. 3 Boyutlu Galile Uzayinda Egrilerin HareKeti ...........cccooevieeiiieeciieeiieeieeeeeee 50

V1



5.4. Gz in Equiform Geometrisindeki Egrilerin Hareketleri.............ccccceevviniiieniiennnnnnen. 55
6. BOLUM

TARTISMA VE SONUC ......coiiiiieieitentteeetett ettt sttt s 58
6. 1. TATTISINIA ...eeeieiiiie ettt e e et e e ettt e e e e ta e e e eataeeeeeasaeeeesnssaeeeennsseeeeensaeaeannes 58
0.2 SOMUG ...ueevieeeeiiiee e ettt e e ettt e e e ettt eeeeetaeeeeestaeeeeassaeeaaasssseaeasssseeaassseeeeansseeeeenssseeenanes 58
KAYNAKLAR L.ttt sttt st et s 59
OZGECMIS ..ottt 60

vil



Sekil 1.
Sekil 1.
Sekil 1.
Sekil 1.
Sekil 2.
Sekil 4.
Sekil 4.
Sekil 4.
Sekil 4.
Sekil 4.
Sekil 4.
Sekil 5.
Sekil 5.

[a—y

SEKILLER LISTESI

Hiperbolik yiizey, De Sitter yiizeyi, light KOni......c..ccccevvieniiiinienennennns 2
Birinci gesit helikoid ..........ooooiiiiiiiiie e 2
TKinei €esit NEIKOIA ...t 3
LorentZ STHNAITT . ...oveeeeiieniieieciecee e 3
G3 de normal vektor alant ............cccoveeeiiiiiiiiiciicceceee e 14
[+ tipinden H(u)=1/2u olan helikoidal ylizey ...........ccccevvureviieniieniiennnne 27
[— tipinden sag helikoid ...........ccoceeeiiiiiiiiiiiie e 28
I11—- tipinden H(u)=1/4u olan helikoidal ylizey .........ccccccevvieriiiiniennnns 32
IV+ tipinden K=0 olan helikoidal ylizey...........ccceevuievieniiiniiniieiieeie 36
IV+ tipinden helikoidal ylzey........cccceeovieiiiieeniiecieeeeeeeee e 37
IV+ tipinden helikoidal ylzey.........cccoeovveeiiiieeiiiecieceeeee e 41
KONOIA YUZEYT ....vveeeiiiieeiieeeiee et e 48
Developable minimal YUZEY.......cc.covveiiiierieeiienieeieeree e 50

viil



A

a

@ Z

SIMGELER ve KISALTMALAR LISTESI

Reel sayilar
3 boyutlu Oklid uzay1
3 boyutlu Lorentz uzay1

3 boyutlu Galile uzay1

Egrinin egriligi

Egrinin torsiyonu

Egrinin birim teget vektor alani
Egrinin birim normal vektor alani

Egrinin birim binormal vektor alani
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1. BOLUM
GIRIS

Bilindigi gibi hareketler geometri alaninda 6nemli bir yere sahiptir. Oklid diizleminde bir
hareket diizlemi kendisine doniistiiren ve uzakliklar1 koruyan bire bir bir doniigiimdiir.
Hareketler uzakliklar1 koruduklari i¢in, bir hareket sonucunda her bir geometrik sekil
kendisine kongriient bir sekle doniisiir. Oteleme, dénme, yansima ve dtelemeli yansima
hareketlere 6rnek olarak gosterilebilir. Bununla birlikte helikoidal hareket, homotetik
hareket, vida hareketi gibi hareket gesitlerinden de bahsetmek miimkiindiir. Farkli
uzaylarda bu hareket ¢esitlerini inceleyen bir¢ok ¢alisma mevcuttur.

Bir egrinin donme hareketi ve helikoidal hareket altinda taradig: yiizeyler sirasiyla donel
yiizey ve helikoidal yiizey olarak adlandirilir. Ornegin, 3 boyutlu Oklid uzayinda bir (h,k)

noktasi etrafinda donme agist a olan genel donme hareketi
xX'=xcosa—ysina+ h— hcosa+ ksina

Yy =xsina + ycos a + k — kcos a — hsina

seklindedir.
Lorentz uzayinda ise helikoidal hareket gruplarindan bahsedilecek olursa hareket
ekseninin karakterine bagl olarak ti¢ farkli durum séz konusudur. Bu uzayda bir (a, b, ¢)

noktasinin helikoidal hareket altindaki goriintiisii i¢in asagidaki matris formlar1 kullanilir.

1) Hareket ekseni timelike iken (L = ((0,0,1))),

cosf@ —sinB 0\ ,a 0
A=|sin0 cosd 0 <b> +hl{O0],
0 0 1/ \c t

2) Hareket ekseni spacelike iken (L = ((1,0,0))),

1 0 0 t
A= (0 cosh@ sinhe) +h (O) ,
0 sinh@® coshf 0



3) Hareket ekseni lightlike iken (L= ((1,0,1))),

92 2

1-— 6 =

2 2

A= —0 1 6
6?2 02
— 6 1+—

2 2

seklindedir.

Ayrica 0zel olarak bu hareketlerde adim h=0 olarak alindiginda yine bahsedilen eksen

etrafinda bir donme elde edilir. Lorentz uzayinda donel yiizeyler i¢in 6rnekler hiperbolik

ylizey, light koni ve De Sitter yiizeyi olarak verilebilir.

Asagida sirasiyla hiperbolik yiizey, De Sitter Yiizeyi ve light koni goriilebilir.

Sekil 1. 1 Hiperbolik yiizey, De Sitter yiizeyi, light koni

Yine Lorentz uzayinda helikoidal yiizey 6rnekleri ise birinci, ikinci ve tigiincii helikoid

ylizeyi, Cayley yiizeyi ve Lorentz silindiridir.
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Sekil 1. 4 Lorentz silindiri

Hem Oklid uzaymda hem Lorentz uzayinda helikoidal hareketler ve yiizeyler ile ilgili

yapilmis bircok calisma mevcuttur. Bu calismalardan bahsetmek gerekirse ilk olarak
3



Baikoussis ve Koufogiorgos, 3 boyutlu Oklid uzayinda sabit ortalama egrilige ve sabit
Gauss egriligine sahip helikoidal ylizeyleri incelemislerdir [3]. Daha sonra Kaimakamis
ve Papantoniou, 3 boyutlu Minkowski uzayinda eksenin karakterine bagli olarak ii¢ farkl
helikoidal yiizeyden bahsetmigler ve bu ylizeyler i¢in bazi geometrik Ozellikleri
vermiglerdir [4]. Choi, Kim ve Park ise 3 boyutlu Minkowski uzayinda helikoidal
ylizeyler ve bu ylizeylerin Gauss doniisiimiinden bahsetmislerdir [5]. Hou ve Ji ise yine
3 boyutlu Minkowski uzayinda kiibik vida hareketini tanimlamis ve bu hareketle elde
edilen helikoidal yiizeyleri vermislerdir. Ayrica bu ylizeylerin ortalama egrilikleri ve
Gauss egrilikleri arasindaki baginti ile ilgili olarak 6nemli sonuglar elde etmislerdir [9].
Yazarlar baska bir ¢alismalarinda ise 3 boyutlu Minkowski uzayinda helikoidal yiizeyler
i¢cin bu yiizeylerin ortalama egrilikleri ve Gauss egrilikleri ile belirlenen H2 — K = 0

bagintisini arastirmislardir [10].

3-boyutlu Galile uzayinda ise hareketler konusu iizerine yapilan ¢aligmalar yakin zamana
aittir. Oztiirk ve digerleri 3 boyutlu Galile uzayinda egrilerin hareketlerini incelemislerdir
[13]. Almaz ve Kiilahc1 3 boyutlu Galile uzayinda tiip yiizeyleri ¢alismiglardir [2]. Won
ve Karacan 3-boyutlu pseudo-Galile uzay da izotropik donmelerle birlikte donel yiizeyler
tizerindeki geodeziklerin 6zelliklerini incelemislerdir [14]. Mosa ve Elzawy ise 3 boyutlu
Galile uzayinda helikoidal yiizeyleri insa etmisler ve bu yiizeylerin ortalama egrilikleri

ile Gauss egriliklerinden bahsetmislerdir [12].



1.1. Amag¢ ve Kapsam

Bu caligmanin temel amaci, 3 boyutlu Galile uzayinda genel hareket denklemleri ile
birlikte bu hareketler sonucunda elde edilen yiizeylere 6rnekler vermek ve daha sonra bu
uzayda helikoidal hareketlerin incelenmesi ve helikoidal yiizeyler i¢in ortalama egrilik,
Gauss egriligi arastirilarak bu egrilikler arasinda bagintilar elde etmektir. Bununla birlikte
literatiirde bulunan 3 boyutlu Oklid uzay: ile 3 boyutlu Lorentz uzaymnda yapilan

caligmalar incelenerek Galile uzayi ile karsilastirmalar yapmaktir.



2. BOLUM
TEMEL TANIMLAR
2.1. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Temel Tanimlar
Tamim 2.1.1. A bostan farkli bir climle ve V de bir cisim iizerinde vektér uzayr olmak

tizere her P, Q € A noktalari i¢in

Q:AxA-V

(P,Q) ~ ¢(P,Q)=PQ
dontisiimii asagida verilen sartlar1 sagliyor ise A ciimlesine V ile birlesen afin uzay denir.
i)V P,Q,REAicinPQ + QR =PR dir.
ii)VP EAveV U €V igin P_Q)Z v olacak bicimde tek bir Q € A noktasi vardir [7].
Tanim 2.1.2. 3 boyutlu reel vektor uzayir tizerinde her X = (xq,x3,x3) ve Y =
(1, ¥2,¥3) € E* igin

(X,Y) = %151 + x2¥2 + X33
ile verilen (, ) standart Oklid i¢ ¢arpimi tammlansin. Bu durumda standart i¢ ¢arpimin
tanimli oldugu reel uzaya 3 boyutlu Oklid uzay1 denir ve E3 ile gosterilir [7].
Tamim 2.1.3. E3, 3 boyutlu Oklid uzayinda

d: E3XE3 > R

(4, B) > d(4, B) = ||4B|| = [(AB, 4B)

seklinde tanimlanan d fonksiyonuna E3 de uzaklik fonksiyonu ve d(4, B) reel sayisina

da A ile B noktalar1 arasindaki uzaklik denir [7].

Tanim 2.1.4. Reel uzayin agik bir alt aralig1 J© R olmak iizere 5: ] € R — E3ile verilen

diferansiyellenebilir § fonksiyonuna 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egri denir [7].

Tamm 2.1.5. B: I € R — E3, 3-boyutlu Oklid uzay1 E* te keyfi bir egri olsun. E3

uzayinda, her X = (xq,%5,%3), Y = (y1,V2,¥3) € E3 i¢in

(X,Y) = x1y1 + XY, TX3Y3

ile verilen {.,.) standart Oklid i¢ carpimi olmak iizere, (£'(s), B'(s)) = 1 ise 8, birim

hizli egri (veya yay parametresi ile verilmis egri) olarak adlandirilir [7].
6



Bir 8 egrisinin birinci, ikinci ve {igiincii tiirevleri kullanilarak elde edilen 7, N, B vektor
alanlarina sirastyla teget, asli normal ve binormal vektor alanlari denir. Burada {T, N, B}
egrinin her noktasinda ortonormal bir ¢at1 olusturur. Bu catiya f egrisinin Frenet ¢atisi
denir [7].

Tanim 2.1.6. Bir y egrisi ve bu egrinin Frenet ¢atis1 {T, N, B}verilsin. Bu durumda
Frenet vektorlerinin tiirevleri ile elde edilen 7'=kN, N'=-xT+1B, B'=-tN denklemlerine
Frenet formdilleri denir.

Burada x = (T, N ) ve T = (N’, B) sirasiyla y egrisinin egriligi ve burulmasidir. Bu
egrilikler yardimiyla egrilerin cinsleri tespit edilebilir. Ornek vermek gerekirse k = T =
0 ise y bir geodeziktir. k sifirdan farkli bir sabit ve T = 0 ise y bir gemberdir. x ve T sifirdan

farkl1 sabitler ise y dairesel helistir [7].

Tamim 2.1.7. 3 boyutlu Oklid uzaymda verilen bir y egrisinin her noktasinda tegetleri
sabit bir dogrultu ile sabit ac1 yapiyor ise bu egriye egilim ¢izgisi (helis) denir. Ozel olarak

v bir egilim ¢izgisi ise egriligi ve burulmasi k ve T olmak iizere k/ t oran1 sabittir [7].
Tamm 2.1.8. M, E3 3 boyutlu Oklid uzaymda bostan farkli bir ciimle olsun. Oyle ki
M={xeUcCE3|f:U—-R}

ve f diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f(x) = c (sabit) olmak lizere VP € M igin Vf(P)
# 0 ise M ye E3 de bir yiizey denir [8].

Tanim 2.1.9. E3 de bir yilizey M olsun. M nin teget vektor alanlarinin climlesi (M)
olmak tizere x(M)< in bir ortonormal bazi N ise N ye M nin birim normal vektor alani

denir [8].

Tamim 2.1.10. E3 de bir ylizey M ve M nin birim normal vektor alan1 N olsun. D, E3 de
Riemann konneksiyonu olmak tizere VX € x(M) i¢in S(X) = DxN bi¢iminde taniml1 S

dontistimiine M iizerinde Weingarten doniisiimii denir [8].
Tanim 2.1.11. E3 de bir ylizey M ve S de M nin Weingarten doniisiimii olmak {izere

1) VX,Y € x(M) i¢in (X, Y) ifadesine M iizerinde birinci temel form denir.



i) VX, Y € x(M) i¢in (S(X), Y) ifadesine M {izerinde ikinci temel form denir [§].

Bununla birlikte M ylizeyinin parametrik ifadesi ¢(u, v) ile verildiginde

E = (@uu), F = (@upv), G = {Qv,@v)

ile verilen {E, F, G} sayilari birinci temel formun katsayilaridir.

e =(puuN), f = (punN), g = (@vv.N)
ile verilen {e, f, g} ise ikinci temel formun katsayilari1 olarak adlandirilir [8].

Tanim 2.1.12. E3 de bir yiizey M olsun. M nin bir P noktasindaki Weingarten doniisiimii
S(P) olmak iizere K: M — R, K(P) = detS(P) bi¢ciminde taniml1 fonksiyona M nin Gauss
egrilik fonksiyonu denir. K(P) ise M nin P noktasindaki Gauss egriligi denir [8].

Tanim 2.1.13. E3 de bir yiizey M olsun. M nin bir P noktasindaki Weingarten doniisiimii
S(P) olmak tizere H: M — R, H(P) = izS(P) bigiminde taniml1 fonksiyona M nin
ortalama egrilik fonksiyonu denir. H(P) ise M nin P noktasindaki ortalama egriligidir

[8].
2.2. 3-Boyutlu Lorentz Uzayinda Temel Tanimlar
Tamm 2.2.1. u= (u1, uz, us), v= (v1, vz, v3) € E* olmak iizere
(.,.)'E3xE3->R
(u, v) = (u V) = —u1v1 + wev2 + usvs

seklinde tanimlanan simetrik, bilineer ve non dejenere metrik tensére Lorentz Metrigi

denir [11].

Tamim 2.2.2. (., . ), E3 ’de Lorentz metrigi olsun. { E3 ,(, )} ikilisine 3- boyutlu Lorentz

uzay1 denir ve E13 ile gosterilir. v = (vq,v,, v3) EE3 olmak iizere v’nin normu ||v||

=./|(v, v)| seklinde tanimlanir [11].

Tamim 2.2.3. v = (vq, V,, V3) € E3 olmak iizere,



(v, v) > 0 ise v’ye spacelike vektor,
(v, v) < 0 ise v’ye timelike vektor,
(v,v)=0, v # 0 ise v’ye lightlike vektor denir [11].

Tamim 2.2.4. vy, E13 de bir egri olmak iizere eger vy’ sirasiyla spacelike, timelike veya

lightlike ise y egrisine de sirasiyla spacelike, timelike veya lightlike egri denir [11].

Tamm 2.2.5. v, E13 de bir egri olmak tizere eger (Y, y' ) = 1 ise y ya birim hizli egri
denir [11].

Tamim 2.2.6. y, E13 de spacelike bir egri olmak iizere eger y nin asli normal vektori N

sifir ise bu egriye pseudonull egri denir [11].

Tamim 2.2.7. E13 Lorentz uzayinda teget, normal ve binormal vektor alanlarinin
olusturdugu ciimle {T, N, B}, y(s) egrisinin Frenet ¢atis1 olsun. y egrisinin karakterine

gore Frenet esitlikleri asagidaki formlari alir [11].

1. Durum : y lightlike olmayan bir egri ise Frenet formiilleri agagidaki gibidir.

T' 0 &K O1r1T
N'|=|—&K 0 &||N (2.1)
B’ 0 -5k 01LB
Burada « ve t sirasiyla egrinin egriligi ve burulmasidir.
Ayricag; =(T,T)==x1,e2=(N,N)=+1vee3=(B,B) =11 dir.
Ayni zamanda T X N = €1€2B, N X B = €2e3T, B X T = €1€3B, esitlikleri saglanir.
2. Durum : y(s) lightlike ise Frenet formiilleri agagidaki gibidir.
T' 0 x O[T
N'|=10 7 0[N (2.2)
B’ -k 0 —tllB

Yine « ve t sirastyla egrinin egriligi ve burulmasidir, y(s) bir dogru ise « = 0 diger

durumlarda ise xk = 1 dir.



(T, T) = (B,B) = (T, N) = (N, B) = 0, (N, N) = (T, B) = 1 dir ve bununla birlikte
TXxN=-T, NXB=-—B, BXT = —Nesitlikleri saglanir.

3. Durum : 7y(s) pseudonull bir egri ise Frenet formiilleri asagidaki gibidir.

T’ 0 O[T
N'|l=10 1 O]|]|N (2.3)
B’ -k 0 —tllB

Burada « ve 1 sirasiyla egrinin egriligi ve burulmasidir. y(s) egrisi dogru ise egrilik k=0

diger durumlarda ise k=1 dir. Ayn1 zamanda,

(N,N)=(B,B)=(T,N) =(T,B) =0,(T, T) = (N, B) = 1 dir ve bununla birlikte T X N
=N, NXB=T, BXT =B esitlikleri saglanir [11].

Tamim 2.2.8. V, E13 {in bir alt vektor uzay:1 olsun. V iizerindeki metrik (, ) pozitif
tanimliysa V ye spacelike, non-dejenere ve negatif ise timelike, V# 0 iken dejenere ise

lightlike denir [11].
Tanmim 2.2.9. E13 de iki vektor a = (a1, @z, @ 3), B = (f1, f2, 3) olmak lizere ,

—i k
aXxp= <a1 a, a3>
Br B2 Bs

biciminde tanimli doniisiime «a, § vektorlerinin vektorel ¢arpimi denir [11].

Tamm 2.2.10. E de bir M ylizeyi ve M nin bir P noktasinda M nin teget uzay1 TpM olsun.
Eger VPeM i¢in TpM timelike ise M ylizeyi timelike, TpM spacelike ise M yiizeyi
timelike ve TrM lightlike ise M yiizeyi lightlike yiizey olur. Ayrica timelike ve spacelike

ylizeylere non-dejenere yiizeyler denir [11].

Tamim 2.2.11.E13 de non-dejenere M ylizeyi ¢ (u, v) ile parametrize edilsin. Bu durumda

_ puxev
lpuxv||

seklinde tanimli N, M yiizeyinin birim normal vektor alanidir [11].
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Tamim 2.2.12. ¢ — M, M nin bir parametrizasyonu olmak iizere birinci esas formun

katsayilar1

E = (@u, u), F = {(pu, pv), (v, ¢v)
ve

W =EG— F2dir [11].

2.3. 3-Boyutlu Galile Uzayinda Temel Tanimlar

Bu boliimde Galile uzayi ile ilgili temel tanim ve kavramlar verilecektir. Galile uzayi,
izotropik koninin bozularak diizleme déniistiigii pseudo - Oklid uzaymin smir
durumudur. Fizikte 6nemli bir rol oynayan carpim uzayinin Klein geometrisi olarak

tanimlanir.

Tanim 2.3.1. 3 boyutlu Galile uzay1 Gz ’de iki vektoru = (w1, u2, u3), v = (vi, vz,

v3)arasindaki Galile i¢ ¢arpimu;

U, uy, veya vy stfirdan farkliise
(W, v)g, = o . (2.4)
U,V, + U3v3, U4y ve vy her ikisi de sifir ise
ve Galile vektorel carpimau;
0 e e3
U, U, usf, u, veya vy sifirdan farkliise
_JIvy VU V3
(uxXv)g, e, e, e (2.5)

, u, ve vy her ikisi de sifir ise

seklinde tammlanir. Burada ey, e> ve es Oklid uzayinin{e;, e, e5} standart bazidir [1].

Tanim 2.3.2.y: 1 € R - G; y(s) = (x(s),y(s),z(s)) 3 boyutlu Galile uzayinda
keyfi bir egri olsun. Eger x(s) egrinin yay parametresi ise bu durumda y(s)=(s,y(s),z(s))

olarak elde edilir ve y egrisinin birinci egriligi K(s) ve ikinci egriligi (burulmasi) 7(s)

K(s) = (")2(s) + (2)2(s)
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det(]/' )y (s),y”'(s))
[k (s)]2

(s) =

seklinde tanimlanir [1].

y nin Frenet 3-ayaklisi;
T(s)=y'(s) =(1,y'(s),2'(s))

N ()= =57"(6) = =50y (6).2"(5))

B () = ==(0,2"(s), 7" ()

seklinde verilir. 7, N ve B vektorlerine sirastyla y egrisinin teget, asli normal ve binormal

vektorleri denir. Bu vektorlerin tiirevleri i¢in asagidaki Frenet formiilleri gegerlidir [1].

T' 0 x O[T
N'|=]10 0 <t||N
B’ 0 —t 0lLB

3- boyutlu Galile uzay1 esasen belirli bir mutlak figiirle tanimlanan projektif bir uzaydir.
Bu uzayda hareketler mutlak figiirii degistirmeyen projektif doniisiimler araciligiyla
tanimlanir. Mutlak figiir {w, f, I} seklinde sirali bir {igliidden ibarettir. Burada w reel

(mutlak) diizlem, f reel (mutlak) dogrudur.

Tamim 2.3.3. 3 boyutlu Galile uzayinda bir diizlem eger mutlak dogru igeriyorsa Oklid
diizlemi, aksi halde izotropik diizlemdir. x = sabit olan diizlemler Oklid diizlemiyken

digerleri izotropik diizlemlerdir. O halde mutlak diizlem w da Oklid diizlemidir [6].

Tamim 2.3.4. u = (u1, uz, u3), 3 boyutlu Galile uzayinda bir vektor olsun. Eger ui # 0 ise
u ya non-izotropik vektor denir. Bu uzayda birim normlu tiim non-izotropik vektorler

u = (1, uz, u3) bicimindedir. izotropik vektorler icin ise u1 = 0 dir. x = 0 diizlemi Galile
uzayida bir Oklid diizlemi oldugundan izotropik vektorlerin Oklid diizleminde oldugu

asikardir [6].
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Tammm 2.3.5. M, 3 boyutlu Galile uzayinda bir yilizey olsun. Bu durumda M nin

parametrizasyonu
putu?) = (x'u?) y'u?) z(uu?))
bicimindedir. Burada u!,u?€ R ve x(ul,u?), y((ut,u?), z(ul,u?) € C3dir [6].

Tamim 2.3.6. 3 boyutlu Galile uzayinda izotropik normal vektor alani

X
N = P1XP >
||(p,1x(p,2||
dir [6].
Bununla birlikte @(ul,u?) ile verilen yiizey i¢in ortalama egrilik ve Gauss egriligi de
sirastyla
1 ..
H=23%0=19"Ly
K= LyiLap— Lyp*
W,
dir.

Burada w = ||@,1x¢@2||,

_ [PijxX1XijPa _ [PijX2—XijP,2
I I Y

x,Z

gl — X2 , gz — _E ve gl] = glg] R I,J 6{1,2} dlr [6]
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Sekil 2. 1 Gs de normal vektor alani
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3. BOLUM
3 BOYUTLU OKLIiD UZAYINDA HELiKOIiDAL HAREKETLER VE
YUZEYLER

3 boyutlu Oklid uzayinda bir helikoidal yiizey bir diizlem egrisinin helikoidal hareket

altindaki yoriingesi olarak tanimlanir.
E3 ii¢ boyutlu Oklid uzayinda bir M yiizeyi ve X bu yiizeyin yer vektdrii olmak iizere
X(u, v) = (ucosv, usinv, A(u) + hv) (*)

dir. Burada h bir sabit ve A(u) ikinci dereceden diferansiyellenebilir fonksiyondur. Bu
sekilde tanimlanan M yiizeyine ekseni Oz ve adimi h olan helikodial yiizey denir. Ozel
olarak h=0 ise bu durumda yiizey bir donel yiizeydir. M yiizeyi bir helikodial hareket

altinda bir egri ile iiretilebilir. Burada kati hareket
g R3-> R3
gt(x,y, z) = (xcost — ysint, xsint + ycost, z + ht)
ve t € R olmak tizere helikoidal yiizey g¢ altinda invaryanttir [3].

M yiizeyinin ortalama egriligi H, Gauss egriligi K olmak iizere bu egrilikler sadece u ya
bagimlidir ve ikinci dereceden lineer olmayan diferansiyel denklemdir. Bu diferansiyel

denklemin ¢ézlimii i¢in integrallere ihtiyag¢ vardir.

y(w) = (u, 0,A(w))

u € I sifirdan farkl bir sabit olmak iizere C? tipinden bir egri olsun. y egrisine helikoidal

hareket uygulandiginda elde edilen yiizeyin paremetrizasyonu

X(u, v) = (ucosv, usinv, A(u) + hv) (3.1
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seklindedir.

M yiizeyinin Gauss egriligi i¢in birinci temel form I ve ikinci temel form II olmak iizere,

bunlar sirasiyla :
I=(1+A’2)du2 + 2hA'dudv + (u? +h2)dv? (3.2)
II=% (ud"du? — 2hdudv + u24'dv?) (3.3)
dir. Bununla birlikte, M nin birim normal vektor alani
N= % (hsinv - ul'cosv , -ud’sinv — hcosv , u)

bicimindedir. Burada a = (u2(1 +A’2) + h?)1/2 olmak {izere buradaki tiirev u degiskenine

gore alimmuistir. Ortalama egrilik H ve Gauss egriligi K i¢in (3.1) ifadesinden

W?+h?)ur"" + (1+ /I’Z)uzzl’+2h2/1’+2h2/1’

7 (3.4)
2[u?(1+2')+ n2|
3/—1//—111_ hZ
K=—0 _ (3.5)
|[uz(1+ 27%)+ n2]
olarak hesaplanir. Burada 1= 0 ise helikoidal yiizey sadece helikoid belirtir.
(3.4) denklemi
-1
A=2(w?(1 +A%)+h?)? (3.6)
olmak tizere
2H=2A+uAd’ (3.7)
seklinde yazilabilir. u # 0 olmak tizere
r 2 _ E
A+-A=2- (3.8)
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ile belirtilen diferansiyel denklemin ¢ézlimii ile

A=u"2Q2fHudu + c1)

bulunur. (3.6) ve (3.9) esitliklerinin ortak ¢6zliimii ile
A'=u~22f Hudu + c1)[u2 (1 + 1'?) + h2]1/2
veya
u?(u? — (2 [ Hudu + ¢1)?) 2'%= (u2 + h2)(2 [ Hudu + c1)?
elde edilir. Ancak u# 0 i¢in
u? - (2 Hudu + ¢1)2 = u2(u2 + h2)[uz(1 + A'*) + h2]-1> 0 dir.
Boylece (3.10) esitliginin integrali alinarak

W2+ h?)202 [Hud ¢4

AMu) =+
v _flul(uz—(ZfHudH D)2

du+c,

bulunur. Burada c2 integral sabitidir.

(3.9)

(3.10)

(3.11)

Tersine h€ R ve H(u), Ic R - {0} a¢ik araliginda stirekli bir fonksiyon olmak {izere

herhangi bir uo € 1 icin uoin , I'c I olacak bigimde bir I agik aralig1 vardir. A agik aralig

icin ¢'1= -(2J Hudu) (uo) dir 6yle ki F fonksiyonu

F(u,c) = u2 — (2J Hudu + )2 > 0 herhangi (u,c) € I' x A dir.

F nin siirekliligi sebebiyle R2 nin bir alt kiimesinde F(uo, c1)=u? pozitiftir. Herhangi bir

(u,ci) EI'X A, c2€ R, h € R ve siirekli bir H(u) fonksiyonu igin

u?+ h2)1/2|2 [ Hudu+ c4|

q — (0.4
Yw,H(u),h,c1, c2) = (1,0, f lul(u?2—(2 [ Hudu + 0)2) /2

egri ailesi tanimlanabilir.
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Adim1 h olan bir helikoidal hareketin bu egrilere uygulanmasiyla, ortalama egriligi H(u)

olan helikoidal yiizeyler elde edilir [3].

Teorem 3.1. (u,0,A(u)), u€l egrisi ile iiretilen helikoidal ylizey (1) ile belirtilen helikoidal
yiizey olsun. Bu yiizeyin (u,0,4(u)) noktasindaki ortalama egriligi H(u) dir.

c1, czve h birer sabit olmak iizere (u,0,A(un)) = y(u,H(u),h,c1,c2) dir. Tersine h€ R ve
H(u), u€ I siirekli bir fonksiyon olmak iizere herhangi bir uo €I i¢in y(u, H(w), h, c1, c2)
egri ailesi tanimlanabilir. Boylece ortalama egriligi H(u) ve adimi h olan helikoidal yiizey

tanimlanabilir [3].
Simdi Gauss egriligi i¢in;
(3.6) esitligi
(B2)=2Ku (3.12)
olarak yazilabilir. Burada

[ w2+ n?

2 _
B" =2 u2(1+/1’2)+h2

(3.13)

dir ve (3.12) esitliginin integrali alinarak
B? =2fKudu+ c1 (3.14)
bulunur.
(3.13) ve (3.14) esitliklerinin ortak ¢oziimii ile
(1 -c1 - 2f Kudu) u2A'*= (u2 + h2)(2f Kudu + c1) - h? (3.15)
elde edilir. u#0 i¢in
1-c1-2fKudu=u2[u2(1 + A'%) + h2]-1>0

oldugundan (3.15.12) denkleminin integrali alinarak
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(u?+ h?)(2 [ Kudu+ ¢q)— IRRE

X(u)Zif[ du+c,

|u|(1 -Cy— Zf Kudu )1/2
1
bulunur. Burada ¢z € R dir.

Tersine h€ R ve K(u), ICR - {0} agik araliinda tanimlanmus siirekli bir fonksiyon olmak

lizere her uo € I'igin (I'c 1) olmak iizere uo € I' dir. R nin bir A agik aralig1 igin
c't = -(2f 2Kudu)(uo), dyleki 1 -c1-2f Kudu>0

dir. Buradan herhangi bir u€ I', c1 € A, c2 € R i¢in asagidaki egri ailesi tanimlanabilir.

24 h2)(2 [ Kudu+ c,)— h?]'/2
[ul(1—c1 -2 [ Kudu)1/2

B(u,K(u),h,c1,c2) = (u, 0, f G du + Cz)
Bu egri ailesine helikoidal hareketin uygulanmast ile elde edilen iki parametreli helikoidal

yiizeyin Gauss egriligi K(u), u € I' ve adim1 h dir [3].
Boylece asagidaki teorem ispatlanmis olur.

Teorem3.2. (u,0,A(u)), u€l iireteg egrisi ile iretilen helikoidal yiizey (1) esitligi ile
verilmistir. Bu yiizeyin (u,0,A(u)) noktasindaki Gauss egriligi K(u) dir. Boylece c1, c2
ve h sabitler olmak tizere (u,0,M(u)) = f(u,K(u),h,c1,c2) dir. Tersine h€R ve K(u) , u€l
i¢in siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda her uo €] igin B(u,K(u),h,c1,c2), u€ I' egri

ailesi tanimlanabilir. Boylece elde edilen helikoidal yiizeyin Gauss egriligi K(u) , u€ I' ve

adimi h dir [3].
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4, BOLUM
3 BOYUTLU LORENTZ UZAYINDA HELIKOIDALYUZEYLER VE
EGRILIKLERI
3 boyutlu Lorentz uzayinda helikoidal hareket gruplari Oklid uzayindaki helikoidal

hareket gruplarina paralellik gostermekle birlikte, bu uzayda hareketin ekseninin

karakterina bagh olarak ii¢ farkli durum s6z konusudur.

L.Durum; Donme ekseninin spacelike oldugu durumda, iirete¢ egri y, x1x2-diizlemi veya

xox2 diizleminde alinabilir. Boylece ,

y1i(@) = (0, f(w), gw)) veyaya2(w) = (f(w), 0, g(w))

olmak iizere burada f = f(u), I=(a,b) agik aralig1 tlizerinde C! sinifindan pozitif bir
fonksiyon ve g = g(u) ise C? siifindan bir fonksiyondur.(0,0,1) vektoriinii invaryant

birakanLorentz hareket grubu, spacelike eksen etrafindaki donme matrisi

coshv sinhv 0
A(u)=| sinhv coshv 0] ,ueR

0 0 1

kullanilarak tanimlanabilir. Bu eksen etrafinda y1 egrisine helikoidal hareket uygulanarak

elde edilen M yiizeyinin denklemi

coshv sinhv 0\ /f (W) 0
r(u,v) = (sinhv coshv 0) ( 0 ) + ( 0 )
0 0 1/ \g(uw) cv

r(u, v) = (f (w)sinhv, f(u)coshv, g(u) + cv) 4.1)
seklindedir. Burada f(u) > 0 ve c€ R* dir.

Ayni eksen etrafinda etrafinda y, egrisine helikoidal hareket uygulanarak elde edilen

ylizeyin denklemi ise
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coshv sinhv 0 0 0
r(u,v) = (sinhv coshv 0) (f(u)> + ( 0 )
0 0 1/ \g(u) cv

r(u,v) = (f(w)coshv, f(u)sinhv, g(u) + cv) (4.2)

olarak bulunur. Burada f(u)> 0, c€ R* dir. Bu ylizeyler birinci ¢esit helikoidal
ylzeylerdir [4].

II.Durum. Dénme ekseni timelike olsun. Bu durumda iirete¢ egri y, xox1
diizlemindedir.y (u) = (g(w), f(u), 0) olmak iizere f = f(u) C! smifindan pozitif bir
fonksiyon ve g = g(u) I iizerinde C? sinifindan bir fonksiyondur. Bu durumda Lorentz
grubu hareketin ekseni olan (1,0,0) vektoriinii invaryant birakan eksen etrafinda

tanimlanir. Bu eksen etrafindaki donme matrisi

1 0 0
A={0 coshv -—sinhv|,0<v <2m.
0 sinhv coshv

olmak tizere y egrisine helikoidal hareket uygulanarak elde edilen M yiizeyi
1 0 0 gu) cv
fu,v)= (0 coshv —Sinhv) (f(u)) + ( 0 )
0 sinhv coshv 0 0
Flw,v) = (g(w) + cv, fFWcosv, FWsinv) , f(w) > 0,c €RRT (4.3)
ile parametrize edilir. Bu yiizey ii¢ilincii ¢esit helikoidal yiizeydir [4].

IIL.Durum. Dénme ekseni lightlike olsun. Bu durumda hareketin ekseni (1,1,0) vektori

tarafindan gerilir ve iireteg egrisi y, xox1 dlizleminde alinabilir.

Y(W)=(f(u),g(w),0), uel,

Burada f, g I agik araligi lizerinde fonksiyonlardir. Boylece lightlike eksen etrafinda

donme matrisi
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1+= —-Z= v
2 2
A(v) = v? 1_v_2 v , VE R
2 2
v —v 1

alindiginda y egrisine helikoidal hareket uygulanarak elde edilen ylizey

2 UZ

1+ > T3 Y\ /fw cv
r(u,v) = v* 1— v* v g |+ <Cv>
2 2 0 0
v -V

r(u, v) ={(1 +vz—2)f(u) —?g(u) + cv,vz—zf(u) + (1 —?)g(u) + cv,(f(u) —
g(u))v} (4.4)

ile parametrize edilir. Bu yiizey dordiincii ¢esit helikoiddir. ¢c=0 oldugunda M bir donel
ylizeydir.

M nin birinci esas formunun diskriminant1 EG — F2 olmak tlizere;
EG — F2> 0 ise E31de helikoidal yiizey I+, II*, [1I+ veya IV+* tipindedir.
EG — F2< 0 ise E31de helikoidal yiizey I-, II-, I~ veya IV -tipindendir.

Bununla birlikte birinci ¢esit helikoidal yiizeyin Gauss egriligi K ve ortalama egriligi H

sadece u parametresine baghdir [4].

4.1.3 Boyutlu Lorentz Uzayinda Helikoidal Yiizeylerin Egrilikleri

y(u) =(0, u, g(u)) , u€l , C?tipinden bir egri ve I ise R/{0} 1n herhangi bir agik aralig1
olsun. Bu egriye helikoidal hareket uygulandigindaFE13 de M helikoidal yiizeyi elde edilir

ve bu ylizeyin parametrizasyonu
r(u, v) = (usinhv, ucoshv, g(u), +cv) (4.1.1)
seklindedir.
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Teorem 4.1.1. y(u)=(0,u, g(u)), u€l=(a,b) c R iiretec egrisi ile elde edilen M yiizeyiF13
de helikoidal yiizey belirtir. (0,u,g(u)) noktasinda bu yiizeyin ortalama egriligi ve Gauss
egriligi u degiskenine bagli fonksiyonlardir. c€ R* , c1, c2 € R olmak iizere K=K(u),
H=H(u) fonksiyonlar1 ile birlikte u€l i¢in y(u)= y(K(w), c; c1, c2) ve benzer sekilde

y(w)=y(H(w), ¢; c1, c2) egri ailesi tanimlanabilir. R13 de tanimlanmis bu egri ailesi igin

Gauss egriligi K=K(u) , u€l ve ortalama egrilik H=H(u) , u€ I1 =(-c,c)clI) dir [4].

Ispat 4.1.1. Helikoidal hareket altinda y egrisinin yoriingesi olan helikoidal yiizeyin

birinci ve ikinci temel formu sirasiyla
I= (1+ g'?)du? + 2cg'dudv + (c2 - u? )dv? (4.1.2)

ve
1= % (-ug”du? + 2cdudv + u2g'dv?) (4.1.3)

seklindedir. Burada W= [|c? — u?(1 + g’z) |]1/2dir. Boylece helikoidal yiizeyin Gauss ve

ortalama egriligi sirastyla

_ ulg' g +c?
K(w) = [02—u2(1+g'2)]|cZ—u2(1+g'2)| (414
Ve
uzg’<1+g’2)—ug”(cz—uz)—Zczg’
H(u) = ” 72 (4.1.5)
2[02—u2(1+g' )]|02—u2<1+g' )|
dir.
W=EG —F2=c%— u2(1+g’2) > 0 olmak iizere
K(u) = — 99"+ (4.1.42)

i
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1 I2 ” 1
u?g <1+g )—ug (c2—u?)—2c%g

H(w) = (4.1.52)
N 2[c2_u2(1+g'2)]3/2 :

olarak diuzenlenebilir.

(4.1.4a) denkleminin ¢6zlimii i¢in K = K(u) fonksiyonunun bilindigi varsayilsin. Bdylece

(4.1.4a) esitligi asagidaki sekle indirgenebilir.

R (uw) = 2uK(u) (4.1.6)
Burada
h(u) = (u2g"* = c2) [e2—u2 (1 + g'>)]! (4.1.7)
dir.
(4.1.6) nin ¢ozlimii ile
h(u) =c1+ 2 JuK(u)du,ci€ R (4.1.8)

bulunur ve (4.1.7) ve (4.1.8) in ortak ¢Oziimii ile

/2 _ c?A+u?(4a-1)
9" W) =——0

,u#0
elde edilir. Burada A =1 +¢; +2 [uK(u)du <0,Vu #0 dir. Oyleyse

1
/
[(c2-u?)a+u?|] ™2
A du, ceR (4.1.9)

gw=c t f

olur. K = K(u) ve c€ R*, Ic R {0} ag¢ik arahiginda tanimli olmak iizere herhangi bir

U € I igin bir U agik alt araligi bulunabilir. I', R de bir agik aralik ve

c'=- (2f uK (u)du) (uo)
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Oyleki F(u,c1) =A -k, k > 1 seklinde tammlanan F : UX I' > R fonksiyonu herhangi bir
(u,c_1) € U x I'arah@inda negatiftir. Hatta F (uo, c'1) =1 -k < 0 dir.

Ayrica F siirekli oldugundan R? nin altkiimesi olan U X I' de negatiftir. Boylece herhangi
bir (u,c1) EUX I, c2 € R ¢ € R* ve K = K(u) fonksiyonu i¢in iki parametreli

egri ailesi tanimlanabilir.

a(u) =a(K(u),c; c;,c5)

2 2 2 1/2
=<O,u,c2,i fleEmuar wrl] du> (4.1.10)

1
lullal /2

Bu egri ailesine adimi ¢ olan helikoidal hareketin uygulanmasi ile Gauss egriligi K(u)
olan E13 de I* tipi helikoidal yiizeylerin iki parametreli ailesi elde edilir. Helikoidal

ylizeyin parametrizasyonu ise

2_,2 2 1/2
r(u,v) =<usinhv,ucoshv,c2 if[l(c - )A:u I du) (4.1.11)
lullal/2
seklindedir.

(i) EG —F2=c2—u?(1+ g’2 )< 0 ise ilk duruma benzer sekilde Gaus egriligi K(u), adimi1
c olan I~ tipinden helikoidal yiizey elde edilebilir.

Simdi (4.1.11) denkleminin ¢6ziimii ile

¢'(w) + 2p(w) =222 uz 0, (4.1.12)
Pp(u) = — RO (4.1.13)

[cz—u2(1+g’2(u))]1/2
elde edilir. (4.1.12) nin genel ¢o6ziimii ise
P () =u—12[2qu(u)du+ al, ceR (4.1.14)

sonucunu verir. Buradan (4.1.13) ve (4.1.14) denklemlerinin ortak ¢oziimiiyle
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g2 @) =B L = (. 0), (4.1.15)

u2(u?+ B2)’

bulunur.

B(u) = 2 uH(u)du + c1 dir. (4.1.16)
2 2

g =c, + [EN"Y gy ceR 4.1.17)
lu|u2— B?

olmak tizere buradan iki parametreli egri ailesi tanimlanabilir.

a(w) = a(HW), c;c1,¢2) = (0,u,c, + f'B"Cz_”Z (4.1.18)

) v
Simdi bu egrilere adim1 ¢ olan helikoidal hareket uygulanirsa E13 de ortalama egriligi
H=H(u) ,u€ I1 olan I* tipinden helikoidal yiizey elde edilir. Yiizeyin parametrizasyonu
ise

|B|Vc2—u? )

r(u,v) = | usinhv ,ucoshv,cv + ¢, + | ———du
() ( : : 2 T v e

(4.1.19)

seklindedir. (4.1.11) ve (4.1.19) da verilen hekiloidal yiizeyler I* tipinde spacelike

ylizeylerdir.
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Sekil 4. 1 1* tipinden H(u)=1/2u olan helikoidal yiizey

(iii) F = 0 kabul edilirse g(u) = c olmak tlizere denklem (2.1) E13 deki sag helikoidin

denklemine karsilik gelir. I* tipi veya I~ tipi sag helikoidin Gauss ve ortalama egriligi

sirastyla
c2
K(u)=-m<0, H(u) =0
veya
c2
K(u)—m>0, H(’U,)—O

dir.Bu nedenle tip I+ veya tip I~ sag helikoid yiizeyleri minimal yiizeylerdir.

27



Sekil 4. 2 1™ tipinden sag helikoid
a(u) = (u, 0, g(u)) iken II+ veya II-tipinden helikoidal yiizeyler elde edilir. Bu
ylizeylerin parametrizasyonu
r(u, v) = (ucoshv, usinhv, g(u) + cv)

seklindedir.

Simdi f'*(w) + g'*(w) # 0 olmak iizere a(u) = (g(w), f(w), 0) egrisine f(w) = u
kabul edilerek timelike eksen etrafinda helikoidal hareket uygulandiginda elde edilen M

helikoidal yiizeyinin parametrizasyonu
r(u, v) = (cv + g(u), ucosv, usinv), (4.1.20)
seklindedir [4].

Teorem 4.1.2. a(u) = (g(u), u, 0), u€ I = (a, b) c R egrisine timelike eksen etrafinda
helikoidal hareket uygulanarak elde edilen M yiizeyinin (g(u) , u,0) noktasindaki Gauss
egriligi K = K(u), ortalama egriligi H = H(u) olmak {izere c€ R+, c1, c2 € Rigin a(u)
= a(K(u), c; c1, c2) egri ailesi tanimlanabilir. Bu egri ailesi ile elde edilen helikoidal
ylizeyler ortalama egriligi H = H(u) ve Gauss egriligi K = K(u) olan, I1I* veya I11~
tipinden ylizeylerdir [4].
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Ispat. 4.1.2. Ureteg egrisi a(u) = (g(u), u, 0) olan ve timelike eksen etrafinda helikoidal
hareket ile elde edilen M yiizeyinin parametrizasyonu r(u, v) = (cv + g(u), ucosv,

usinv) bi¢cimindedir ve bu ylizey i¢in birinci ve ikinci temel form
I= (1 —g'*)du2 — 2cg'dudv +(u2 — c2)dv? (4.1.21)
ve

1= %(ug”du2 — 2cdudv + uzg'dv?), (4.1.22)

1
dir.Burada w = [|u?(1 - g'%) - c?|] /2 dir. M nin Gauss ve ortalama egriligi ;

B u3glgll_ c?
K(u) - [uz(l— g,z)_ cz]luz(l—g’z)— C2| (4123)
ve
uzg’(l— g’z)—ug”(cz—uz)— 2c¢%g’
H(u) = i (4.1.24)
2|u(1-g"%)- c?jur(1-9%)- 2|
olarak hesaplanir.
Simdi EG —F2> 0 durumu incelenirse (4.1.23) ve (4.1.24) esitliklerinden
S W 1 2
K(u) =—299 T (4.1.23a)
=197
ve
2 04 12 "ne.2_..2 2.1
H(u) = —~ (= Jrug"(c Z/)”C Z (4.1.24a)
2le2-w(1-g"%)]
dir.

(4.1.23a) ¢oziimii i¢in K = K(u) nin bilindigi kabul edilsin. (4.1.23a) buna gore

diizenlenirse;
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h'(uw) = —2uK(u) (4.1.25)
Oyle ki burada
h(u) = —(u2g"*+ c2)(c2— u2(1 — g'*))! (4.1.26)
(4.1.25) in genel ¢oziimii ile
h(wy=c¢; —2 [uK)du, c¢;€eR (4.1.27)
elde edilir. (4.1.26) ile (4.1.27) nin ortak ¢6ziimii sonucunda

—c?A+u?(4+1)

12 _
g () =——r—,ux0
Burada A=-1-c¢; +2 [uK(u)du> 0, Vu # 0 dir.
[(2=c?)a + 2]
guy=c, + [ . du, c,eR,
lula'/2

burada c2 integral sabitidir.

c€ RveK=K(u), IcR\ {0} acik araliginda taniml1 diizgiin bir fonksiyon olsun.

Herhangi bir u, € I igin agik bir U 3 u, alt araligi ve I', R nin agik bir alt araligi
bulunabilir. ¢;" = (2 [ uK (u) du)(ug) ve (u,c;) € UX I'olmak iizere F : U X I' > R dyle
ki F(u,c;) =A +k , k > 1 fonksiyonu (u, ¢;) € U X I' araliginda pozitiftir. Boylece F(u,
¢, = —1+ k > 0 elde edilir. Bdylece herhangi bir (u,c1) € UX I'i¢in ¢, € R, c€ R*

ve K = K(u) fonksiyonu i¢in iki parametreli egri ailesi tanimlanabilir.

I(2=c?)a + 2]

1
lula'/z

a(u) = a (Ku),c;cq,c )= < c, du,u, O> (4.1.29)

Simdi bu egri ailesine adimi ¢ olan helikoidal hareket uygulandigunda Ri13 de Gauss
egriligi K(u) , u€l ve adimi c olan /1]~ tipinden iki parametreli bir helikoidal ylizey

ailesi elde edilir. Yiizey parametrizasyonu ise
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c2)a+u?|]
luja™/2

0= ” .
ruv)= (c;+ [ du + cv, ucosv, usinv)

seklindedir.
Simdi (4.1.24a) denkleminin ¢6ziimii i¢in

¢’ =2 pw) =252, 0

p(u) = ——L W ]1/2

[e2—uz(1-g"* )
ve (4.1.31) in genel ¢ozliimii ile
o (u) =% [2 [uH(uw)du+ ¢i],c; ER

(4.1.32) ve (4.1.33) ifadelerinin ortak ¢oziimiiyle

120y _ (c?-u?)B? _
g (u) - uz(uz_Bz) b ue Il - (-Cﬂc)

bulunur.
Burada B(u)= 2 [ uH(w)du + c1dir.
.. _ |B|VcZ—u?
Boylece g(u)= c2 if—wm du, c2€R
elde edilir.

Egri ailesi ise;

|BIVeZ-u?
a(u) = a(H(u),c; ¢1, ) = (cz + IW%du, u, 0)

(4.1.30)

(4.1.31)

(4.1.32)

(4.1.33)

(4.1.34)

(4.1.35)

(4.1.36)

(4.1.37)

Parametrizasyonuna sahiptir. Bu egrilere adimi ¢ olan helikoidal hareket uygulandiginda
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R13 de ortalama egriligi H = H(u), u€ I1 olan [11-ya da tip [II* tipinden iki parametreli

helikoidal yiizey ailesini elde edilir. Bu yiizeyin parametrizasyonu ise

BV —u ) (4.1.38)

2
r(uv) = (cz + fmdu + cv,ucosv ,usinv

seklindedir [4].

Sekil 4. 3 ///—tipinden H(u) = 1/4u olan helikoidal yiizey
4.2.Lightlike Eksen Etrafinda Helikoidal Hareket

Lightlike eksen etrafinda C? sinifindan bir egri egri a= a(u) nin helikoidal hareketiyle
elde edilen helikoidal M yiizeylerinin durumu incelenecektir. T=(1,1,0) vektorii

tarafindan tanimlanan eksen kullanildiginda bu yiizeylerin denklemi

() {(1+2) fa) =2 g@) + v, 2 f@) + (1-2) g@) + ev, fw) - gwyv} (4.2.1)

olarak bulunur. f(u) = u kabul edildiginde (4.2.1) ifadesi

2 2 2 2
r(u,v) ={(1 + %) u— %g(u) + cv,v?u + (1 — v?) gw) +cv,u— g(u)v} 4.2.2)
seklinde olur.

Teorem 4.2.1. a(u) = (u, g(w), 0), u € I = (a, b) < R olmak iizere bu egri Ri3de (4.2.2)

ile verilen M helikoidal yiizeyinin lirete¢ egrisi olsun. Bu durumda (u, g(u), 0)
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noktasinda Gauss egriligi ve ortalama egrilik u parametresine bagli olur. Boylece verilen
c € R+, c1, c2 € R sabitleri ve K = K(u) ve H = H(u) fonksiyonlar1 i¢in 3 boyutlu Lorentz
uzayinda a(u)= a(K(w), ¢; c1, c2) veya a(u) = a(H(w), ¢ ; c1, c2) tanimlanabilir. Bu
egriler kullanilarak tiretilen helikoidal ytlizeyler R13 de tip IV+ veya tip IV~ olarak elde
edilirler [4].

Ispat 4.2.1. M helikoidal yiizeyinin birinci temel formunun katsayilar
E=g%2(uw)—1,F=c(g'(w) — 1), G=(u— g(u))? ve ikinci temel formunun

katsayilar1

"Wgw-w _ c(g'w- 1)° L gw-w? (g w-1)

L=2 VEG-FZ ’ Gier A VEG- F2 (4.2.3)
olarak hesaplanir.
Birinci temel formun diskriminanti
EG-F*=(g(wW) - DWW -w*(g W +1) - c2(g'(w) — 1] (4.2.4)

dir. Béylece M nin Gauss egriligi

9" (g-u)3(g'-1)-c2(g'-1)"

K= (9'-Dl(g-w?(g'+1-c2(g"'-D]I(g'-Dl(g-w?(g'+1)-c?(g'-D]| (42.5)
olarak bulunur.
EG—F2=(g — 1)[(g—u)(g +1) —c(g' = 1)] >0 (4.2.6)
kabul edildiginde (4.2.5) esitligi

K (i) =g omwi=c(g"-1 ) 4.2.7)

T (g'-D(g-w)2(g'+1)- c2(g'- D)2
olarak yazilabilir.

(4.2.7) esitliginde g(u) — u = h(w) alimirsa g'(w)- 1 = h'(uw) ve g'(w) = h'(u) ve
buradan (4.2.7) denklemi
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h3n' - c2p'?
h'[h2(h'+2)—c2h']2

K@) =

(4.2.8)

olur. Bu ise lineer olmayan ikinci dereceden bir diferansiyel denklemdir. Bu yiizeyler

hakkinda bir fikir edinmek icin, bu Gauss egriliginin bazi 6zel fonksiyonel formlari

incelenecektir.
I. Durum
(4.2.8) ifadesinde K (u) = 0 kabul edildiginde

h'h3 — c2h'°=0
dir. k' = p alinsin. Bu durumda
h'" =p% olur ve (4.2.9) esitligi

p % h3 _ Czp3 -0
bi¢cimine indirgenir. Bu esitligin ¢oziimii ise

2h?

=—— ¢ ER
p c2-2¢,h2 7 1

seklindedir. Buradan denklem (2) den

dh 2h? c?

—=———-—-ch=u+c,;, c; ER

du ¢%2-2cqh?% 2h

Bulunur.

_ 2
¢1=0 kabul edilirse h(u) ={;=5—} ve g = u— 75—
elde edilir. Boylece bir parametreli
CZ
Cl(U) = a(K(u)l C; CZ) = (u’ u-— 2('U.+C2) 4
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egri ailesi tanimlanabilir. Bu egri ailesi tarafindan iiretilen helikoidal ytizeylerin

denklemi ise;

) = {u+ (ff;) +ov,u— C:((j:;) - (i”cz)} (4.2.13a)
bicimindedir. ¢; # 0 ise
h(u) = 2—; [—(u +c)tJ(u+c)? - 2c1c2]
ve
g(u)= 2—; [(2c1 —Du—c,+J(w+c)?— 2c1c2] (4.2.14)

dir. Buradan iki parametreli egri ailesi ise

a(u) = a(K(),c; cq, cz):(u,zicl[(ch —Du—c; +Jw+cy)?— chcz] , O) (4.2.15)

olur. Sonug olarak yiizey denklemi ise

r(uv) = {(1 + g) [ :_Czl [(2C1 —Du—c ++/(u+cy)?— 2C1C2] + cv,vau +

1
2¢q

(1 — 1;2_2) [(201 —Du —c, + \/(u +c,)?% — 2C162] + cv,uv — %[(201 —Du—

et U+ )% — 2c1c2]} (4.2.152)

olur. K = 0 oldugu durum i¢in bu yiizey Sekil 9 * da goriilebilir [4].
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Sekil 4. 4 /V+ tipinden K=0 olan helikoidal yiizey

IL.Durum

_CZaZ
K(u) = ><0,a#0 (4.2.16)

[(au+b)2(a+2)- c2a]

c a

olsun. Burada u # +
a+2

- g ve b€ R kabul edilmistir. Boylece (4.2.8) esitligi

a

h''h3— c2p'? —c2q?

K(u) = RR2(h'+2)- 2h')P [(au+b)2(a+2)—c?al?

olur ve bu son esitlik h(u) = au + b i¢in saglanir. Buradan g(u) = (a + 1)u + b elde

edilir.

(4.2.16) tarafindan K = K (u) fonksiyonu verildiginde IV+ tipinden R13 de bir helikoidal
ylizey ailesi tanimlanir. Bu helikoidal yiizeylerin parametrizasyonu ise
2

r(u,v)={(1—a§)u—b§+cv,u(a+1—a%)+(1—§)b+cv,—(au+b)v}

bi¢imindedir. Bu helikoidal ylizey Sekil 10 da goriilebilir [4].
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Sekil 4. 5 /V+ tipinden helikoidal yiizey

Simdi

2¢,(c1u?+ cou+c3)3—c?(2ciu+tcy)?

K) =

(2ciu+cy)[(c1u?+ cou+c3)2(2c1+c3+2)— c2(2c u+ ¢3)]?

vec;€E R,i=1, 2,3 olmak iizere (4.2.8) esitligi

h"h3 — c2h"”
h'[R2(h' +2) — c2h']?

2¢,(cqu? + cou + ¢3)3 — 2Qcu+ ¢y)3

- (2¢; + c)[(cqu? + cou+ ¢3)?QReyu+ ¢ +2) — c?(2ciu + ¢y)]?

(4.2.17)

olur. Bu esitlik h(u) = ciu?+ cou + c3, ci € R, i= 1, 2, 3 tarafindan saglanir ve buradan

g) = ciu?+ (c2+ Du + ¢3 dir.

Sonug olarak (2) ye gore K=K(u) fonksiyonu verildiginde, R13 de IV* tipinden bir

helikoidal yiizey ailesi elde edilir ve parametrizasyon

2

r(u,v)={—clv72u2 + (1— CZ%Z)u— c3v7+cv,c1(1—1;2—2)u2 +(c2+1—

v? v? P
Cy 7) u+ (1 - 7) cs +cv,(—cu® — cou — c3)v}

bi¢imindedir.
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h"h3 — c2h3=a, a € R{0} olmak lizere h' = p i¢in bu denklem

d dh
pap 3=C2—

h3
()
olur. Bu diferansiyel esitligin integrali alinarak

1/(6m)

p—-m/2 2
ln[(\%/2> +1] + 19\/§t -1 p_% — __CZ + 4.2
[p+m|1/3m 3m an Vam | T 2p2 €1 (4.2)
2
bulunur. Buradam = ° | = c; € Rdir.

c2”’

Yukaridaki analizden, h’ = p diferansiyel denkleminin bir ¢oziimii olan her h = h(u)

fonksiyonu igin (3) esitliginin bir ¢6zlimii oldugu goriilebilir. Boylece parametrizasyonu

2 2 2 2
r(u,v) = {(1 + v?)u — %g(u) +cv ,v?u + (1 — 1%)g(u) +cv, (u — g(u))v}
olan helikoidal yiizey i¢in K = K (u) egriligi bulunabilir [4].

III. Durum Her u € R{0} i¢in h'(u)=g’'(u) -1 # 0 olacak sekilde g = g(u) fonksiyonu
ele alinsin. Bu durumda (4.2.8) denklemi agagidaki sekilde yazilabilir:

h''h3- c2p'?
h'[h2(h'+2)— c2h']2

K(u(h)) = (4.2.19)

h'=p igin bu esitlik
P h3 — [c2 + K (h? — c2)2]p? — 4Kh?(h? — c?)p — 4Kht =0 (4.2.19)

olur ve bu son ifade bir Ricatti diferansiyel denklemidir. Bu sebeple bu denklemin bir 6zel

¢Ozlimii bilinmeden genel ¢oziimii elde edilemez [4].
IV. Durum 3 boyutlu Lorentz uzayinda (4.4) ile verilen M helikoidal yiizeyinin ortalama
egriligi
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g (g-uw)3-2c2(g'-1)’+ (g -w?(g'+1)(g' -1)°

Hu)= 4.2.20
W) 2(g"-DI(g-w?2(g"+1)- c2(g'-DII(g"-DI(g-w)2(g' +1)—c2(g'-1)]|1/2 ( )
dir ve
EG-F?2=(g'- D[(g—w?(g' +1)—c(g—1]>0
kabul edilirse Buradan denklem (4.2.20)
e N30 20l N30 (1 _aN2( ) 1 _\2
H(u) =& (g-w)i-2c%(g"-1)"+ (g -w?(g'+1)(g’ -1) (4.2.21)

2{(g’-D[(g-w)2(g'+1)- c2(g'-1)]}3/2

olarak elde edilir. g = g(u) ve burada H = H(u) i¢in bu denklemin ¢6ziimii ile IV+

tipinden minimal helikoidal yiizey bulunur.
g'(g-wi-2c(g - D+ (g - w g+ D' — D*=0 (4.2.22)
esitliginde g(u) —u = h(u) alinirsa bu esitlik
h3R" + (h? = 2¢2)h'> + 2h?h'* =0
sekline indirgenir. h' (1) = p(u) kabul edilirse verilen denklem

3,-29p 2 _ 9.2 2% _
h°p dh+(h 2c?) + >

1 .. .
ve -~ = w igin son ifadeden

—0 (4.2.23)

bulunur. Bu son denklemin ¢6ziimii ise

2¢c,h*—h2+c?

1
w(h) = » 2h2

,Cc1 € Rdir

Buradan h = h(u) fonksiyonunun asagidaki denklemi sagladigi goriilebilir.

2cth* = 3h? —6(u+c2)h—3c2=0, c2€R,
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ve g = g(u) fonksiyonu ise

2c¢19* — 8cug?® + 3(4cqu —1)g? — 2(4ciud + 3¢3)g + 2c,u*+ 3u? + 6cu —

3c2=0 (4.2.24)
esitligini saglar.

Sonug olarak (4.2.13) esitligini saglayan her g = g(u) fonksiyonu igin, parametrik

gosterimi (4.2.2) ile verilen, R;> de IV+ tipinden bir minimal helikoidal yiizey vardir.
Burada
c1=c2=0ise h(u)=—u +Vu? — ¢2,u€ (=, —c) U (c,+ ) ve g(u) =+Vu? — c2
dir. Egrinin parametrizasyonu

a(u) = a(Hw),c) = (u, +Vu? — ¢2),0)

olmak iizere R;® de IV+ tipinden minimal helikoidal yiizey vardir. Bu yiizeyin

parametrizasyonu

v? v? v? v?
— N,z [z _ 2 Z axl1_Z 2 _ 2
r(u, v) {<1+2>u+2 u?—c +cv,2u+(1 2> uz—c

+ cv, (u +Vu? — cz) v}

bicimindedir ve Sekil 11 de goriilebilir [4].
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Sekil 4. 6 /V+ tipinden helikoidal yiizey
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5. BOLUM
3 BOYUTLU GALILE UZAYINDA HAREKETLER

Doga bilimleri ve uygulamali bilimlerdeki lineer olmayan bir¢ok olay uzay egrilerinin
hareketleri ile modellenir. Girdap hareketleri, robot kol harketlerinin sekil kontrolii,
goriintii isleme, DNA sarmali, protein dinamikleri bunlardan bazilaridir.Bu lineer
olmayan uygulamalar, egrilerin hareketini bir aile olarak karakterize eden diferansiyel
denklemler cinsinden tanimlanabilir. Bu hareketlerin integrallenebilirligi, birgok

degismezin korunumu hakkinda bilgi verir.

5.1. Galile Uzay1 G3

Galile uzay1 G3, reel Cayley-Klein uzaylarindan biridir. Galile uzay1 G5 in mutlak sekli,
stral1 bir iiclli {w,f,l} igerir, burada w mutlak diizlemdir. £, @ deki mutlak dogru ve [ ise

f in noktalarinin sabit eliptik evrilmesidir.

Homojen olmayan afin koordinatlarda Galile uzay1 G3 in benzerlik grubu Hg asagidaki

forma sahiptir.

X = aiq + apx,
Y= ayt+ azx + axscosey + ap3singz, (5.1.1)
Z = azq t A33X - Ay3SinQy + a,3Z2cos@z

burada aij ve ¢ reel sayilardir.

Ozel olarak a1z = az3 =1 segildiginde (5.1.1) ile verilen grup asagidaki gibi Galile uzay1

G5 in Be C Hg grubu olur.

X = all + X,
Y = ay1 + ayx + cosey + singz, (5.1.2)
Z = a3z, t+ azyx - sinpy + cosyz,

u= (w1, uz, u3z), v = (v1, vz, v3) vektorlerinin Galile i¢ carpimi asagidaki sekilde

yazilabilir:
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Uy, up#0vwoy #0,

UV — U3V3, u=0Av; =0 (5.1.3)

(u,v) = {

u=(u1, uz, us ) vektoriiniin Galile normu ise su sekilde tanimlanir:

ulr ul#:o

lull = {m 0 =0 (5.1.4)
a, G uzayinda yay parametresi ile verilmis bir egri olsun
a: IS R-G;
5= a(s) = (x(s), ¥(s), z(s)) (5.1.5)
x(s),y(s),z(s) €C3.

a egrisi Galile uzayinda diferansiyel form ds=dx ile yay uzunlugu parametresi s

tarafindan su sekilde tanimlanir:
a: IS R-Gs

x— a(x) = (x, y(x), z(x)) (5.1.6)

a nin egriligi x(x) ve burulmasi 7(x) ise sirasiyla

K(x) =y ()2 + 2"(x)?,

det(a'(x),a”(x),a"'(x))

7(x) = o) ) (5.1.7)
seklindedir. Bununla birlikte egrinin Frenet elemanlar1
Te) =a'(x) = (1, y (x), 2 (x)),
NG) =50 () = 7500, (0, 2/ (), (5.1.8)

B()= 5 (0, 62'(), &y' (),
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dir. Frenet denklemleri ise

T(s) 0 x(s) 0 [[t(s)
N(s)| =|0 0 (s)|In(s)], (5.1.9)
B(s) . 10 —t(s) 0 ||b(s)

bicimindedir. Burada T, N, B ortogonal vektorlerdir [13].

5.2. Galile Uzayinda Donme Hareketleri

3 boyutlu Galile uzayinda iki farkli donme hareketi mevcuttur. Bunlardan ilki

nonizotropik x ekseni etrafindaki donmedir ve

x' 1 0 0 x
y'1=10 cosf sinf (y)
z' 0 —sinf cosb/ ‘z

bi¢iminde tanimlidir. Burada 8 Oklidyen acidir.

Izotropik dénme ise

co

x' 1 0 0\ /x .
(y’)=(0 1 0)<y>+ co”
7' 0 0 1/\z 2

0

seklinde ifade edilir. Burada 6 izotropik a¢1 ve ¢ € R dir. Buradaki diizlem demeti z=sabit

bi¢imindedir [6].

Tanim 5.2.1. 3 boyutlu Galile uzayinda bir donel yiizey bu uzayda diizlemsel bir egriye
izotropik veya non izotropik donme hareketi uygulandiginda egrinin izledigi yoriingedir.
Eger hareket , Oklidyen donme hareketi ise hareketin ekseni iirete¢ egrisinin destek
diizlemindedir. Eger hareket izotropik donme ise sabit diizlemlerin bir demeti se¢ilir. Bu
uzayda iki ¢esit diizlem oldugundan profil egrisinin destek diizlemi i¢in iki durum sz

konusudur. Profil egrisi Oklidyen diizlemde veya izotropik diizlemde olabilir [6].
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i) 3- Boyutlu Galile Uzayinda 1. Cesit Donel Yiizeyler

Profil egrisi y min Oklidyen yz diizleminde oldugu kabul edilsin. Bu durumda egrinin
parametrizasyonu y(t) = (0, f(t), g(t)) olur. Burada f ve g reel degerli fonksiyonlardir.

ceR olmak iizere bu iireteg egrisine izotropik donme uygulandiginda

1 0 0 0 co
<9 1 o)(f(t)>+ co®
0 0 1/\g(® 0

yazilir ve elde edilen donel yilizeyin parametrizasyonu

92
@8, t) = (cb, f(t) + =, g(©))
olur. Bu yiizey 3 boyutlu Galile uzayinda birinci ¢esit donel ylizeydir [6].

ii) 3- Boyutlu Galile Uzayinda 2. Cesit Donel Yiizeyler

Profil egrisi y nin izotropik xy diizleminde oldugu kabul edilsin. Bu durumda egrinin
parametrizasyonu y(t) = (f(t), g(t), 0) olur. Burada f ve g reel degerli fonksiyonlardir.

ceR olmak iizere bu iireteg egrisine izotropik donme uygulandiginda

1 0 0\/f(® co
(0 1 0)(g(t))+ o
6 0 1/\ o =

2

yazilir ve elde edilen donel yilizeyin parametrizasyonu

92
9(6,t) = (f (1) + ¢, g (1), Bf (t) +--)
olur. Bu yiizey 3 boyutlu Galile uzayinda ikinci ¢esit donel yiizeydir [6].
iii) 3- Boyutlu Galile Uzayinda 3. Cesit Donel Yiizeyler

Son olarak profil egrisi y nin yine izotropik xy diizleminde oldugu kabul edilsin. Bu

durumda egrinin parametrizasyonu y(t) = (f(t), g(t), 0) olur. Burada f ve g reel degerli
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fonksiyonlardir. Ancak bu sefer ceR olmak iizere bu iiretec egrisine x ekseni etrafindaki

Oklidyen donme uygulansin. Boylece

1 0 0 f()
(0 cos6 Siné?) (g (t))
0 —sinf cos6O 0

yazilir elde edilen donel ylizeyin parametrizasyonu

@(6,1) = (f (1), g(t)cosh, —g(t)sinb)
olur. Bu ylizey 3 boyutlu Galile uzayinda ii¢ilincii ¢esit donel yiizeydir [6].

5.2.1. 3 Boyutlu Galile Uzayinda Sifir Egrilikli Donel Yiizeyler

Bu kisimda bir 6nceki boliimde bahsedilen ii¢ farkli ylizey icin Gauss ve ortalama
egrilikler hesaplanmistir. Oklid uzayima benzer sekilde, 3 boyutlu Galile uzayinda da bir
ylizeyin her noktasinda Gauss egriligi sifir ise bu yiizeye developable yiizey, Ortalama

egriligi sifir ise minimal ylizey denir.

Teorem 5.2.1. 3 boyutlu Galile uzayinda minimal yiizeyler tepe noktast mutlak dogru f
tizerinde bulunan koniler ve C tipinden regle yiizeylerdir. C tipinden regle yiizeyin

parametrizasyonu

@(0,t)=(6,f(0),0) +t(0, a2(0), a3(6))

bicimindedir. Burada f, a,,a3 fonksiyonlar1 siirekli, TUg¢iincii  dereceden

diferansiyellenebilir fonksiyonlardir. Ayrica a,% + a3= 1 dir [6].

Teorem 5.2.2. 3 boyutlu Galile uzayinda birinci ¢esit donel yiizeyin minimal yiizey ya
da developable yiizey olmas1 ancak ve ancak asagida verilen sartlardan biri

saglandiginda miimkiindiir.

2
(i) Buyiizey parametrizasyonu (6, t) = (c0, a + % , g(t)) olan parabolik silindirdir.

2
(i) Buyiizey izotropik diizlemin bir parcasidir ve @ (6, t) = (0, f(t) + % ,a)
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parametrizasyonuna sahiptir.
2

ii1) Bu ylizey parametrizasyonu ¢ (6, t) = (c0, f(t +& ,af (t) + b) olan parabolik
2

silindirdir. Burada a, b, ¢ € R dir [6].

Ispat 5.2.2. Birinci gesit donel yiizeyin parametrizasyonu

92
@8, ) = (cb, f(t) +— , g(©))
idi. Bu yiizey i¢in Gauss egriligi ve ortalama egrilik sirasiyla

_g’(f”g’— g’

K
)

Ve

H = sgn(c) —f’g”—f”g’3
ooy

olarak hesaplanir. Buradan goriilecegi iizere K = 0 oldugu durumda H = 0 elde edilir.
Boylece 3 boyutlu Galile uzayinda birinci ¢esit donel ylizey developable bir yiizeydir
ancak ve ancak minimal yiizeydir. Bununla birlikte bu egriliklerin sifir olabilmesi i¢in
f'g"— f'g' = 0 olmalidir. Ik olarak f'= 0 veya g'= 0 ise (i) ve (ii) yiizeyleri elde edilir.

Ikinci olarak f’ # 0 ve g’ # 0 ise bu durumda ];—, = gg—, olur. Bu esitligin integrali alinirsa

g(t) = af(t) + bt sonucuna ulasilir. Burada a # 0 ve b € R dir. Boylece profil egrisi bir

dogrudur ve elde edilen yiizey de (iii) yiizeyi olur. Boylece asagidaki sonug verilebilir

[6].

Sonug¢ 5.2.1.3 boyutlu Galile uzaymda birinci g¢esit donel yiizey developable ve ayni

zamanda minimal bir yiizeydir ancak ve ancak profil egrisi izotropik bir dogrudur.
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2
Ayrica kolayca goriilebilecegi lizere (i) esitliginde koordinatlar arasinda y = a + Z—Cve
_ 2
buna benzer olarak (iii) esitliginde y = % + % bagintilart mevcuttur. (i) esitliginde g(t)

2
= v alindiginda yeni parametrizasyon ¢ (6, v) = (c6, a + %, 0) +v(0,0,1) olur ve bu

da C tipinden bir regle yiizeydir. Benzer sekilde (iii) esitliginde f(t) = v alindiginda

ylizeyin parametrizasyonu
2
9(6,t) = (c6,“~, b) + v(0,1a)

olur. Bu ise bir konoid yiizeyidir. Burada a = 1, b = ¢ = 2 alindiginda elde edilen ylizey

minimal, developable bir ylizeydir ve asagida goriilebilir [6].

Sekil 5. 1 Aonoid yiizeyi

Teorem 5.2.3. 3 boyutlu Galile uzayinda ikinci ¢esit donel yiizeyin minimal ylizey ya da
developable yiizey olmasi ancak ve ancak asagida verilen sartlardan biri saglandiginda

mumkuindiir.

2
(1) Bu yiizey izotropik diizlemin bir parcasidir ve @ (0, t) = (f(t) + c6, a, 8f(t) +% )

parametrizasyonuna sahiptir.
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2
(i1) Bu yiizey parametrizasyonu @(6, t) = (a + c6, g(t), ab +% ) olan parabolik

silindirdir.
2
(ii1) Bu ylizey parametrizasyonu (6, t) = (t + ¢, at?+ b, 6t + %) olan parabolik

kiiredir. Burada a, b, ¢ € R dir [6].

Ispat 5.2.3. Ikinci cesit donel yiizeyin parametrizasyonu

92
@(6,t) = (f(t) + c6, g(t), 6f(£) +—-)
Bu ylizey i¢in Gauss egriligi ve ortalama egrilik sirastyla

c

K=SL(f(f'g" - "9 - 179"

Ve

H=2(F(F(F'g" - £"9) - £%9"))

olarak hesaplanir. Burada w = f2f'* + ¢2g'* dir.
Birinci ¢esit donel yiizeylere benzer olarak yiizeyin Gauss egriligi sifirdir ancak ve ancak
ortlama egriligi sifirdir. O halde ikinci ¢esit donel yiizey developable bir ylizeydir ancak

ve ancak minimal bir yiizeydir.

Bununla birlikte (iii) ifadesi i¢in profil egrisi birim hizli kabul edilmistir. Bu durumda

f(t) = t alnacaktir. (ii) ifadesindeki esitlikten kolayca goriilebilir ki koordinatlar

—_ 2

arasinda z = bagintist mevcuttur. Ayrica (iii) ifadesindeki esitlikten yine

koordinatlar arasinda x? — %— 2cz bagmtist vardir. (ii) esitliginde g(t) = v

alindiginda bir konoid yiizeyi elde edilir ve bu C tipinden bir regle yiizeydir. Bu yiizeyin

2
parametrizasyonu @ (8, v) = (a + ¢, 0, af +% ) +v(0,1,0) seklindedir.

49



(ii1) ifadesindeki yiizey denkleminde a = ¢ = 1, b = —2 alindiginda bulunan yiizey

asagida goriilebilir.

Sekil 5. 2 Developable minimal yiizey

Bu yiizey developable minimal bir yiizeydir. Burada profil egrisi izotropik ¢emberdir

[6].

Teorem 5.2.4. 3 boyutlu Galile uzayinda iiglincii ¢esit donel yiizeyin developable bir

ylizey olmast ancak ve ancak asagida verilen sartlardan biri saglandiginda miimkiindjir.

(1) Bu yiizey bir Oklid gemberi etrafinda silindirdir ve ¢ (8, t) = (f(¢t), acosé,
—asin®) parametrizasyonuna sahiptir.

(i)  Buyiizey parametrizasyonu (6, t) = (ag(t) + b, g(t)cosf, —g(t)sin) ve tepe
noktasi (b, 0,0)olan konidir. Burada a, b € R ve a # 0 dir [6].

5.3. 3 Boyutlu Galile Uzayinda Egrilerin Hareketi

Bu boliimde bazi integrallenebilir denklemleri elde etmek icin Frenet ¢ergeve yapisini

kullanarak Galile uzay1 Gs'deki egri evrimi incelenecektir.

G5 Galile uzayinda t zamani gostermek iizereu parametresine baglir ( u,¢) egri ailesi ele

alinsin. Bu ailer (u,7) degisim denklemine gore sekillendigine gore
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r

"= a(u, T + b(w, N+ c(u, )B (5.3.1)

| QU

r:=

QU

Ve

r(u,0) =r(u) (5.3.2)

olmak tizere burada a , b, ¢ keyfi fonksiyonlardir.

or or

=0 (5.3.3)

or
9wt =) =
fonksiyonu egri boyunca uzunlugu gostermektedir. Yay uzunlugu parametresi s ise

sut) i = [ g, £)du’ dir. (5.2.9) dan;

_dr _ 10r
ds gou’
1dt 1 ot
=i_ 1% 34
K ds kgou’ (5.3.4)
_1ldn _ 1 0n
tds  tgou’
Ve
dt 1||ot db
kK=1ll—ll|l = = ||— T:= —(N,— . L
ds g”au” ’ { 'ds) (5.3.3)

Simdi Frenet ¢atisindan degisim denklemleri elde edilecektir. (5.3.2) esitligini saglayan
egri ailesi i¢in metrik g , egrilik k ve burulma t olmak iizere g2 = (Z—Z, Z—;) oldugundan
her iki tarafin tlirevi alimirsa ve (5.3.1) ve (5.3.4) esitliklerinin kullanilmasiyla g

metriginin degisimi asagidaki sekilde hesaplanabilir.

a9 _ o Or 0 .dr
295 =2 (6t '6u(dt)>

=2(gT— (aT + bN + cB))
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da ob dc
=29 (T,£T+ axgN +£N + btgB +o B — ctgN)

=29 (T,g—zT + (z—z+ akg—ctg) N + (% + btg) B) = Zgg—z (5.3.6)
ve boylece
dg _ E)_a
rrlaliew (5.3.7)
elde edilir.

Burada u ve t lineer bagimsiz ancak s ve t lineer bagimlidir. Sonug olarak

dT_dar_ 10dadr 0 dr

dt _dtds . gouds  dsdr

10a 10a
gou gou

T+axN + 22N +btB+2% B—cIN
gou gou
_(0b dc
(S +ax—ct)N+(E+b7)B (5.3.8)

Benzer sekilde, birim normal vektor alant N nin degisimi icin

dN 10 (0b 1dk T (0c T (0b
E_ <;£(£+GK—CT)—;—— as—;(£+br)>N+ <;(g+aK—CT)+

10 [dc
22 (4 br)) B (5.3.9)

ve (Z—IZ, N) = 0 oldugundan

dN T (0b 10 (oc

@ (; (Gt ae—co)+o5 (5 bf))B (53.10)
ve

dke 0 (0b da dc

a2 (oo Hax—cr) w5 — 7 (5 + br). (5:3.11)

Buradan binormal vektor B i¢in degisim ;
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aB r(ab+ >+ a(ac+b> N
dat K \ds ar—ct kds\as | T
N 10 T<6b+ )+1 (Oc_l_b) 1dr aaB
Tds\k\ds ar—ct K 0s \0s ' tdt O0s
ab -
Buradan <E’ B) =0 oldugundan
ab T (b 19 (dc
E__ (;(E-l- aKk — CT) +;£(£+ bT))N (5312)
ve
dt 0 T<6b+ )+16(6c+b) da
dt ~ ds\x\as YT T) Tas\as T T tos
Tiim (u,?) i¢in (T, N) = 0 ve (T, B)=0 oldugundan
dr dN,
ve
dr dB, _
Boylece (5.3.9), (5.3.10) ve (5.3.12) esitliklerinden
Ztax—cr=0 (5.3.13)
ve
dc
P bt=0 (5.3.14)
olur. Dolayisiyla Frenet ¢atisinin degisim denklemleri
ar dN dB
—=0,—=0,—=0 (5.3.15)
dt dt dt
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ve buradan degisim denklemleri

dk da drt da
E_ - 35’ E_ _TE (5316)

[13].

I. Durum Burger denklemleri 6zellikle akiskanlar mekaniginde dogrusal olmayan dalga

yayilimi i¢in bir modeldir.

olmak tiizere burada Y(s,7) denklemin bir ¢ézliimiidiir.(5.3.16) denklemlerinde a = x veya

a = T alimirsa, x ve tdegerlerinin burger denklemine gore degisimi elde edilir [13].

Tanim 5.3.1. Galile uzay1 G3' teki bir egri degisimi (1, v) ve bunun akisi % nin asagidaki

durumda degismez oldugu sdylenir:

d

dt

or
u

(5.3.1) tarafindan verilen r(u,¢) egri ailesi deg§ismez ise o zaman (5.3.7)'den tiim (u,?) i¢in

da _
au

ve
g(u,1) = &(u)
elde edilir [13]. Buradan asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 5.3.1. (5.3.1) tarafindan verilen r(u,f) egri ailesi degismezdir ancak ve ancak tiim
(u,?) i¢in

da _
au

0

esitligi saglanir. Simdi degismez ve yay parametreli egriler ele alinsin.
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Yani g(u,t) =&(u)=1 ve %ZO olsun. Bu durumda lokal koordinat u yay uzunlugu

parametresi s ye karsilik gelir. Dolayisiyla egrinin akisi su sekilde ifade edilir:
Fi="T=a(s,OT+b(s,)N+c(st)B

ve Frenet ¢atisinin degisim denklemleri ise

T

E—O

N

—=0
dt

dB
£ _0
dt

dk
_:0
dt

d‘L’_
at

seklindedir [13].

5.4. G3in Equiform Geometrisindeki Egrilerin Hareketleri

(5.3.17)

(5.3.18)

a : I = G5 yay uzunlugu parametresi s olan bir egri olsun.Bu egri baska bir parametrik

gosterimde a (o)yazilirsa, oyle ki

a=f§ds,

= % a(s) nin egrilik yaricap1 olmak tizere yeni Frenet denklemleri

T (o) g 1 01|(T()
N (o) Z[O kK T||N(o)
0 -t rl|B(o)

B(o) .
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olur. Burada K, equiform egrilik ve 7 egrinin equiform burulmasi olarak adlandirilir a (o).

Equiform egrilik ve burulma ile k vet arasinda ise asagidaki baginti mevcuttur.

~ 1 dk ~ T
K= T T= e (5.4.2)
Buradan
do 1
P ; (5.4.3)

Ayrica equiform invaryant Frenet vektérleri T, N, B Galilean Frenet vektérleri T, N, B

arasinda asagidaki bagintilar mevcuttur.

~ T

T—;—pT
N—T— N
_K_p
E—B— B
_K_p

r(u,t) ailesinin equiform invaryant yay uzunlugu parametresi u olmak {lizere
1
o) = [ S g Odw
o P

dir. r(u,?) ailesinin hareketi su sekilde ifade edilebilir:

S =WT +UN + VB, (5.4.5)
Burada W ,U ve V herhangi fonksiyonlardir. 7(u,¢) ailesinin bir 6nceki hareketi, Gaile
uzay1 Gs'deki hareket (5.3.1) ile su sekilde iliskilidir:

dr
dt

= aT+ AN+ cB

Burada a = pW , b = pU ve c=pV dir. Buradan
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d—g—a—a=pz—f+gl€w veya

dt du

2= g(Z+iw)

dt do
elde edilir. Burada
d o0 ow - 1 dp) 0 0 d
—— T — — K —_—— — ] — ——
dt do (60 T p dt 60+60dt

(5.4.6)

(5.4.7)

dir. (5.4.4) ve (5.3.15) esitlikleri kullanilarak equiform invaryant teget vektor alani T nin

degisimi
10a

dT d = =
E—E(pT) = —EaT— —(E-FKW)T

(5.4.8)

bicimindedir. Benzer sekilde equiform invaryant normal ve binormal vektor alanlarinin,

equiform egrilik K ve burulma 7 nin degisimleri sirasiyla asagidaki gibi yazilabilir:

~

W= LNy = (22 + W),

dt

=Ly =—(Z+iw)B

dt
Z—f=—2(2—‘2’+ﬁw)k—%(2—‘i’+kw),
a9

dt

[13].
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6. BOLUM
TARTISMA VE SONUC

6.1.Tartisma

Bu ¢alismada, dncelikle 3 boyutlu Oklid uzayinda ve 3 boyutlu Lorentz uzayinda hareket
cesitleri verilmis ve bazi sonuglar paylagilmistir. Daha sonra ise 3 boyutlu Galile uzayida
farkli hareket ¢esitlerinden bahsedilmistir. Galile uzayinda elde edilen sonuglar bu uzayin
yapist sebebiyle Oklid ve Lorentz uzaylarindan farklihk gdstermekle birlikte Galile
uzayinda egri yoriingeleri ile elde edilen yiizeyler sinirhidir.

6.2.Sonuc¢

Yapilan ¢calismada elde edilen sonuglar su sekildedir:

3 boyutlu Oklid uzayinda ve 3 boyutlu Lorentz uzayinda bir uzay egrisinin helikoidal
hareket altinda izledigi yoriinge sonucunda elde edilen helikoidal ylizeyler i¢in ortalama
egrilik ve Gauss egriligi hesaplamalar1 bircok ¢alismada mevcuttur. 3 boyutlu Galile
uzayinda ise genel olarak donel ylizeyler lizerine yapilan caligmalar agirliktadir.

Helikoidal hareketler ve helikoidal yiizeyler ile ilgili calismalar sinirlidir.

58



10.

11.

12.

13.

14.

KAYNAKLAR

Ali, A. T., “Position vectors of curves in the Galilean space G3”, Mat. Vesn., 64(3), 200-
210, 2012.

Almaz, F., Kiilahci, M. A., “A mathematical interpretation on special tube surfaces in
Galilean 3-space”, Hacet. J. Math. Stat., 51(3), 632-645, 2022.

Baikoussis, C., Koufogiorgos, T., “Helicoidal surfaces with prescribed mean or Gaussian
curvature”, J. Geom., 63, 25-29, 1998.

Beneki, C., Kaimakamis, G., Papantoniou B. J., “Helicoidal surfaces in three-dimensional
Minkowski space”, J. Math. Anal. Appl., 275, 586-614, 2002.

Choi, M., Kim, Y. H., Park, G., “Helicoidal surfaces and their Gauss map in Minkowski
3-space”, Bull. Korean Math. Soc., 46, 567-576, 2009.

Dede, M., Ekici, C., Goemans, W., “Surfaces of revolution with vanishing curvature in
Galilean 3-space”, J. Math. Phys. Anal. Geom., 14 (2) 141-152, 2018.

Hacisalihoglu, H. H., “Diferensiyel Geometri 17, Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi,
Ankara, 2000.

Hacisalihoglu, H. H., “Diferensiyel Geometri 11", Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi,
Ankara, 2000.

Hou, Z. H., Ji, F., “Helicoidal surfaces under cubic screw motion in Minkowski 3-space”,
J. Math. Anal. Appl., 634-647, 2006.

Hou, Z. H., Ji, F., “Helicoidal surfaces with H?> = K in Minkowski 3-space”, J. Math.
Anal. Appl., 318, 101-113, 2007.

Lopez, R., “Differential geometry of curves and surfaces in Lorentz- Minkowski space”,
Int. Elec. J. of Geo., 7 (1), 44-107, 2014.

Mosa S., Elzawy, M., “Helicoidal surfaces in Galilean space with density”, Front. Phys.,
8, 2020.

Oztiirk, U., Cengiz, S., Oztiirk, E. B. K., “Motions of curves in the Galilean space G3”,
Acta Math. Sci., 35(5), 1046-1054, 2015.

Yoon, D. W., Karacan, M. K., Bukcu, B., “Geodesics on rotational surfaces in pseudo-

Galileanspace”, J. Geom. Symmetry. Phys., 45, 87-94, 2017.

59



