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OZET

Bu tez ¢alismasinda esas olarak graflarin spektrumlarina goére karakterize edilebilmesi
icin karma genisleme kavraminin kullanimi incelenmistir. Ayrica, en fazla {i¢ adet
O0zdegeri —1 ya da 0 dan farkli olan graflarin smiflandirilmast ve spektral
karakterizasyonlar ile ilgili literatiirde var olan sonuclarda derlenerek verilmistir. Bu
tez ¢aligmasi alt1 boliimden olusmaktadir. ilk béliimde tezin konusu, amaci ve ydntemi
hakkinda bilgiler verilmistir. ikinci béliimde bazi temel tanim ve kavramlar verilmis
olup ilerleyen béliimlerde gerekli olacak onbilgilere deginilmistir. Ugiincii boliimde
incelenen kiimenin ilk kismi1 olan en fazla iki adet 6zdegeri —1 ya da 0 dan farkli olan
graflarla ilgili literatiirde var olan bulgular verilmistir. Dérdiincii boliimde incelenen
kiimenin diger kismi1 olan tam olarak ii¢ adet 6zdegeri —1 ve 0 dan farkli olan graflar ile
ilgili literatiirde var olan bulgulara deginilmistir. Besinci bdliimde ii¢ noktali yol grafin
karma genislemeleri ve oOzel bir durum olan ananas graflarin tam spektral
karakterizasyonlarina yer verilmistir. Altinci bdlim olan son bdlimde ise tez

caligmasinin sonucunda yapilan ¢ikarim ve onerilerden bahsedilmistir.
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ABSTRACT
In this thesis, the use of the concept of mixed broadening has been examined in order to
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literature related to classification and spectral characterization of graphs with at most
three eigenvalues different from -1 or 0 are given. This thesis consists of six chapters. In
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1. BOLUM
GIRIS
Spektral graf teorisi, grafin yapisal Ozellikleri ile graf matrislerinin 6zdegerleri
arasindaki iligkiyi inceler. Bir grafin komsuluk matrisi hem satirlar1 hem siitunlar1 grafin
noktalarina gore ayn1 sirada indekslenen sifir-bir matrisidir. Belirli bir konumda kargilik
gelen noktalar komsu ise 1 komsu degil ise 0 ile gosterilir. Graflar genellikle komsuluk

matrisleri tarafindan incelenir.

Sonlu bir grafin spektrumu tanimi geregi komsuluk matrisinin spektrumudur, yani,
0zdegerler kiimesidir. Spektrum graf hakkinda bir¢ok bilgi icerir. Ancak genel olarak

grafi belirlemez. Yani spektral graf teorinin merkezi su sorudur;

Bir grafin spektrumu verildiginde grafin yapisi hakkinda ne séylenebilir?

Ornegin, spektrumdan bir grafin diizenli mi yoksa iki parcali m1 oldugunu gorebiliriz.
Spektral graf teorisi, bu tiirden sorular1 yanitlamaya yarar. Eger bir G grafi ile aym
spektruma sahip olan baska bir graf kesinlikle G grafina izomorf oluyorsa G ye
komsuluk spektrumuna gore belirlenebilir bir graf (kisaca DAS; determined by
adjacency spectrum) denir. Son yillarda bir grafin spektrumuna gore belirlenip
belirlenemedigi sorusu c¢ok ilgi c¢ekmistir. Wang ve Xu genis bir graf ailesi
tanimlanmistir ve bu ailedeki her grafin spektrumu ve tiimleyeninin spektrumu
tarafindan belirlendigini gdsterilmistir [1]. Ote yandan agaglar ve ¢ok diizenli bir yapiya
sahip graflar gibi bunlarin nerdeyse higbir zaman spektrum tarafindan belirlenmedigi de
kanitlanmigtir [2, 3]. Bircok graf icin spektrum tarafindan belirlenip belirlenmedigi

tespit edilmistir. Fakat, diger bir¢ok ilging graf i¢in sorun hala acgiktir [1].

Ornegin bazi sabit uzaklikl1 grafin spektrumlari tarafindan belirlendigi kanitlanmgtir [1]
(6rnegin Odd graf) ve daha da fazla graf ailesi i¢in izomorf olmayan kospektral graflar
olusturulmustur. Bununla birlikte birgok Onemli graf ailesi i¢in sorun hala
cozlilmemigstir. Baz1 matris tipleri i¢in ayni spektruma sahip iki graf, karsilik gelen
matrise gore kospektral graflar olarak adlandirilir. Sekil 1.1 de gosterilen iki grafi goz

oniinde bulunduralim. Bu graflara karsilik gelen komsuluk matrisinin {21, 03, —21}

1



spektrumuna sahip oldugu kolayca goriiliir. Burada iisler o 6zdegerin cebirsel katliligin
gosterir. Bu 1957’ de Collatz ve Sinogowitz tarafindan bulunan izomorf olmayan
kospektral graflarin ilk 6rnegidir. Bes noktadan daha az noktaya sahip graflar icin, ayni
komsuluk matrisine sahip kospektral graflar yoktur. Bu nedenle besten az noktaya sahip

herhangi bir graf spektrumu tarafindan belirlenir.

] V2

Vs

Vo vs
v1
v i v3 va

Sekil 1.1. 5 noktali kospektral iki graf
Bir graf spektrumu tarafindan belirlenemezse, bu durum izomorf olmayan kospektral bir
es iligkisi olusturularak kanitlanabilir. Kospektral graflar olusturmak igin cesitli
metotlarin var oldugu bilinmektedir [4]. En 6nemlisi Godsil ve McKay’ in switching
yontemidir [5]. Bu yontem ile yapilan islem, graf iizerinde uygulanan ve verilen grafin
komsuluk matrisinin spektrumunu degistirmeyen bir islemdir. Her zaman olmasa da
cogunlukla elde edilen graf ilkine izomorf degildir. Dolayisiyla Godsil-McKay

switching belirli graflar i¢in kospektral esler olusturmakta bir aragtir.
Ornek

Sekil 1.2 de verilen G = (V,E) grafin nokta kiimesi V ={1,2,3,4,5,6,7,8,9} ve
par¢alanmisindaki kiimeler sirasiyla X; = {1, 2, 3,4}, X, = {5,6}, X5 = {7,8,9} olur. G
grafina Godsil-McKay switching uygulandiginda elde edilen graf H grafidir.

G ve H graflarinin komsuluk matrislerinin spektrumu;

spec(A(G)) = spec(A(H)) = {-2.72,-1.31,—12,-0.45,0.28,0.71, 1.52,3.97} olur.
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Sekil 1.2. Godsil-McKay switching uygulanigi
Graflarin belli matrislerinin 6zdegerlerine gore karakterize edilerek smiflandirilmaya
calisilmas: literatiirde incelenmekte olan temel problemlerden biridir. Graflarin
komsuluk matrisi ve bu  matrise bagli olan 0Ozdegerlerine gore karakterize
edilebilmesine dair ¢alismalar literatiirde mevcuttur. Bu ¢alismalarin ¢ogunda esas amag
graf Ozdegerlerine bagli olarak karakterizasyon yapmak ya da siniflandirma
olusturabilmektir. Genel olarak bu ¢alismalarda graf ¢izimi, grafin spektral yarigap1 ya
da belirli bir 6zdegeri (en biiyiik, en kiigiik v.b.) gibi graf parametreleri esas alinmis ve

buna bagl kalinarak sonugclar elde edilmeye calisilmigtir [1].

Bu tez ¢aligmasinda oncelikle en fazla 2 adet komsuluk 6zdegeri —1, 0 dan farkli olan
tim graflarin olusturdugu kiimeler incelenmistir. Ugiincii béliimde bu graflarla ilgili
literatiirde yapilan ¢aligmalara ve elde edilen bulgulara yer verilmistir. Bir grafta izole
bir nokta, bu grafin komsuluk spektrumunda sadece sifir 6zdegerinin yer almasina yol
acar. Bu sebepten otiirii, dncelikle izole nokta icermeyen graflarin olusturdugu kiimeler
belirtilmistir. Daha sonra ise izole noktalar dahil edilerek incelenen kiimeler ele
alinmistir. Bu siniflandirma en fazla iki adet 6zdegeri —1,0 dan farkli olan tiim
graflarin bulunmasi ve bulunan graflarin ¢ok parcali olup olmadigini belirlemek, tiim
graflar icin olusturulan gruplarin es spektruma sahip olanlar1 kiimelere ayirmak ve bu
kiimelerin izomorfizma farkina gore ayri ayri incelenmesini icermektedir. Dolayisiyla
bu graflarin komsuluk spektrumuna gore belirlenebilir olup olmadiklarma da
deginilmistir.

Daha sonra karma genisleme kavrami {izerinde durulmustur. Karma genisleme bir G
grafinin her noktasinin bir klik veya bir ko-klik ile yer degistirilmesi ve bu esnada G de
birbirine komsu olan noktalarin olusturdugu klik veya ko-kliklerin de birbirine komsu
olacak sekilde birakilmasi islemidir. Sonrasinda tam olarak 3 adet 6zdegeri —1 ve 0 dan
farkl1 olan ve izole noktalar icermeyen graflarin incelenmesine devam edilmistir. Bu
ozelligi tastyan tiim graflarin kiimesini W' ile gosterelim. W' kiimesindeki baglantili ve

baglantisiz graflar i¢in literatiirde mevcut olan bilgiler dordiincii boliimde verilmistir.

3



Tablo 4.2 de verilen graf tiirlerinin son kismi olan —1 ve 0 disindaki ii¢ 6zdegerinin
ikisi pozitif biri negatif olan tiim graf tiirlerini G* ile gosterelim. G* kiimesinde yer alan
graflar Tablo 4.3 de detayli bigcimde verilmistir. Bu kiimenin incelenmesinde literatiirde
mevcut olan iki parcali olan ve iki parcali olmayan graflar ele alinmistir. Bu graflar

strastyla 3,4 ve 5 noktali yol graflarin karma genislemelerinden olusmaktadir.

Daha sonra 3 noktali yol grafin karma genislemelerinin spektral karakterizasyonlari
nokta sayist 25 ile kisitlanarak incelenmis ve literatiirde mevcut olan bilgiler derlenerek
besinci boliimde verilmistir. Son olarak 3 noktali yol grafin karma genislemesinin 6zel

bir durumu olan ananas graflarin tam spektral karakterizasyonlarina yer verilmistir.



2.BOLUM
ON BIiLGILER

2.1. Temel Tanim ve Kavramlar

Bu kisimda oncelikle lineer cebir ile ilgili bazi temel tanim ve kavramlara yer

verilmistir.

Tamm 2.1.1. F bir cisimve a;; € F (1 < i <m,1 < j < n) olmak lizere

a1 Qg2 Ain
a1 Ay Ao
Am1 Amz2 = Qmn

seklindeki bir dikdortgen tabloya matris denir. m satirli ve n siitunlu bir matrise m X n
boyutlu (mertebeli) ya da kisaca bir m X n matris denir. Eger bir matrisin satir ve siitun
sayilar esit ise bu matrise kare matris denir. Elemanlar1 reel sayilar cismine ait olan
biitiin m X n matrislerin kiimesi M,, ,(R) ile elemanlar1 kompleks sayilar cismine ait
olan biitlin m X n matrislerin kiimesi de M, ,,(C) ile ifade edilir. Matrisin elemanlarinin
ait oldugu kiime farkliliklarina gore matris gosterimi [F cismi lizerinde tanimli M, ,, (IF)

olacak sekilde ifade edilir [6].

Tanmm 2.1.2. 4 = [aij] m X n tipinde bir matris olmak lizere A nin transpozu; A
matrisinin satirlarini siitun ve siitunlarmi satir yapmakla A matrisinden elde edilen ve AT

ile gosterilen n X m mertebeli bir matris olarak tanimlanir. Yani

A1 Qe - Qqp A1 QAzp Qg
ay1 Az - Qyp .. A2 Az - Gy

A= 0 . 0| olmakiizere AT=1 " 77 . T folur[6].
Am1 Amz " Amn Ain  Qzn - Qmn

Tanimm 2.1.3. Eger A = [ai j] matrisinin elemanlar1 kompleks sayilar ise, o zaman A
matrisinin eslenik transpozu A* = [éji] olarak tanimlanir. Béylece eger A = [ai j] olmak
iizere A nm eslenigi A = [4;] ise, o takdirde A* = (A)T dir. Eger A matrisinin
elemanlari reel sayilar ise bu durumda A = A olacagindan AT = A* seklindedir [6].

Tamm 2.1.4. Esas kosegen tlizerindeki biitlin elemanlar1 "1" ve diger tiim elemanlar1 "0"

olan bir kare matrise birim matris denir. Birim matris [ ile gosterilir. A herhangi bir kare

matris olmak tizere Al = [A = A oldugu kolayca goriilebilir [6].



Ornek

Ucgiincii mertebeden birim matris
1 0 O

L=lo 1 0
0 0 1

seklinde verilir.

Tamm 2.1.5. Keyfi m,n € Z* igin biitiin elemanlar1 "1" olan m X n tipinde matrise

birler matrisi denir. Birler matrisi J ile gosterilir [7].

Ornek

111
Jas=l1 1 1, mz[l 11 1]bigimindedir.
T 111 1

Tanim 2.1.6. Keyfi m,n € Z* igin biitiin elemanlar1 "0" olan m X n tipinde matrise

stfirlar matrisi denir. Sifirlar matrisi O ile gosterilir [7].

Ornek
0 0 0 0 O
0 0 0 0 O 0 0 0 O
Osxs=(0 0 0 O 0,03x4=[0 0 0 0] bi¢imindedir.
0 0 0 0 O 0 0 0 O
0 0 0 0 O

Tanim 2.1.7. Bir A= [al-j] kare matrisinin izi A matrisinin esas kdsegen

nxn

elemanlarinin toplami olarak tanimlanir ve tr(A4) ile gosterilir. Yani

n

tr(4) = Z a;;

i=1
olur [6].

Tanimm 2.1.8. A = [ai j]nxn bir kare matris olmak lizere eger i # j i¢in her zaman a;; =

0 oluyorsa, o takdirde A matrisine kdsegen matris denir ve diag(A) seklinde gosterilir.

a11 O 0 b 0
diagy=| 9 = 9 0
0 0 0 - a,

Kisaca diag(A) = (ay4, ..., Qny) bigiminde gosterilir.
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Ozel olarak, eger a;; = ay, = - = a,, = a ise D = al,, matrisine skaler matris denir

[6].

Tanim 2.1.9. 4,, = [ai j] kare matrisinde, 1 < i, j < n olmak {izere,

Vi > jicin eger a;; = 0 ise A, matrisine list liggensel matris denir.
Vi < jigin eger a;; = 0 ise A, matrisine alt liggensel matris denir.
AT = A, ise A, matrisine simetrik matris denir.

AT = —A,, ise A,, matrisine ters simetrik matris denir.

Ay, = A, ise A, matrisine hermityen matris denir.

Ay = —A,, ise A, matrisine ters hermityen matris denir.

Ay A, = A, 4;, ise A,, matrisine normal matris denir.

Ay A, = A A5, = [, ise A, matrisine birimsel matris denir.

AT A, = A, AT = [, ise A, matrisine ortogonal matris denir [8].

Ornegin,

ai1 Q12 Qi3
0 ay az3] bigimindedir.
0 0 as;
a;; O 0
Ay Az, O ] bi¢imindedir.
31 dzz dsz

Ucgiincii mertebeden bir iist {iggensel matris A =

Ucgiincii mertebeden bir alt iiggensel matris A =

a;; b c
b a,, d ] bigimindedir.
c d ass

Ucgiincii mertebeden bir simetrik matris 4 =

0 a b
Ucgiincii mertebeden bir ters simetrik matris A = |—a 0 c] bi¢imindedir.
—-b —c O

a;;, a+ib c+id
a—ib a,, e+if
c—id e—if as3

Uciincii mertebeden bir hermityen matris A =

bigimindedir.

Ugiincii mertebeden bir ters hermityen matris A

iaqq a+ib c+id

—a +ib iay, e+if
—c+id —e+if iass

bigimindedir.




Ornek

_ —i
A= [—2 + 3i
matrisi normal midir?
A=|243 o0 ]lseA_[z—&'
L [ =i 2430 i —2—3i
AA_.—2+3i 0 ][2—31‘ 0 ]
_[-i*+4-9i* 2+ 3i2]
—2i + 3i? 4 — 9;j?
_[ 14 -3+ Zi] ve
| —3 — 2i 13
R —2.- 3 —i 2 + 3i
AA_.2—3i 0 ”—2+3i 0 ]
_[-i*+4-9i* 2+ 3i2]
—2i + 3i? 4 — 9;j?
_[ 14 -3+ Zi] AW
| —3 — 2i 13 '

Buradan AA™ = A*A oldugundan A normaldir.

Ornek

matrisi birimsel midir?

1+i  1-i
_ 2 2 . *
A= 1-i 1+ ise 4
2 2
1+i 1-i 1—-i
« | 2 2 2
AA" = 1—-i  1+i| | 1+4i
2 2 1L 2
[1—i  1+i] [1+i
R 2 2
A"A = 140 1-i||1-i
2 2 2

=
x

1-i]

=

—i
2
+i
2

[y
[SEN)
=

-
|
~
-
+
~

.| olur.

|

=lo 1

Ve

= [(1) (1)] olur.

0

—2—3i
0

1—-1i

1+

Buradan AA™ = A*A = I, oldugundan A birimseldir.

8

2+3i]

] olur. Buna gore



Ornek

~| G

|
N| =
N|é|l\)|b—l

matrisi ortogonal midir?

MR 31
_l2 2 T _ |2 2 ..
A= i 1se A" = 1o olur. Buna gore,
2 2 2 2
V3o 1][¥3 _1]
T_|2 2||z2 2l 11 01_
e R | =y 1=t ve
2 21dL2 2]
3 _1[B 1]
T _|2 2|l 2 2(_[1 01_
ATA = P | —[0 1]—1201ur.
L2 211 2 2]

Buradan ATA = AAT = I, oldugundan A ortogonaldir.
Tanim 2.1.10. A,, kare matris ve I,, birim matris olmak tizere
A,B, = B A, =1,
olacak sekilde bir B, matrisi varsa, 0 zaman B matrisine A matrisinin tersi denir ve
B = A1 ile gosterilir.

Her kare matrisin tersinir olmasi gerekmez. Tersi var olan matrislere tersinir (diizgiin,
tekil olmayan) matris ve tersi var olmayan matrislere tekil matris (diizglin olmayan)

denir [6].

Tamm 2.1.11. A, m satir ve n slitundan olusan bir matris olsun. K € {1, 2, ..., m} olmak
lizere k tane elemandan olusan K = {ij,i,,...,{;} kiimesi ve L € {1,2,...,1} olmak
tizere | tane elemandan olusan L = {j, j,, ..., j;} kiimesi igin, satir-stitun indisleri K ve

L kiimeleri ile kisitlanan bir matrise A matrisinin bir alt matrisi denir. Yani,

Aiyj,  Qigj, 7 Qigjy
al . a . . eee a . .
2J1 12]2 12]1 .
Amn [K' L] = : dir [8]
QAirj,  Qigj, Qiyjy



Teorem 2.1.1. Her n X n matrise bir reel say1y1 karsilik getiren ve asagidaki 6zelliklere

sahip olan bir ve yalnizca bir fonksiyon, det vardir [6].

1. B matrisi; verilen bir n X n A matrisinin bir satirinin bir a # 0 reel sayisi ile
carpilmasi sonucu A matrisinden elde edildigi zaman detB = adetA

ii. B matrisi; verilen bir nXn A matrisinin  herhangi iki satirinin
yer degistirilmesi ile A dan elde edildigi zaman
detB = —detA

iii. B, mXn A matrisinin bir satirmnin bir skaler katmnin diger bir
satira ilave edilmesi ile A dan elde edilen matris oldugunda
detB = detA

iv. I, n X n birim matris olmak {izere

detl =1
Tamm 2.1.12. A = (a;;) n X n bir kare matris olmak lizere A matrisinin determinanti,
detA = Y.ges, sgn(0) [1i=1 dis(y
= Zoesn sgn(o) A16(1)A26(2) -+ Ano(n)
seklinde verilir.Burada S,,, simetrik (permiitasyon) grup ve sgn(o);

[+, o giftise
sgn(0) = {—1, o tek ise

seklinde tanimlanan isaret fonksiyonudur [6].

Tamm 2.1.13. A m X n tipinde sifirdan farkli bir matris olsun. Bu matrisin biitiin alt
kare matrisleri arasinda, determinant1 sifirdan farkli olanlarinin mertebelerinin en

biiyligiine A matrisinin ranki denir ve r(4) ile gosterilir [6].

Ornek
5 0 2
A‘[7 0 1

matrisinin 2 X 2 biitiin alt matrisleri

m=l; ol a=lp 1 4=l 5

10



dir. Bunlardan A; ve A, alt matrislerinin determinantlar1 sifir olmasina karsilik
detA; = —9 # 0 dir. Boylece determinanti sifirdan farkli en biiylik mertebeli alt matris

A3 ve A5 iin mertebesi 2 oldugundan A matrisinin ranki 2 dir, yani r(4) = 2 dir.

Tanim 2.1.14. A = [aif]an matrisi ile x,n X 1 vektoriiniin ¢arpimi sonucunda elde

edilen vektoriin orijinal vektore paralel oldugunu kabul edelim. Yani Ax = Ax olsun.
Keza Ax = Ax denklemini I,n X n birim matris olmak iizere (A — AI)x = 0 seklinde
yazabiliriz. Halbuki (A — AI)x = 0 denklemi n bilinmeyenli, n denklemden ibaret bir
homojen lineer denklem sistemidir. Diger taraftan bir homojen lineer denklem
sisteminin asikar olmayan ¢Oziimiinlin olmas1 i¢in katsayilar matrisinin tekil olmasi
gerekir. Bundan dolayr (A — Al)x = 0 denklem sisteminin asikar olmayan ¢oziimii

det(4 — Al) = |A — AI| = 0 olmas1 halinde mevcuttur. Buradan

a;; — A apy A1n
a a,, —A - a
det(4 — Al = & 2z m1=0
an1 An2 *t Aun-2

det (A — AI) nin hesaplanmasi sonucunda A ya bagl n-yinci dereceden monik bir
polinom elde edilir. Bu polinoma A matrisinin karakteristik polinomu denir ve K, (1)
seklinde gosterilir. Yani K,(4) = det (A — AI) dir. Ayrica karakteristik denklemin
koklerine A matrisinin 0zdegerleri (ya da karakteristik degerleri) denir. Hemen
hatirlatalim ki; K, (1) = 0 n-inci dereceden bir denklem oldugundan tam olarak n tane

koke sahiptir. Tabiatiyla bunlarin hepsinin farkli olmas1 gerekmez.

Ax = Ax veya (A — Al)x = 0 denkleminde sifir olmayan x ¢6ziimlerine A nin A
ozdegerlerine karsilik gelen dzvektodrleri (karakteristik vektdrleri) denir. Ozdeger ve

ozvektorlerin bu tanimindan dogrudan
Axi = Aixi (l = 1, 2, ...,n)

temel formiilii elde ederiz [6].

11



Ornek

1 0 -1
A=11 2 1] matrisinin  6zdegerlerini ve bu Ozdegerlere karsilik gelen
2 2 3

O0zvektorlerini bulunuz.

Once A matrisinin karakteristik polinomunu bulalim. Buna gére

1-41 0 -1
1 2—21 1
2 2 3—-1

K,(1) = det(4 — Al) =

=-2+612-111+6
=—A-1DA-2)1-3)
olur. Boylece A nin karakteristik denklemi
KsWH=-A-1D@A-2)1-3)=0

seklinde olup buradan A matrisinin 6zdegerleri A, = 1, 1, = 2, 1; = 3 olarak bulunur.
Simdi ise, bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorleri bulalim. Bunun i¢in (A — Al)x = 0

homojen lineer denklem sistemini agik olarak asagidaki gibi yazariz.

(1 - A)xl + Oxz - x3 == 0
x1 + (2 - A)xz + x3 == 0 (2.1)
2 x1 + 2x2 + (3 - /1))(3 = O

Daha sonra A; = 1 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorii bulmak i¢in (2.1) denkleminde

A =1 koyarak
0x; +0x, — x3=0

Xy + x, + x3=0 (2.2)
2x1+2x,+2x3=0

homojen lineer denklem sistemini elde ederiz. Bu homojen lineer denklem sisteminin
coziimii bize A; =1 Ozdegerine karsilik gelen o6zvektorii verecektir. (2.2) lineer
denklem sisteminin ranki 2 olup (n —r = 3 — 2 = 1) bir keyfi bilinmeyen s6zgelimi

x; = a aliriz. O zaman

12



Oxz_x3:0
x2+x3:_a

olup buradan x, = —a ve x3 = a bulunur. Boylece A; = 1 6zdegerine karsilik gelen

ozvektore X, dersek, o zaman

X1 a 1
le = l—al =a[—1] (O;taE]R)
0

X3 0

X1:

olarak bulunur. Simdi A, = 2 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorii bulalim. Bunun i¢in

(2.1) denklem sisteminde A = 2 yazarak
—x; +0x; —x3=0

Xy +0x;, +x3=0

2x1+2x,+ x3=0

homojen lineer denklem sistemini elde ederiz. Bu homojen lineer denklem sisteminin

ranki da 2 olup bir keyfi bilinmeyen s6zgelimi x; = b seceriz. Buna gore
x1 - Oxz ES _b
le + 2x2 = _b

. . . . v e b o .
olup bu lineer denklem sisteminin ¢oziimiinden x; = —b, x, = 5 degerlerini elde

ederiz. Boylece A, = 2 6zdegerine karsilik gelen 6zvektore X, dersek, o zaman

X2:

X4 —b -1
xz]= > |=b (0 # b € R)
X3 b

1
2
1
buluruz. Son olarak A; = 3 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorii bulmak igin yine (2.1)
homojen lineer denklem sisteminde A = 3 koyarak
_2x1 + Oxz - x3 == O
x1 - xz + x3 = O
2x1+2x2+0x3 :O

homojen lineer denklem sistemini elde ederiz. Bu denklem sisteminin de ranki 2

oldugundan yine bir tane keyfi bilinmeyen seceriz. Buna da x; = ¢ diyelim. O takdirde

13



X, = —% ve X, = % olarak buluruz. Eger 1; = 3 6zdegerine karsilik gelen 6zvektore

X5 dersek, o zaman

x1 -
Xy | =
X3

buluruz.

R NIRN R

Anlan|a
Il
a

2.2. Graf Teoride Temel Kavramlar

Bu boéliimde Graf teori ile ilgili bazi 6n bilgilere yer verilmistir. Genel olarak [7, 8, 9,

10, 11] kaynaklarindan yararlanilmistir.

Tanim 2.2.1. Bostan farkli V = {v,, ..., v,,} noktalar kiimesi ve E = {ey, ..., e,,} kenarlar
kiimesi olmak iizere bir G grafi, G = (V,E) ikilisi seklinde tanimlanir. Burada E
kiimesindeki bir kenar, V kiimesindeki noktalarmn bir sirali ikilisidir. |V| =n ve
|E| = m ise G ye n noktali ve m kenarli bir graf denir. Nokta sayisina kisaca G nin

mertebesi de denir. Kenar sayisina da G nin genisligi denir [9].

Tanim 2.2.2. G = (V,E) grafina; |V| = 1 ise agikar (trivial, singleton, single point)
graf, E = @ ise null (bos, empty) graf denir [9].

Tanim 2.2.3. Bir grafin tiim kenarlari, bu kenarlar1 olusturan noktalardan biri ¢ikis
noktast biri varig noktasi olacak bi¢imde yonlendirilmis ise bu grafa yonlii graf ya da
digraf denir. Yonlii bir grafin kenarlarina yonlii kenar denir. Yonlii kenar igermeyen bir

grafa yonsiiz graf denir. Kenarlarinin bir kismi yonlii, bir kism1 yonsiiz olan bir grafa

karma graf denir [9].

Tamm 2.2.4. G = (V, E) bir graf olmak iizere eger e, = (v;, v;) € E ise bu kenara v;

noktas1 lizerinde bir ilmek (loop) denir [10].

Tamm 2.2.5. G = (V, E) bir graf olmak lizere eger herhangi bir v;, v; € V igin v; ile v;
arasinda birbirinden farkli birden fazla kenar varsa bu kenarlara katli kenarlar denir
[10].

Tamm 2.2.6. G = (V, E) grafimin keyfi iki noktas1 v;, v; € V olmak lizere bu iki nokta
arasinda en az bir kenar var ise bu noktalara birbirine komsudur denir ve v;~v; ile

gosterilir [9].
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Tamm 2.2.7. G = (V,E) bir graf olmak iizere, G deki bir v; noktasina komsu olan
noktalarin kiimesine o noktanin komsuluk kiimesi denir ve N(v;) ile gosterilir.

N(v;) = {v; € V:v;~v; } biciminde ifade edilir [9].

Tamm 2.2.8. G = (V,E) bir graf olmak {lizere G grafi hem katli kenar hem de ilmek
iceriyorsa G grafina pseudo graf denir [10].

Ornek

V3/V1\v4
=0

v2

Sekil. 2.1. Pseudo graf
Tanim 2.2.9. Katli kenar ve ilmek icermeyen bir grafa basit graf denir [9].

Tamm 2.2.10. Bir grafin noktalarinin isimlendirilmesi islemine etiket/eme: noktalar

isimlendirilmis bir grafa ise etiketlendirilmis graf denir [9].

Ornek
va —C3 Vo
/
Sekil. 2.2. Yonlii bir pseudo graf
V(G) = {v1,v,,V3,Vs} kiimesi G grafinin noktalar kiimesi,

E(G) = {eq, €3, €3, €4, €5, €5} kiimesi G grafinin kenarlar kiimesi, e kenar1 ilmek, e, e,
kenarlar1 da katli kenar olur. Ayrica herhangi bir noktanin komsuluk kiimesini yazalim.

Ornegin, N(v,) = {vy, v, v3} bigimindedir.

Tamm 2.2.11. G = (V,E) bir graf olmak iizere v; € V(G) noktasina bagl kenarlarin
sayisina v; noktasinin derecesi denir ve deg;(v;), deg (v;) ya da kisaca d(v;) ile

gosterilir. Herbir ilmek baglandigi noktanin dercesini 2 arttirir [10].
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Tamm 2.2.12. u ve v bir yonlii grafin herhangi iki noktasi olsun. u ve v bir e kenar ile
birlestirilmisse u ve v noktalarina komsu noktalar denir. Eger kenar u noktasindan v
noktasina dogru yonlendirilmisse e kenarina u dan v ye bir kenar denir. u noktasindan
cikan yoOnlendirilmis kenarlarin sayisina u noktasinin dis derecesi (outdegree), u
noktasina gelen yonlendirilmis kenarlarin sayisma da wu  noktasinin  i¢
derecesi(indegree)denir. Dig derece od(v;) ve i¢ derece id(v;) seklinde gosterilir.

Yonlii ilmekler baglandigi noktanin i¢ derecesini ve dig derecesini 1 er arttirir [11].

Tanim 2.2.13. G = (V,E) bir graf olmak iizere v; € V(G) noktas1 i¢in d(v;) = 0 ise
yani bu noktaya degen higbir kenar yoksa v; noktasina izole nokta denir. Eger v;

noktasi i¢in d(v;) = 1 ise bu durumda v; noktasina pendant (sarkit) nokta denir [10].

Tamm 2.2.14. Bir G grafinin noktalarinin derecelerinin en biiyligiine grafin maksimum
derecesi denir ve A(G) ile gosterilir.Bir G grafinin noktalarinin derecelerinin en

kiigtigline grafin minimum derecesi denir ve 6 (G) ile gosterilir [9].

AG) = 1;rer‘l/a&() deg (v) ve
6(G) = UIEI‘}I(IGI) deg (v) olur.

Not: G, n mertebeli basit ve yonsiiz bir graf ve v, G nin herhangi bir noktasiysa;
0<6(G)<deg(v)<AG)<n-1
dir.

Lemma 2.2.1. G = (V, E) bir graf olmak iizere

> deg(v) = 2.IE(G)

veEV

dir. Yani G = (V, E) grafinda dereceler toplam1 kenar sayisinin 2 katina esittir.

Bu lemma kaynaklarda el sikisma lemmas1 (Handshaking Lemma) olarak da ifade edilir

[10].
Sonugc 2.2.1. Bir G grafinda tek dereceli noktalarin sayisi ¢ifttir [11].
Ispat

G grafinin tek dereceli noktalarinin kiimesi U ve ¢ift dereceli noktalarinin kiimesi W

olsun. V = UUW oldugu aciktir. G nin kenar sayis1i m ise Lemma 2.2.1 den
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Z deg(v) + Z deg(v) = Z deg(v) = 2m

veu vEW vev

olur. Y, ey deg(v) toplami terimler ¢ift oldugundan dolay ¢ift say1 gelmek zorundadir.
O halde },cydeg(v) toplami ¢ift olmalidir. Toplamdaki tiim elemanlar tek sayi
oldugundan dolay1 toplamin cift say1 gelebilmesi i¢in ¢ift sayida terim toplanmalidir.

Buradan |U/| ¢ift sayidir.

Ornek

)
Cvz V1/_>\v2/
o =0 G5

V3

va

Sekil. 2.3. G pseudo grafi ve H yonlii grafi
G grafinda deg(v,) = 4,deg(v,) = 6,deg(v;) = 6 ve deg(v,) =4 olur. Kenar
kiimesi E (G) olmak tizere |E(G)| = 10 dir. Buradan A(G) = 6 ve §(G) = 4 olur.

Dereceler toplam1 d(v,) +d(v,) +d(v3) +d(v,) =4+ 6+6+4 =20 =2|E(G)]
olur.

H grafinda od(v,) =id(v,) = 2, id(v,) = 0od(v,) = 3, od(v3) = id(v5) =1,
od(v,) = id(v,) = 1 olur. Kenar kiimesi E (H) olmak tlizere |E(H)| = 7 dir.

Tanim 2.2.15. Bir ¢ = (V,E) grafi verilsin. |G| =n ve 0 <r < n — 1 olacak sekilde

bir r € N i¢in, G deki her noktanin derecesi r ye esit oluyorsa, G ye r- regiiler (r

diizenli) graf denir [11].

Ornek
vi V2 V1 Vo v — Vlz "|1 - "I2
| X
V4 V3 v3 71 Vg — V3 Vg — W3
O-regtiler 1-regiiler 2-regiiler 3-regiiler

Sekil. 2.4. Mertebesi 4 olan tiim regiiler graflar
Tanim 2.2.16. Noktalarin derecesi 3 olan 10 noktali ve 15 kenarl diizenli grafa 6zel

olarak Petersen graf denir [10].
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Ornek

/VQ\V4
V1O\V5)< \

ve
”wé /

\ /Vz

v7

v3

Sekil. 2.5. Petersen graf
Tanmm 2.2.17. G = (V,E) graft i¢in V' €V ve E' € E olmak iizere, S = (V',E")

grafina G’ nin bir alt grafi denir ve S € G ile gosterilir [9].

Tanmm 2.2.18. G = (V',E") grafi, G = (V,E) grafinin bir alt grafi ve V' =V, E' = F

ise S ve G graflarina egit graflar denir [9].

Tammm 2.2.19. G grafinin noktalarindan bazilarinin ve bu noktalara degen tiim
kenarlarin silinmesiyle elde edilen alt grafa G nin nokta indirgenmis alt grafi denir. Bazi
kenarlarin (u¢ noktalar1 sabit birakilarak) silinmesiyle elde edilen alt grafa ise G nin
kenar indirgenmis alt grafi denir. Nokta indirgenmis herhangi bir alt grafa kisaca

indirgenmis alt graf da denir [9].
Ornek

Asagidaki sekilde verilen H; grafi G grafindan vg noktasinin silinmesiyle elde edilen
nokta indirgenmis alt grafidir. H, grafi ise G grafindan {v;, v3} kenarmin silinmesiyle

elde edilen kenar indirgenmis alt graftir.

/\ W

V5

vs v / \

v3 V2

V4

N
~N S
G H1 HZ

Sekil. 2.6. G grafi ve alt graflar
Tanmm 2.2.20. G = (V,E) grafinin, H = (V',E") grafim1 alt graf olarak igermesi
miimkiin degil ise H grafina G nin bir yasaklanmus (forbidden) alt grafi denir [9].
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Tamm 2.2.21. Bir G = (V, E) grafinin keyfi noktalari vy, ..., v, € V olmak lizere vy

noktasindan baslayip v, noktasinda biten keyfi bir ytiriiytis,

Vi {vko' vk1}' Vky» {vkﬂ vkz}’ Vkys o) {vki—ﬂ vki}’ Vk;

seklinde yazilan nokta ve kenarlardan olusan sonlu bir dizidir. Bir yiirtiylisteki kenar
sayist yurtiyis uzunlugudur. Herhangi bir yiirliyliste ayni nokta veya kenar birden fazla

defa yer alabilir [9].

Tammm 2.2.22. Kenar tekrarlamayan bir yiirliylise gezi; nokta tekrarlanmayan bir

ylirliylise ise yol denir [9].

Tanim 2.2.23. Baslangi¢ ve bitis noktasi1 ayni olan bir yiiriiylise kapali yiiriiyiis denir.
Kenar tekrarlamayan bir kapali yiiriiyiise devir; nokta tekrarlamayan bir kapal ytiriiylise

ise dongii (cycle) denir [9].
Asagidaki tablo ve drnekle bu tanimlar daha anlagilir hale getirilmek istenmistir.

Tablo 2.1. Yilriylis, kapali ylrlylis, gezi, devir, yol, dongli tanimlarinin
karsilastirilmasi [9]

Tekrarlama Kenar Nokta
kisitlamasi1 yok tekrarlamama Tekrarlamama
Keyfi noktada YURUYUS GEZI YOL
baslayip biten
Aymi noktada KAPALI DEVIR DONGU
baslayip biten YURUYUS
Ornek

Asagidaki  sekilde verilen bir G grafinda  S-uzunluklu  bir  yiiriyis;
V3, (U3, Vs }, Vs, {4, Us}, Vs, {Vs, U2}, V5, {vg, U1}, 01, {V1, 5}, Vs olur. G basit graf
oldugundan v; — v, — vs — v, — v; — V5 biciminde de yazilabilir. Bu yiiriiylis, kenar
tekrarlanmadig1 i¢in, ayn1 zamanda bir gezidir. Fakat vs noktasindan iki kez gecildigi
icin bir yol degildir. Baslangi¢ ve bitis noktalar1 farkli oldugundan kapali yiiriiyiis
degildir. v; — v, — v5 yiirliylisii 3 uzunluklu bir yoldur ve v; — v, — v5 — v; ylirliylisi

ise 3-uzunluklu bir déngiidiir.
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V-

V4 2
\ s /
V4 / \ v3
Sekil. 2.7. Yiiriiyis, gezi, yol ve dongii
Tamm 2.2.24. n > 3 olmak iizere n noktali ve n kenarli bir basit ¢ grafinin tim
kenarlar1 n uzunlugunda bir dongii olusturuyorsa, G ye dongii (cycle) graf denir. n
noktali bir dongii graf C,, seklinde gosterilir. Bir dongli grafin her bir noktasinin

derecesi 2 dir. Yani 2-regiilerdir [9].

Tamm 2.2.25. C,, dongii grafindan herhangi bir kenarin silinmesiyle elde edilen grafa

vol (path) graf denir. n noktal bir yol graf P, ile gosterilir. Kenar sayis1 n — 1 olur [9].

Ornek

P,: Vo ——————— W Ps: Vi— v — w3 Py: Vi-Vo-Vv3-1y

33— 2
Cs: \ / Cy:
1

Sekil. 2.8. Yol graf ve dongii graf 6rnekleri

1 f————

TN

3 1 2

Tamm 2.2.26. G = (V, E) bostan farkli bir graf olmak iizere G nin herhangi iki noktasi
arasinda daima bir yol bulunabiliyorsa G ye baglantili graf denir. Baglantili olmayan

grafa baglantisiz graf denir [10].
Ornek

Asagida verilen G grafi baglantili, H grafi ise baglantisizdir.

V1 V2

1\ /2
7N\

V4 V3 V4

H: ‘ vs

v3

Sekil. 2.9. Baglantili graf ve baglantisiz graf 6rnekleri
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Tanim 2.2.27. Her nokta cifti arasinda tam olarak bir kenar1 bulunan ve dolayisiyla her

noktanin derecesinin ayn1 oldugu baglantili grafa fam graf denir. n noktali bir tam graf

nn-1)
2

K, seklinde gosterilir. K,, tam grafi kenara sahiptir. Her noktas1 da n—1

derecelidir. Bu yiizden tam graflar ayn1 zamanda (n — 1)-regiiler graftir [10].

Ornek
" " v3 P al
: \/ DX
V) —————— g V1 Vo V1 \V3 Ve
K, K, K, K, Ks

Sekil. 2.10. Baz1 tam graflar
Tanim 2.2.28. Dongii icermeyen baglantili basit ve yonsiliz bir grafa agac denir.

Bilesenlerinin hepsi agac olan bir grafa ise orman denir [9].

Ornek
V1
V1 Ve Vg
V2
VS\ /VG Vo — V3 — V5 — V7 — V{0
V3
, v4 vg —— V11

v4

Sekil. 2.11. Aga¢ ve orman

Tamm 2.2.29. (n + 1) noktali bir G agacinda bir noktanin derecesi n diger noktalarin

derecesi 1 ise bu agaca yildiz graf denir ve S, ,, ile gosterilir [10].
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Ornek

Vo V3

N/

\ y / V4

SN

v7 Vg

Ve

Sekil. 2.12. S; ; yildiz grafi
Tamm 2.2.30. Bir dongii graf ve dongii graftaki biitiin noktalarla baglantili bir noktanin
olusturdugu grafa tekerlek (wheel) graf denir ve W, ile gosterilir. n + 1 noktali bir
tekerlek graf W ,, ile gosterilir [10].

Ornek

Ve

N>

A NVANRVAY

V2 v3 v4

W1,3 W1,4- W1,5

Sekil. 2.13. Baz1 tekerlek graflar

Tamm 2.2.31. K,, grafina, belirli bir noktasindan q adet sarkit kenar eklenmesiyle

olusan grafa ananas graf denir ve K;’ ile gosterilir [9].

Ornek
ve v7 vg
\ V, /
TN
Vs v2
\ o</
v vs

Sekil. 2.14. K2 ananas grafi
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Tanim 2.2.32. Ortak bir tepe noktasina bagl n tane Cj, dan olusan grafa Friendship graf

denir ve E¥ seklinde gosterilir [7].

\/ N\ L
S TAvIEAN

F3 F}

Sekil. 2.15. Friendship graf
Tamm 2.233. G = (V,E)  basit bir graf olmak iizere, kenarlar
"e ={v, vj} € EG) e {v, vj} ¢ E(G)" olacak bigimde tamimlanan G = (V, E(G))
grafina G = (V,E) grafinin tiimleyenidir denir. Yani var olan kenarlarin silinip yerine
kenar olusturmayan noktalarin kenar olugturmasiyla olusan ayni nokta kiimesi iizerinde

tanimlanan yeni graf G, G = (V, E) grafimn tiimleyenidir. Ornegin tam grafin tiimleyeni

null graftir [10].

Ornek

VVW————

Yy——"%
V|5\V3/V4\V1 4 \
- mdl VZ\VG/

ve
G G
Sekil. 2.16. Bir G grafi ve tiimleyeni
Tamm 2.2.34. Nokta kiimesi V; ve V, gibi iki ayrik kiimeye ayrilmis ve her bir kenar1

da V; kiimesindeki bir noktanin V, kiimesindeki bir noktaya birlestirilmesiyle elde

edilen bir grafa iki par¢ali (bipartite) graf denir [9].

Ornek G = (V,E) grafi icin V = {vy,v,,v3,v,,s} = {v;,v3} U {vy, vy, 05}
birlesiminde {v,, v3} ve {v,, v4, vs} kiimeleri kendi i¢lerinde kenar olusturmadigindan G

grafi iki pargali bir graftir.
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V4 V2 V5
v = G: A
Z] V3

Sekil. 2.17. iki parcal bir graf

Tammm 2.2.35. iki parcali bir grafta A kiimesinin her bir noktasi, B kiimesinin her bir

N
G: N /

noktast ile komsu ise grafa iki parcali tam graf (complete bipartite graph) denir. A ya

ait noktalarin sayis1 m ve B ye ait noktalarin sayis1 n ise; iki pargali tam graf K, ,, ile

gosterilir [8].

Ornek

1] V5 V3

71 Ve %3

Sekil. 2.18. K3 3 iki parcali tam graf
Tamm 2.2.36. Cok parcali bir grafta, ayn1 bagimsiz kiime igerisinde bulunmayan her
nokta cifti birbirine kesinlikle komsu ise bu grafa ¢ok parcali tam graf denir ve

parcalardaki nokta sayilari sirastyla my, ..., m,, olmak tlizere, Ky, |, ile gosterilir [7].

Ornek

Ve — V5

vy

Sekil. 2.19. Cok parcali tam graf
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Tamm 2.2.37. G = (V(G),E(G)) ve H = (V(H),E(H)) graflar1 i¢in birebir ve Orten
bir f:V(G) —» V(H) doniisiimii asagidaki kosulu sagliyorsa, bu doniisiime G ve H
arasinda izomorfizma denir. Vu,v € V(G) i¢in u~v & f(u)~f(v) [9].

Tamm 2.2.38. Aralarinda en az bir izomorfizmanin tanimli oldugu herhangi iki G ve H

grafina izomorf graflar denir ve G = H ile gosterilir [9].

Ornek

vy

4] wo

N =
=

V2 w7 wg

/
N\

V5

X

v8
1

12

G H
Sekil. 2.20. izomorf graflar
Tamm 2.2.39. ¢ = (V,E) grafinin bir alt grafi H = (V',E’) olsun. Vv;,v; € V' icin
v;~v; ise H altgrafina, G grafina ait bir k/ik denir. Bir kligin mertebesi, klikteki nokta
sayisidir. Bir G grafinin en biiyiikk mertebeli kligine, G deki maksimum klik denir.
Maksimum kligin mertebesine ise grafin maksimum klik genisligi denir ve w(G) ile
gosterilir. Benzer sekilde, Vv, v; € V' igin v; + v; ise H altgrafina, G grafina ait bir ko-
klik denir. Yani hi¢bir nokta arasinda komsulugun bulunmadigi durumda ko-klik olusur

[7].

Tamm 2.2.40. Bir grafta birbirleriyle komsu olmayan noktalar1 iceren kiimeye bagimsiz
(independent) kiime denir. Bagimsiz kiimedeki her nokta klikteki her noktaya komsu
olacak sekilde bir grafin nokta kiimesi bir bagimsiz kiimeye ve bir klige boliinebiliyorsa
bu grafa tam béliinmiis (complete split) graf denir. Bagimsiz kiimedeki nokta sayis1 r ve

klikteki nokta sayis1 g olan tam bolinmiis graf CS, ,- ile gosterilir [9].
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Ornek

/vz\v6

4
V5

" N\ [/ K
\ . /
Sekil. 2.21. €S, 3 tam boliinmiis graf
2.3 Graf Matrisleri ve Graf Spektrasi

Tamm 2.3.1. ¢ = (V, E) grafi n noktali ve m kenarli bir graf olsun. Vi, j € V i¢in

_(1,eger i~jise
U 0,eger i+ jise

olmak tizere G grafinin komsuluk matrisi, A(G) = [ai j] bi¢giminde tanimlanan n X n

tipindeki matristir [9].

Ornek

i
~_ |

v4

V-
Vo 3

V5

G

Sekil 2.22. Komsuluk Matrisi Ornegi

Yukaridaki sekilde verilen G grafinin komsuluk matrisi A(G) =

O R RRE O
OR OO R
O R OO K
_ O R
oR o0 O

bigimindedir.

26



Tamm 2.3.2. G = (V, E) grafi verilsin ve V = {1, ..., n} olsun. Vi € V i¢in,

deg(i), eger i=jise

b(G) = [dij] Oyle ki dyj = { 0, eger i+]jise

biciminde tanimlanan n X n tipindeki kdsegen matrise G grafinin derece matrisi denir
[9].
Ornek

V2 v3

e :
AN _—

Vg V4

H
Sekil 2.23. Derece Matrisi Ornegi

Yukaridaki sekilde verilen G grafinin derece matrisi D(G) =

cCoococoN
coocoNnOo
cocoomNno O
cowooo
cwoooo
moocooo

bigimindedir.

Tamm 2.3.3. n noktal1 bir G = (V, E') grafi verilsin Vi,j € V i¢in
deg(i); egeri = jise

b;: = —1; eger i~jise

ij
0; eger i ~ jise

olmak tizere G grafinin Laplasyan matrisi, L(G) = [bi j] biciminde tanimlanan n X n

tipindeki matristir. L(G) = D(G) — A(G) olur [10].
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Ornek

Y3

V4 V1

/\
\/

V2

G

Sekil 2.24. Laplasyan Matrisi Ornegi

2 -1 -1 0
1 3 -1 -1
1 -1 3 -1
0 -1 -1 2

Yukaridaki sekilde verilen G grafinin Laplasyan matrisi L(G) = :

bigimindedir.
Tamm 2.3.4. n noktal1 bir G = (V, E) grafi verilsin Vi,j € V i¢in

deg(i); egeri = jise
1; eger i~jise
0; eger i ~ jise

Q
I

ij =

olmak tizere G grafinin isaretsiz Laplasyan matrisi, Q(G) = [ci j] bi¢iminde tanimlanan

n X n tipindeki matristir. Q(G) = D(G) + A(G) olur [10].

Ornek
/ V3 \
” \ / V1
v2
G
Sekil 2.25. Isaretsiz Laplasyan Matrisi Ornegi
Yukaridaki  sekilde verilen G grafinin  isaretsiz Laplasyan  matrisi
21 10
~11 3 1 1),.. . .
Q(G) = 11 3 1 bi¢imindedir.
0 1 1 2

Tamm 2.3.5. M(G) ya da kisaca M, G grafina ait bir graf matrisi ve [, birim matris

olmak tizere det (xI — M(G)) polinomuna G nin M (G) karakteristik polinomu denir ve
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char(M(G)) ile gosterilir. Bu polinomun koklerinden yani M(G) matrisinin
ozdegerlerinden olusan kiimeye ise G nin M(G) spektrumu denir ve spec(M(G)) ile
gosterilir. Ya da matrisin adina gore komsuluk spektrumu, Laplasyan spektrumu v.b. de
denir [9].

Ornek

v3 V2

V4
G

Sekil 2.26. Spektrum 6rnegi
Yukaridaki sekilde verilen G grafinin komsuluk matrisi ve bu matrisin karakteristik

polinomu asagidaki gibidir.

0 1 1 x -1 -1
A(G)=[1 0 1] ve char(A(G))(x) = [-1 x - ]=—(x+1)2(x—2)
11 0 -1 -1 «x

A(G) nin dzdegerleri {—1,—1,2} olur. Yani spec(A(G)) = {—12,2}. Burada —1
0zdegeri iki katlidir.

Not: Izomorf graflarin komsuluk spektrumlarinin ayni oldugu agiktir. Fakat bu durumun
tersi her zaman dogru degildir.

Tamm 2.3.6. A(G) matrisi tanim1 geregi sifir kdsegene sahip, bilesenleri 0 ve 1 den
olusan simetrik bir matristir. Dolayisiyla 6zdegerleri reel olur. Bu 06zdegerleri
1(A(G)) = 2,(A(G)) = -+ = 2, (A(G)) ile gdsterelim. A(G) matrisinin en bilyiik
6zdegeri A, (A(G)) degerine G grafinin komsuluk spektral yaricapr denir ve p(G) ile
gosterilir [9].

Lemma 2.3.1. (i¢ ice gecme (interlacing) lemmasi)

n adet noktaya sahip bir G grafinin komsuluk ozdegerleri 4,(G) = 2,(G) = -+ =
A,(G) ve G nin m noktali indirgenmis bir H altgrafinin komsuluk 6zdegerleri A, (H) =
A,(H) = -+ = A, (H) olsun. Buna gore asagidaki esitlik i = 1,2,...,m i¢in daima
saglanir [12].

24(6) = A(H) = Anmsi(6) (2.3)
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Ornek

V5

v / "
V1 vy \
Ve
2 /

v3

N\
\/

/
< \ Va\

7 v
G H

Sekil 2.27. ¢ ice gecme

Yukarida verilen G ve H graflariin komsuluk matrislerinin karakteristik polinomlarini

inceleyelim.
A -1 0 -1 -1 -1 -1
-1 24 -1 0 0 0 ©
0 -1 2 -1 0 0 0
char(A(@®))=|-1 0 -1 2 0 0 o0of=-BA-DA+DA-V6)A+V6)
-1 0 0 2 0 0
-1 0 0 0 0 A 0
-1 0 0 0 0 2
1 -1 0
char(A(H)) = _01 _’11 _/11 _01 = 2(A-2)(A+2)
-1 0 -1 2

Boylece G nin komsuluk 6zdegerleri sirasiyla,

21 (A(G)) = V6, 1,(A(G)) = 1, A3(A(6)) = 0,24(A(6)) = 0,45(A(G)) = O,
26(A(6)) = —1,2,(A(6)) = —V6 olur.

H nin komsuluk 6zdegerleri sirastyla,

M(A(H)) = 2,2,(A(H)) =0, 23(A(H)) =0, 2,(A(H)) = =2 olur.

Buradan;

211(G) = A, (H) = 2,(G) >V6 =2 >0,

A,(G) =2 2,(H) 2 25(G)>1=202=0,

A3(G) =2 A3(H) =2 2,(G) > 0=>0=> —1,

26 =1H) =1,6)=>0=>-2>—/6

olur.

Sonu¢ 2.3.1. Reel simetrik bir A matrisinin 6zdegerleri a; = a, = -+ = a,, olsun.
|A;] = n; > 0 olmak iizere, {1, 2,...,n} = A;UA,U ... UA,, bir kiime pargalanist olsun.

A;jj,n X n tipinde bir blok olmak tizere, A = [Ai j] blok matrisi yazilsin. 4;; blogundaki
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tiim bilesenlerin toplami e;; ve B = [el- i /ni] ise B nin 6zdegerleri A nin 6zdegerleri ile
i¢ ige geger. (Burada e;;/n; degeri, A;; blogundaki ortalama satir toplamdir. )
Ayni blok igerisindeki tiim satir toplamlar1 esit oldugunda ise asagidaki sonug elde
edilir [7].
Sonug 2.3.2. A matrisi Sonug 2.3.1 deki gibi bloklara ayrilabilen bir matris olsun. A;;
blogundaki sabit satir toplami1 b;; ve B = [bi j]ise A nin spektrumu B nin spektrumunu
kapsar [7].
Tamm 23.7. G = (V,E) grafi wverilsin ve V kiimesinin bir parcalanis
V =V,UWU ..UV olsun. Vi,j € {1, ..., k} icin eger V; kiimesindeki her nokta V; de
ayni sayida noktaya komsu ise bu pargalanisa G grafinin bir esit par¢alanisi denir [7].
Tammm 238. G =(V,E) grafi ve V kimesinin bir esit parcalanisi
V=1 UWU ..UV, verilsin. Sonu¢ 2.3.1 deki gdsterime uygun olarak elde edilen
B = [bi j] matrisine bu pargalanisin béliim matrisi denir [7].
Teorem 2.3.1. Bir grafin herhangi bir esit pargalanigina ait boliim matrisinin
karakteristik polinomu, bu grafin komsuluk matrisinin karakteristik polinomunu boler
[7].
Ornek

vy v

\ /
| V4 v3 6 vo |
— ~—
Vs v8

G

Sekil 2.28. G grafi ve bir esit parcalanisi
Yukarida verilen G grafinin bir esit pargalanisi; IT:{1,2},{3,4,5,6,7,8} olur. Bu G

grafinin komsuluk matrisi ve bu pargalanigin boliim matrisi asagidaki gibi olur.

0 0 1 0 1 0 1 O
0O 0 01 01 0 1
1 0 0 0 01T 0O
o1 0 00 0 01 10 3
A(G)_1 000 0 0 1 of BH_[1 1
0O 1.1 0 0 0 0 o
1 0 0 01 0 0 O
0 1. 01 0 O 0 o
char(A(G)) = (x — 1)(x + 1)?(x% — 4x — 1)(x% —x — 3)

char(By) =x?—x—3
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olur ve bu grafin esit pargalanisina ait bolim matrisinin karakteristik polinomu, bu
grafin komsuluk matrisinin karakteristik polinomunu boldiigii goriiliir.

Tamm 2.3.9. G ve G’ graflan verilsin. spec(M(G)) = spec(M(G")) ise G ve G’

graflarina, M matrisine gore ko-spektral graflar denir [9].
Ornek

Asagida komsuluk matrislerine gore ko-spektral olan bir graf ¢ifti gosterilmistir.
4
/ 1\\
5 v2 / \ V5
v3 V4

C, UK, Se

V1 V2

Va V3

Sekil 2.29. Ko-spektral graflar
Bu graflarin komsuluk spektrumu spec(A( C, U K;) = spec(A(Ss)) = {—2,0%,2}

olur.

Tamm 2.3.10. G grafinin bir graf matrisi M(G) olsun. spec(M(G)) = spec(M(H))

olacak bicimde VH grafi icin G = H oluyorsa, G grafina M(G) spektrumu ile
belirlenebilir bir graf denir [9].

Lemma 2.3.2. Bir G grafinin negatif komsuluk 6zdegerlerinin sayis1 p_ve k =1+ p_
olsun. G grafinin kesin olarak yalnizca 1 adet pozitif 6zdegere sahip olmasi igin gerek
ve yeter kosul izole olmayan tiim noktalarinin k-pargali tam graf olusturmasidir [12].
Lemma 2.3.3. Sadece 1 adet nokta igeren pargalarin sayist k ve k > 2 olmak {izere;
K; ..1m grafi komsuluk spektrumuna gore belirlenebilir bir graftir [12].
Lemma 2.3.4. n X n tipindeki A ve B matrisleri i¢in asagidaki ifadeler denktir [12].

(i) A ve B ayni1 spektruma sahiptir.

(i1) A ve B ayni karakteristik polinoma sahiptir.

(i) i = 1,2, ..., n olmak iizere iZ(Ai) = iz(BY) dir
Lemma 2.3.5. s ve t pozitif tamsayilar olsun. Iki par¢ali tam K, grafinin komsuluk
spektrumuna gore belirlenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul s + t toplaminin en
kiigiilk degeri almasi kosuluyla n = st olacak bi¢imde s ve t c¢arpanlarina

ayrilabilmesidir [12].
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3. BOLUM
EN FAZLA 2 OZDEGERI -1 VE 0 DAN FARKLI OLAN GRAFLAR

En fazla iki adet 6zdegeri (cebirsel katlar1 da dahil olmak {izere) -1 ve 0 dan farkli olan
tiim graflarin kiimesini S ile gosterelim. Izole bir nokta, bir grafin komsuluk
spektrumunda sadece bir adet sifir 6zdegerin yer almasina yol acacagindan asagidaki
lemmada izole nokta igermeyen S’ C S kiimesi incelenmistir.
Lemma 3.1.1 Eger G €S’ ise G grafi asagidaki graflardan birine kesinlikle
izomorftur.p, q, k, [, m, n pozitif tam sayilar i¢in [12],

(i) K,WUK, dyle ki komsuluk spektrumu {p — 1,q — 1, —17P*97%}

(ii) K, , 6yle ki komsuluk spektrumu {+VIn, 0:*"-2}

(iii) Bir adet nokta igeren parcalarin sayis1 k olmak tizere; K; _ ; ,, Oyle ki komsuluk

k—1++/(k—1)2+4km _qk-1 Om_l}
2 ) )

spektrumu {
Ispat
Eger G€ES' ise ab€R-{-10} olmak iizere spec(G)={-1/,09,a,b}
bicimindedir. Burada f ve g sirasiyla -1 ve 0 6zdegerlerinin cebirsel katlaridir. G en az
bir pozitif komsuluk 6zdegerine sahip olmak zorunda oldugundan, a = b > 0 ya da
a > 0 > b olmalidir.
a = b > 0 iken inceleyelim. Bu durumda G grafinin en kiiciik komsuluk 6zdegeri -1 e
esit olacaktir. 3 noktali yol graf i¢in A5(P3;) = —1.42 oldugu i¢in, Lemma 2.3.1 den G
grafinin herhangi bir bileseni i¢in P; grafi yasaklanmis bir alt graf olur. Dolayisiyla G
grafinin herhangi bir bilesenindeki 3 adet nokta birbirine komsu olmak zorundadir. Bu
da G nin tiim bilesenlerinin birer tam graf olmasini gerektirir. Ayn1 zamanda G de
sadece 2 adet pozitif 6zdeger bulundugundan, p =a+1,q=b+1,f =p+q—2 ve
g = 0 olmak iizere G = K,UK, dir. Béylece spec(G) = {p —1,q — 1,—1P*972} olur.
Simdi de a > 0 > b iken inceleyelim. Lemma 2.3.2 den G ¢ok parcali tam graftir. Eger
G iki parcali tam graf ise —b=a=+VIn,f=0 ve g=1+n—2 olmak iizere
spec(G) = {i\/m, 01*7=2} olur. ¢ > 3 igin, G c-pargali tam graf olsun. K, ,, grafinin
negatif 6zdegerleri {—2, —1.23607} oldugundan bu graf G grafinin Lemma 2.3.1 ¢ gore
yasaklanmis bir altgrafidir. Boylece G grafinin 1 den fazla noktaya sahip en fazla 1 adet

parca igerebilecegini sOyleriz. Buradan 1 adet nokta iceren pargalarin sayist k olmak
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k—1++/(k—1)2—4km
2

tizere G = Ky 1, olur. Bu durumda spec(G) = { ,—1k"1, 0’"‘1} elde

- —1)2 —1— -
edilir Syle ki burada q = K= ECHAN ) _ KOAVIEDTHH gy g f = -1

ve g = m— 1dir.

Asagidaki sonug yardimiyla S kiimesi artik belirlenebilir.

Sonuc 3.1.1. « € Z* U {0} olsun. O zaman S = {GUaK,: G € S'} olur [12].
Lemma 2.3.3. ve Lemma 2.3.5. yardimiyla asagidaki sonug agiktir.

Sonuc 3.1.2. G € S olsun [12].

(1) Eger G grafi iki parcali tam bir grafi bilesen olarak icermiyorsa o zaman
komsuluk spektrumuna gore belirlenebilir bir graftir.

(i1) G grafinin bir bileseni K, olsun. O zaman G grafinin komsuluk spektrumuna
gore belirlenebilir bir graf olmasi i¢in gerek ve yeter kosul [ + n toplaminin en
kiigiik degeri almasi kosuluyla x = In olacak bi¢imde ! ven carpanlarina
ayrilabilmesidir.

Ornek
Sekil 3.1. de K,UK;5 grafi ve Lemma 3.1.1. (i) sikkina bir 6rnek verilmistir.

X

Sekil. 3.1. K, UK grafi

Bu grafin karakteristik polinomu

V3 V4

1% / \ V5
NS

V1 V3 V1

v4

V2

char(A(K,UKs)) = x° — 16x7 — 28x° + 42x° + 196x* + 280x> + 204x% + 77x +
12 = (x —4)(x — 3)(x + 1)7 seklindedir

ve komsuluk spektrumu

spec(A(K,UKs)) = {(=1)7,3,4} olup {p — 1,q — 1, —1P*972} formundadur.
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Ornek
Sekil 3.2. de K, grafi ve Lemma 3.1.1. (ii) sikkina bir 6rnek verilmistir.

/V3

V1
va

V6

’ \

V5

Sekil. 3.2. K, 4 grafi

Bu grafin karakteristik polinomu

char (A(KZA)) = x% — 8x* = x*(x? — 8)

seklindedir ve komsuluk spektrumu

spec (A(KZA)) = {V8, =8, 0} olup {+VIn, 0""~2} formundadur.

Ornek

Sekil 3.3. de Kj 11, grafi ve Lemma 3.1.1. (iii) sikkina bir 6rnek verilmistir.

Vo —— w4

P AN

V5 V6

AN =

wBi—w

Sekil. 3.3. K; 1 11, grafi

Bu grafin karakteristik polinomu

char (A(K1,1,1,1,2)) = x% — 14x* — 32x3 — 27x% — 8x = x(x + 1)3 (x +

3+\/H) (x _ 3—\/H)

2 2

seklindedir ve komsuluk spektrumu

spec (A(Kl,l,l,l,z)) = {0, 13, — 3+;/H,3_2£} olup {k_li (k;I)ZHkm ,—1k-1 0’"‘1}

formundadir.
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4. BOLUM
KARMA GENISLEME KAVRAMININ GRAF KARAKTERIZASYONUNDA
KULLANIMI

4.1. Karma Genisleme

Tanim 4.1.1. Mertebesi n olan bir G = (V,E) grafinin nokta kiimesi V(G) =
{vi, ..., vy} olsun. Vi € {1, ...,n} i¢in v; noktasmin donistirildigi klik yada ko-klik
+q; ile gosterilsin. Buna gore, "v;~v; < q;~q;" kosuluyla olusturulan yeni grafa G
nin bir karma genislemesi denir. Ozel olarak G bir yol graf ise G nin bir karma

genislemesi (£qy, ..., £q,) biciminde n-li siralilar ile gosterilir [7].

Ornek

P; grafinin bir (4, —4,5) karma genislemesi asagidaki gibi olur.

%] Vo V3

V-
v 12

/ " vi 1\

7 V9

(0= |
N

vg V13
v3

Sekil 4.1. P; grafinin karma genislemesi
Not: Verilen tanim geregi, herhangi bir G grafinin baglantili olmasi i¢in gerek ve yeter
kosulun G nin herhangi bir karma genislemesinin baglantili olmasi sonucu kolaylikla
goriilebilir.
Ornek

K, grafinin (—p, —q) tipinde bir karma genislemesi K, ; iki pargali tam grafi olusturur.

(—=p, q) tipinde bir karma genislemesi ise K, 1 1 ¢ok parcali tam grafi olusturur. P;

q tane

grafinin (p, 1, —q) tipinde bir karma geniglemesi ise K;’ +1 ananas grafi olusturur.
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Onerme 4.1.1. Mertebesi n olan bir G grafi verilsin. G nin herhangi bir karma
genislemesi H ise, H grafinin en fazla n adet 6zdegeri —1 ya da 0 dan farkli olabilir [7].
fspaz‘

Vi,q; € Z — {0} olmak {izere H, G nin g, ..., q, tipinde bir karma geniglemesi olsun. G
ve H nin komsuluk matrisleri sirasiyla A ve B olsun. A nin i-inci kosegen bileseni q; >
0 ise J — I ile; g; < 0 ise de sifir blogu ile yer degistirmesi ve ayn1 zamanda A nin
kosegen digindaki bilesenlerinin de duruma gore sifir ya da 1 lerden olusan bloklarla yer
degistirilmesiyle B matrisi elde edilebilir. B nin bu durumdaki bloklamaya gore elde
edilen n X n tipindeki boliim matrisini Q ile gosterelim. @ nun olusturulmasi i¢in
uygulanan bu bloklama, B nin bir blogundan birlerden olusan bir J/ blogu ¢ikarildiginda,
B nin 6zdegerleri degismeyecektir. Bu sekilde devam edilerek B deki biitiin sifirdan
farkli bloklar kdsegen matrisler haline getirildiginde; kosegenin tamami —1 ya da 0
lardan olusan bir matrise donilismiis olur.

Lemma 4.1.1. Verilen bir G grafinin baglantili olmasi i¢in gerekli ve yeter kosul G nin

herhangi bir karma genislemesinin baglantili olmasidir [7].
4.2. Tam Olarak 3 Adet Ozdegeri -1 ve 0 dan Farkli Olan Baglantisiz Graflar

Tam olarak 3 adet 6zdegeri -1 ve 0 dan farkli olan tiim graflarin kiimesini W ile
gosterelim ve tam olarak 3 adet 6zdegeri -1 ve 0 dan farkli olan ve izole nokta
icermeyen tiim graflarin kiimesini W' ile gosterelim.

W' kiimesindeki baglantisiz graflar ve karakteristik polinomlar1 asagidaki tablo
yardimiyla sematize edilir.

Tablo 4.1 W' kiimesindeki baglantisiz graflar ve karakteristik polinomlar1 [7]

W' kiimesindeki baglantisiz graflar

Graf Turu Karakteristik Polinomu

Ug tam grafin ayrik birlesimi KUKUK, | (x—p+Dx—qg+Dx—1+
dylekip,q,r > 2 D(x + 1)Pra+r=3

Bir tam graf ve iki pargali tam grafin ayrik | x9*""2(x + 1)P"1(x3 — (p — 1)x? —

birlesimi K, UK, , 6ylekip,q = 2,r =1 | qrx + pqr — qr)

Bir tam graf ve bir tam boliinmiis grafin X"+ )P (x3 - (p+q — 2)x% +
ayrik birlesimi K, UCS, ;- yle kip,q,7 > 2 (qr —(p-1(q— 1))x + pqr — qr)

Simdi bu tabloya bir 6rnek verelim.
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Ornek

VAN

Sekil 4.2. K, UK, K5 grafi

2] vo V3 ————v4

char (A(KPUKqUKr)) = char(A(K,UK,UK3)) = (x — 1D2(x — 2)(x + 1)*

2] V4 ><
72 e V5

Sekil 4.3. K3 UK, , grafi

Ve

6
vy

char (A(KpUqur)) = char (A(K3UK2_2)) =x2(x+1)?(x® — 2x%2 — 4x + 8)

vy
V4 —

e

V5
v8

v3 Vo

V4 %3

Sekil 4.4. K,UCS, 3 grafi
char (A(KPUCSW)) = char (A(KZUCS4,3)) =x2(x + 1)*(x3® — 4x% — 9x + 12)

Yukaridaki Tablo 4.1 de verilen tiim yapilara Ornek gosterilmis olup bu yapilar
yanlarinda verilen karakteristik polinom yapilarini desteklemektedir. m

Ug tam grafin ayrik birlesiminin spektrumuna goére belirlenebilir oldugu literatiirde iyi
bilinen bir durumdur. En kiigiik 6zdegerinin —1 e esit olmast da durumun ispatit igin
yeterli bir veridir. ki pargali tam graflar icin Lemma 2.3.5 yardimiyla her zaman
spektrumuyla belirlenebilir olmadigin1 sdyleyebiliriz. Dolayisiyla bir tam graf ve iki
parcali tam grafin ayrik birlesimi de her zaman spektrumu ile belirlenebilir degildir. Bir
tam graf ve bir tam boliinmiis grafin ayrik birlesimi i¢in de benzer durum s6z
konusudur. Dolayisiyla bir tam graf ve bir tam boliinmiis grafin ayrik birlesimi de her

zaman spektrumuna gore belirlenebilir degildir.
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4.3. Tam Olarak 3 Adet Ozdegeri -1 ve 0 dan Farkli Olan Baglantih Graflar

W' kiimesindeki baglantili graflar ve

yardimiyla sematize edilir.

karakteristik polinomlar1 asagidaki tablo

Tablo 4.2. W' kiimesindeki baglantili graflar ve karakteristik polinomlar1 [7]

W' kiimesindeki baglantili graflar

Graf Turu

Karakteristik Polinomu

Uc¢ Pargali Tam Graf Kpqr Oyle ki
p,qr =2

xPHI*T3(x3 — (pg + qr + pr)x —

2pqr)

K5 tam grafinn (—p,—q,r) tipinde bir

karma genislemesi dyle ki p,q,r = 2

xPHa2(x + 1)1 (x3 — (r— 1)x?% —

(pq + qr + pr)x — (r + Dpq)

G* kimesi (-1 ve 0 disindaki ii¢
0zdegerinin ikisi pozitif biri negatif olan

tiim graflar)

Tablo 4.3 de detayli bicimde verilmistir.

Teorem 4.3.1. Herhangi bir H grafinin

G* kiimesine (—1 ve 0 disindaki tiim {i¢

Ozdegerinin ikisi pozitif biri negatif olan graflar) ait iki pargali bir graf ise H

asagidakilerden biridir [13].

i. p,qg>0 ve r>1 olmak ilizere P; grafinin sirasiyla (—p,—q,7), (—p,q,1),

(p,—q,7) ve (p, q,r) karma genislemeleri

ii. p,q,r >0 olmak iizere P, grafinin sirasiyla (p, —3,—-2,—-2), (—2,q,7,—2) ve

(p, —2,7,—3) karma genislemeleri

iii. P, grafinin (p,q, —7,s) karma genislemesi 6yle ki burada r > 0 ve (p,q,s) €
{(3,3,6),(34/4), (3,6,3),(4,2,6), (4,3,3), (4,6,2),(5,2,4),(5/4,2),(7,2,3),(7,3,2)}

iv. P, grafinin (p,q,7,s) karma genislemesi Oyle ki burada (p,q,7,s) €

{(2,2,2,7),(2,2,3,4),(2,2,6,3),(2,3

v. p,q,r > 0 olmak iizere P grafinin

Teorem yardimiyla G* kiimesi asagidaki

gore sematize edilir.

)2I5)) (2)3I4I3)F (2F5P2)4)' (2I5I3I3)l (31212’3)}

(1,p,—q,7, 1) karma genislemesi

tabloda iki pargalt olup olmama durumuna
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Tablo 4.3. G* kiimesi [7]

G kiimesi
Iki Pargali Olmayan Graflar Iki Pargali Graflar
P grafinin sirastyla | P, grafinin sirasiyla (—2,1,1,—2),
(=l,—m,n),(=,mn),(,-mn) ve (,mmn)|(1,-21,-3),(,-3,-2,-2)
karma genislemelerip,q > 1, n > 2 karma genislemeleri
P, grafinin sirasiyla

(p,—3,-2,-2),(=2,q,7,-2),(p,—2,1,—3)

karma genislemeleri p, q,7 > 1

P, grafinin sirastyla | Py grafinn (1,1,—r,1,1) karma
(2,2,2,7),(2,2,3,4),(2,2,6,3),(2,3,2,5),(2,3,4,3), | genislemesi r > 2
(2,5,2,4),(2,5,3,3), (3,2,2,3)karma genislemeleri

Py grafinm (1,p,—q,r,1) karma genislemesi

pr>1qg=1

431 K Uc¢ Parcali Tam Graf ve K} 41,1 Cok Parcali Tam Grafi

par
[14] de ¢ok parcali tam graflar ile ilgili elde edilen sonuglar Lemma 2.3.2 verilmistir.
[15] de ¢ok parcali tam graflarin spektrumlari {izerinde calismiglardir ve asagidaki
teorem ve sonucu elde etmiglerdir.

Teorem 4.3.2. Higbir G ¢ok parcali tam grafinin izole nokta icermeyen bir kospektral
esi yoktur [15].

Sonug 4.3.1. Cok parcali tam iki graf izomorf degilse, kospektral degillerdir [15].

Daha sonra [16] da c¢ok parcali tam graflarin izole noktalarla birlikte olusturduklari
ayrik birlesimlerin spektral karakterizasyonu iizerine yaptiklari ¢calismada Lemma 2.3.3
de verilen sonucu ve agagida verilen sonuglari elde etmislerdir.

Teorem 4.3.3. ny,...,n, € Z* ve s € Z* U {0} olsun. Buna gore K, JsK; grafinin
spektrumuna gore belirlenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul asagida verilen
denklemin a = n; + -+ + n;, disinda uygun bir ¢6ziimiiniin olmamasidir.
x—-n)x—-—n)..x—n)+m++n,—a)1=0 oyle ki
a€f{kk+1,..,n 4+ +n,+s}[16].
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Teorem 4.3.4. py, ..., ps asal sayilar ve t € Z* U {0} olsun. Buna gore, K; 1, 5

Ll grafi
£

spektrumuna gore belirlenebilir bir graftir [16].

Sonug 4.3.2. py, ..., ps asal sayilar olsun. Buna gore, K, . grafi spektrumuna gore

belirlenebilir bir graftir [16].

Teorem 4.3.5. s,d € Z* olsun. Buna gore 0 < r < s olmak tizere Ky11_ g414,.q grafl

spektrumuna gore belirlenebilir bir graftir [16].

Sonug 4.3.3. d,t € Z" olsun. Buna gore K; ;4 grafi spektrumuna gore belirlenebilir bir
e

graftir [16].

[16] da iki parcali tam graflarin spektrumuna gore belirlenebilir olup olmadigi
durumlarin incelenebilmesi i¢in Teorem 4.3.2 te gerekli ifadeyi elde etmistir. Fakat
diger elde ettikleri sonuglar {i¢ parcali graflar i¢in ¢ok fazla netlik tasimamaktadir.
Ornegin {i¢ parcadaki nokta sayilarinin her birinin asal say1 olmasi kosulu altinda bu
grafin spektrumu ile belirlenebilecegini sdylemislerdir. Bunun disinda diger sonug
olarak ise bu li¢ parcada ayn1 sayida (ya da bu sayilar arasindaki fark le esit oldugunda)
nokta bulundugu takdirde spektrumu ile belirlenebilecegini sdylemislerdir. Ayrica
asagida verilen li¢ parcali tam graflar ile ilgili gozlem de yine aymi ¢aligmada elde
edilmistir.

Sonu¢ 4.34. n€Z" olsun. Buna gore K,n-1)202n-1)2n-1) grafi ile
Ky 2n-1)2 (2n-12U4(n — 1)°K; grafi kospektraldir [16].

Onerme 4.3.1. r-parcali bir tam graf G olsun. Buna gére, n; = - =n,_, = 1 ise G
spektrumuna gore belirlenebilir bir graftir [17].

Lemma 4.3.1. k,p,q € Z* ve k,p,q > 1 olmak iizere K, 4, , grafi spektrumu ile
&

belirlenebilir bir graftir [7].
fspaz‘

K

.q.1,..,1 grafinmn karakteristik polinomu P (x) asagidaki gibidir.

k
P(x) = xP*a72(x + 1)* 1 x3 — (k — Dx? — (kp + kq + pq)x — (k + 1)pq]
h(x) = x3 — (k — 1)x? — (kp + kq + pq)x — (k + 1)pq diyelim. Buna gore —1,

1,.1UaK; grafinin
a

h(x) denkleminin bir kokii olamayacaktir. K, ,, , grafi ile K
Tk

——

kospektral oldugunu varsayalim. Boylece,
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pt+tq—2=b+c—2+a
k—1=a-1

kp + kq + pq = ab + ac + bc
(k+1pg=(a+1)bc

esitlikleri elde edilir. Buradan,
k=a

= pq = bc

>p+q=b+c

>a=0

olur. Buda Kj 4 1,1 grafinin spektrumuna gore belirlenebilir bir graf oldugunu gosterir
&

[17].
4.3.2. ¢ Kiimesindeki Graflar
G* kiimesine ait tim graf tiirlerinin karakteristik polinomlar1 asagidaki tabloda

verilmistir.

Tablo 4.4. P; grafinin karma genislemeleri ve karakteristik polinomlari [7]

P; Grafinin Karma Genislemeleri | Karakteristik Polinomlari

(=1, —m, n) karma genislemesi M2 (x + D)V X3 — (n — Dx? —

(Im + mn)x + lmn — Im]

(I, —m,n) karma genislemesi x™ 1 + D)2 [x3 - (I +n—2)x? —
mm—-In+m+1l+n—-1Dx+2lmn—Im—

mn]

(=1, m,n) karma genislemesi e+ D)™ 2 [x3 — (m+n — 2)x? —

(m+n+Im-—1)x + lmn — Im]

(I, m,n) karma genislemesi (x+ DM 2[x3 — (I+m+n—3)x? —
QRl+2m+2n—In-3x+Imn+In—1—
m—n+1]
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Tablo 4.5. P, grafinin karma genislemeleri ve karakteristik polinomlar1 [7]

P, Grafinin Karma Genislemeleri

Karakteristik Polinomlari

(m,—3,—2,—2) karma

genislemesi

x*(x + D™ [x3 —mx? — (2m + 10)x + 12m]

(—2,m,n, —2) karma genislemesi

x2(x+ D)™ X3 —(m+n—-1Dx% -

(2m + 2n)x + 4mn]

(n, —2,m, —3) karma genislemesi

B3+ D)™ X3 —(m+n—-1Dx% -

(5m + 2n — mn)x + 6mn]

(3,3, —m, 6) karma genislemesi

x™(x 4+ 1)°[x3 — 9x% — (9m — 15)x + 45m + 25]

—

(3,4, —m, 4) karma genislemesi

x™(x + 1)8[x3 — 8x%2 — (8m — 9)x + 40m + 18]

(3,6, —m, 3) karma genislemesi

x™(x + 1)%[x3 — 9x% — (9m — 6)x + 45m + 16]

(4,2, —m, 6) karma genislemesi

x™(x 4+ 1)°[x3 — 9x? — (8m — 15)x + 40m + 25]

—

(4,3, —m, 3) karma genislemesi

x™(x + 1)7

—

x3 —7x% — (6m — 4)x + 30m + 12]

(4,6, —m, 2) karma genislemesi

x™(x 4+ 1)°[x3 —9x? — (8m + 1)x + 40m + 9]

—

(5,2, —m, 4) karma genislemesi

x™(x + 1)8[x3 — 8x%2 — (6m — 9)x + 34m + 18]

(5,4, —m, 2) karma genislemesi

|

x™(x 4+ 1)8[x3 —8x%2 — (6m + 1)x + 34m + 8]

(7,2, —m, 3) karma genislemesi

x™(x 4+ 1)°[x3 —9x2% — (5m — 6)x + 37m + 16]

(7,3, —m, 2) karma genislemesi

|

x™(x 4+ 1)°[x3 —9x% — (5m + 1)x + 37m + 9]

(2,2,2,7) karma genislemesi

x(x + 1)°[x3 — 9x% — x + 65]

(2,2,3,4) karma genislemesi

x(x +1)7[x3 — 7x? — 5x + 51]

(2,2,6,3) karma genislemesi

x(x +1)°[x3 — 9x2 — 9x + 73]

(2,3,2,5) karma genislemesi

x(x + 1)8[x3 — 8x% — x + 68]

(2,3,4,3) karma genislemesi

(2,5,2,4) karma genislemesi

x(x +1)°[x3 —9x2 — x + 89]

(2,5,3,3) karma genislemesi

x(x + 1)°[x3 — 9x2 — 6x + 94]

(3,2,2,3) karma genislemesi

[
[
[
x(x + 1)8[x3 — 8x% — 7x + 74]
[
[
[

x(x + 1)°[x3 — 6x2 — 3x + 40]

Tablo 4.6. P5 grafinin karma genislemesi ve karakteristik polinomlar1 [7]

Ps Grafinin Karma Genislemesi

Karakteristik Polinomu

(1,1, —m,n, 1) karma genislemesi

xM(x+ DX - (U+n—Dx?—(mn—In+
Im+1+n)x + 2lmn + In]
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4.3.2.1 G* Kiimesindeki iki Parcali Graflar

Tablo 4.7. G* kiimesindeki iki par¢al1 graflar ve karakteristik polinomlari [7]

S

VA Ve

N ~
~ N

v3 va

v2 vs5

Sekil 4.5. S grafi

x® —5x* +4x% = x2(x + 1)(x3 —
x% —4x + 4)
SpeC(S) = {_2; _1'0I0I1I2}

L
Ve
\
—
v7 V4 V1
/ 3 v3 -
V5

Sekil 4.6. L grafi

x” —7x°+6x3 =x3(x + 1)(x3 -
x? —6x +6)
spec(L) = {—2.44,—1,0,0,0,1,2.44}

V7

Sekil 4.7. M grafi

x8 —13x° + 12x* = x*(x + 1) (x3 —
x?—12x +12)
spec(M) = {—3.46,—1,0,0,0,0,1,3.46}
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r = 1igin x° — 4x3 + 3x
spec(H) = {—1.74,—-1,0,1,1.73}

r = 2 i¢in x® — 6x* + 5x?

H spec(H) = {-2.23,-1,0,0,1,2.23}
r = 3icin x7 — 4x° + 8x5 + 7x3
v3 spec(H) = {—2.64,—1,0,0,0,1,2.64}

v r = 4 i¢in x® — 10x° + 9x*

vg spec(H) = {-3,-1,0,0,0,0,1,3}

" r = 5igin x° — 12x7 — 11x5

v spec(H) = {-3.31,-1,0,0,0,0,0,1,3.31}
r = 6ic¢in x1° — 14x8 + 13x°

spec(H) = {—3.6,—1,0,0,0,0,0,0,1,3.6}

74

g
N

N\

V2

AN

Sekil 4.8. H grafi

Genel formu,
x"(x+1D)(x3—x%2—Qr+2)x+2r+
1)

4.3.2.2. G* Kiimesindeki Iki Par¢ali Olmayan Graflar

L

ii.

iii.

1v.

p,q >0 ve r > 1 olmak iizere P; grafinin sirasiyla (—p,—q,7r), (—p,q,7),
(p, —q, 1) ve (p, q,r) karma genislemeleri

p,q,r > 1 olmak iizere P, grafinin sirastyla (p, —3,—-2,—-2), (—2,q,1,—2) ve
(p, —2,7,—3) karma genislemeleri

P, grafinin karma genislemeleri Oyle ki burada r>0 ve (p,q,s) €
{(3,3,6),(3,4,4), (3,6,3), (4,2,6), (4,3,3), (4,6,2), (5,2,4), (5,4,2), (7,2,3),(7,3,2)}
P, grafinin  karma genislemeleri oyle ki burada (p,q,7,S) €
{(2,2,2,7),(2,2,3,4),(2,2,6,3),(2,3,2,5), (2,3,4,3),(2,5,2,4), (2,5,3,3), (3,2,2,3)}

r > 0vep,q > 1 olmak tizere P; grafinin (1,p, —q, 1, 1) karma genislemeleri
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5. BOLUM
P; YOL GRAFININ KARMA GENISLEMESI

5.1. P; Grafinin Karma Genislemeleri

H, P; grafinin ty,t,, t3 tipinde bir karma geniglemesi olsun. Buna gére H grafinin

komsuluk matrisi asagidaki formda olur.

e1(jey1~Lje,)) J 0
A(H) = ] Uit~ e,1) J
0 J &3(J1ts1=ie,1)

Burada i =1,2,3 olmak tizere t; > 1 ise & =1 aksi takdirde & = 0 olur. A(H)

matrisinin formundan anlagildig1 {izere, esit parcalanisi yazilabilmesi miimkiindiir ve

asagidaki gibidir.
& (lt1] — 1) 12 0
Q= |t4] &(t2l — 1) |t5]
0 |z, &(tsl — 1)

Eger n = |t;| + |t,| + |t3], H grafinin mertebesi ise q(x) = x3 —bx? —cx+d, Q
matrisinin karakteristik polinomu olur. Bdylece A(H) matrisinin karakteristik polinomu
p(x) = q(x)(x + 1)°x™*2=3 olur. P; grafinin bitim noktalarmin birer ko-klik
olusturmasiyla elde edilen karma genisleme, aslinda P, grafinin bir karma
genislemesidir. Bu durumda elde edilen genislemeye P; grafinin diizgiin olmayan karma
genislemesi denir ve burada det(Q) = 0 olur. P; grafinin diger karma genislemelerine
de diizgiin karma genisleme denir ve burada det (Q) # O olur.

Onerme 5.1.1. P; grafinin diizgiin bir karma genislemesinin kesin olarak iki pozitif
0zdegeri ve —1 den kiigiik bir negatif 6zdegeri vardir. [18]

fspaz‘

Q matrisinin en az bir pozitif 6zdegeri vardir ve det (Q) < 0 oldugundan, Q matrisinin
dolayisiyla da A(H) matrisinin kesin olarak iki pozitif 6zdegeri vardir. En kiiciik
Ozdegeri —1 e esit olan bir graf yalnizca tam graflarin ayrik birlesimi formunda
olabileceginden A(H) matrisinin en kiiciik ©6zdegerinin —1 den kiigiik oldugunu

sOyleyebiliriz. m
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NOT: P; grafinin karma genislemelerinin bazi 6zel formlar1 vardir.
e p,q> 0 olmak iizere (p,—1,q) tipinde bir karma genisleme bir ananas graf
olusturur.
e p,q,r> 0 olmak tizere (p,q,r) tipinde bir karma genisleme spektrumuna gore
belirlenebilir.
e P; grafinin diizgiin olmayan bir karma genislemesi iki parcali tam graf ya da
boliinmiis bir graftir.
Onerme 5.1.2. P; grafinin asagida verilen tiirdeki karma genislemeleri izole noktalar
yardimiyla verilen graflar ile ko-spektral hale getirilebilir [18].
i. p=2,q=1olmakiizere K,UCS, 4 ile (p, —q, p) karma genislemesi
ii. p=3 olmak iizere, Kpp-1)UKp_1p-1 ile (p,(p— 1D (p—2),p) karma

genislemesi

Pq
p+q-1

. p=2q=1ver=1+ olmak {izere K UCSp,q-1,r ile (p,q,p) karma

genislemesi

q(2q-p-1) c 7+ q(Zq—p—l))

olmak iizere, P; grafinin (p, —q, v

Onerme 5.1.3. p,q = 1 ve

ve (—q, 2q, mf’%p_l)) karma genislemeleri izomorf olmayan kospektral graflardir [18].

Bu sonuglarin elde edilmesinden sonra ise nokta sayis1 25 ile kisitlanarak P; grafinin
tim karma genislemeleri ile ko-spektral esleri bilgisayar yardimiyla tretilmistir. Elde
edilen listede 10000 den fazla graf bulunmaktadir. Bu graflar ilk once b,c,d
katsayilarina gore alfabetik olarak siralanmistir. Sonrasinda ise yukaridaki dnermelerde
elde edilen sonuglarin disinda kalan ve en az bir ko-spektral ese sahip olan graflar tespit

edilerek tablolar halinde asagida listelenmistir.
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Tablo 5.1. P; grafinin en fazla 25 noktaya sahip karma genislemeleri ve ko-spektral
esleri [7]

b c d TUR p q r s n
2 10 14 (-p,q,7) 7 1 3 11
2 10 14 (1,p,—q,71,1) 1 3 2 8
3 8 12 (—p,q,7) 4 1 4 9
3 8 12 (-p,q,1,—5) 2 1 3 2 8
3 9 15 (-p,q,7) 5 1 4 10
3 9 15 (1,p,—q,r1) 1 2 3 8
3 10 12 (—p,q,7) 3 2 3 8
3 10 12 K, + CS,» 2 3 4 9
3 14 18 (-=p.q,7) 3 2 4 9
3 14 18 (-p,q,—1,5) 3 3 2 1 9
3 16 24 (-p,—q,1) 4 2 4 10
3 16 24 (—=p,q,7) 6 2 3 11
3 16 36 (-=p.q,7) 12 1 4 17
3 16 36 (-p,—q,—1,5s) 2 2 3 3 10
3 16 36 (1,p,—q,7,1) 2 4 2 10
3 16 36 K, + CS, 3 2 9 14
3 18 28 (-p,q,7) 7 2 3 12
3 18 28 (p,—q,7) 2 4 3 9
3 28 60 (=p,—q,7) 10 2 4 16
3 28 60 (1,p,—q,7,1) 2 2 4 13
3 28 60 K, + CSq, 3 2 15 20
3 40 72 (-p,—q,1) 6 4 4 14
3 40 72 (-p,q,71) 18 2 3 23
3 52 108 (=p,—q,7) 9 4 4 17
3 52 108 (1,p,—q,7,1) 2 13 2 19
4 9 12 (-p,q,7) 2 2 4 8
4 9 12 K, + CS, 2 4 3 9
4 15 30 (-p,q,7) 5 2 4 11
4 15 30 (=p,—q,7) 2 3 4 9

48




4 21 24 (=p,—q,7) 2 3 5 10
4 21 24 Ky + CSqr 2 4 6 12
4 23 54 (-p,q,7) 9 2 4 15
4 23 54 K, + CSyr 339 15
4 39 102 (—p,q,7) 17 2 4 23
4 39 102 (1,p,—q,7,1) 2 8 3 15
5 14 40 (-p.q,7) 8 1 6 15
5 14 40 Ky, + CSyr 3 4 5 12

16 20 (=p,—q,7) 2 26 10

16 20 Ky, + CS,, 2 5 4 11
5 18 48 (=p,q,7) 6 25 13
5 18 48 K, + CSg, 3 4 6 13
5 24 90 (-p,q,7) 18 1 6 25
5 24 90 K, + CSy,r 4 310 17
5 28 88 (=p,q,7) 11 2 5 18
5 28 88 (1,p,—q,7,1) 2 5 4 13
5 30 72 (-p,q,7) 8 3 4 15
5 30 72 K, + CSgr 3409 16
5 36 90 (-p,—q,7) 6 3 6 15
5 36 90 (=p,q,7) 10 3 4 17
5 36 120 (=p,—q,7) 12 2 6 20
5 36 120 (-p,q,7) 15 25 22
5 42 144 (-p,q,7) 18 2 5 15
5 42 144 Ky + CSqr 4 3 16 12
5 16 20 (=p,—q,7) 2 2 6 25
5 16 20 Ky + CSqr 2 5 4 23
5 57 153 (-p,q,7) 17 3 4 19
5 57 153 (p,—q,7) 2 12 4 20
6 17 50 (-p,q,7) 5 26 13
6 17 50 Ky + CSyr 355 13
6 19 48 (-p,q,7) 4 3 5 12
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6 19 48 (p,—q,7) 2 3 6 11
6 19 60 (-p.q,7) 6 2 6 14
6 19 60 (-p,q,—1,5) 352 2 12
6 22 60 (-p.q,7) 5 35 13
6 22 60 K, + CSq, 3 56 14
6 25 90 (-p.q,7) 9 2 6 17
6 25 90 (1,p,—q,r1) 2 4 5 13
6 28 84 (-p,—q,1) 7 2 7 16
6 28 84 (-p,q,7) 7 35 15
6 31 120 (p,—q,1) 4 5 4 13
6 31 120 (-p,q,7) 12 2 6 20
6 40 132 (-p,q,7) 11 3 5 19
6 40 132 (p,—q,7) 3 6 5 14
6 44 180 (—=p,—q,1) 15 2 7 24
6 44 180 (1,p,—q, 1, 1) 37 4 16
6 50 90 (=p,—q,7) 3 5 7 15
6 50 90 (1,p,—q,7,1) 1 7 6 16
6 51 180 (-p,—q,1) 10 3 7 20
6 51 180 K, + CSq, 4 4 15 23
6 55 192 (-p,q,7) 16 3 5 24
6 55 192 (p,— q,1) 48 4 16
7 16 48 (-p.q,7) 4 2 7 13
7 16 48 (-p,q,7,—s) 2 2 6 2 12
7 20 60 (-p,q,7) 4 3 6 13
7 20 60 K, + CSq, 36 5 14
7 20 84 (-p,q,7) 12 1 8 21
7 20 84 (1,p,—q,7,1) 2 3 6 13
7 23 105 (-=p,q,7) 15 1 38 24
7 23 105 K, + CSg, 45 7 16
7 26 108 (-p.q,7) 9 2 7 18
7 26 108 (p,—q,7) 3 4 6 13
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7 28 120 (-p.q,7) 10 2 7 19
7 28 120 K, + CSq, 4 5 8 17
7 30 42 (-p,—q,1) 2 3 8 13
7 30 42 (-p,q,—1,5s) 3 7 2 13
7 33 63 (-p,—q,7) 3 3 8 14
7 33 63 (1,p,—q,7,1) 1 4 7 14
7 35 135 (-p,q,7) 9 3 6 18
7 35 135 (p,—q,7) 3 56 14
7 38 150 (-p,q,7) 10 3 6 19
7 38 150 K, + CSy, 4 510 19
7 64 224 (-p,—q,7) 8 4 8 20
7 64 224 (-p,q,1) 14 4 5 23
7 68 240 (=p,q,7) 15 4 5 24
7 68 240 K, + CSq, 4 5 16 25
7 78 210 (-p,—q,1) 5 6 8 19
7 78 210 (-p,q,1) 14 5 4 23
8 8 64 (p,—q,7) 3 2 7 12
8 8 64 K, + K, 9 2 4 15
8 13 32 (—p,q,7) 4 1 9 14
8 13 32 (p,q,7) 2 6 3 11
8 16 56 (-p,q,7) 7 1 9 17
8 16 56 K, + CS, 3 7 4 14
8 19 40 (-=p,q,7) 2 55 12
8 19 40 (1,p,—q, 1, 1) 1 2 8 13
8 27 126 (-p,q,7) 9 2 8 19
8 27 126 K, + CSq, 4 6 7 17
8 33 144 (-p,q, 1) 8 3 7 18
8 33 144 K, + CSq, 4 6 8 18
8 38 160 (=p,—q,7) 10 2 9 21
8 38 160 (p,—q,7) 3 57 15
8 45 180 (-p,q,7) 9 4 6 19
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8 45 180 K, + CSq, 4 6 10 20
8§ 51 126 (-p.q,7) 7 6 4 17
8 51 126 K, + CSq, 3709 19
8 54 270 (-p,q,7) 15 3 7 25
8 54 270 (1,p,—q,r1 1) 3 7 6 18
8 57 240 (=p,—q,7) 10 3 9 22
8 57 240 (-p,q,7) 12 4 6 22
8 68 256 (-p,—q,7) 8 4 9 21
8 68 256 (p,—q,71) 3 8 7 18
8 128 448 (-p,—q,1) 7 8 9 24
8 128 448 (p,—q,7) 3 147 24
9 3 61 (r,q,7) 3 36 12
9 3 6l (p,q,—T1,5) 3 61 13
9 4 90 (p,—q,1) 4 2 7 13
9 4 90 (p,q,—1,5) 7 2 2 14
9 9 49 (p,q,7) 2 4 6 12
9 9 49 (p,q,—1,5) 4 6 1 13
9 15 135 (p,—q,7) 4 3 7 14
9 15 135 K, + K, 10 3 5 18
9 18 64 (—p,q,7) 4 2 9 15
9 18 64 K, + CSg, 3 8 4 15
9 24 112 (—p,q,7) 7 2 9 18
9 24 112 (1,p,—q,r1) 2 3 8 15
9 24 126 (-p,q,7) 14 1 10 25
9 24 126 K, + CSqr 47 6 17
9 28 72 (-p,q,7) 36 5 14
9 28 72 (-p,—q,7) 4 2 10 16
9 31 63 (-p.q,7) 37 4 14
9 31 63 (1,p,—q, 1 1) 1 3 9 15
9 31 147 (-p.q,7) 3 8 18
9 31 147 K, + CSqr 47 7 18
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9 34 96 (-p,q,7) 46 5 15
9 34 96 Ky + CSqr 38 6 17
9 34 144 (-p,q,7) 6 4 7 17
9 34 144 (1,p,—q,1 1) 2 4 8 16
9 38 168 (-p,q,7) 7 4 7 18
9 38 168 K, + CS, 47 8 19
9 49 273 (-p.q,7) 13 3 8 24
9 49 273 (1,p,—q,7, 1) 3.6 7 18
9 64 216 (—p,—q,7) 6 4 10 20
9 64 216 (-p,q,7) 9 6 5 20
10 20 72 (-p,q,7) 3 3 15
10 20 72 K, + CSyr 3.9 4 16
10 27 144 (-p,q,7) 8 2 10 20
10 27 144 Ky, + CSyr 4 8 6 18
10 29 90 (-p,q,7) 36 6 15
10 29 90 Ky + CSqr 39 5 17
10 32 168 (-p,q,1) 73 9 19
10 32 168 (p,—q,7) 3 4 9 16
10 35 168 (-p,—q,7) 6 4 8 18
10 35 168 Ky + CSqr 4.8 7 19
10 59 240 (-p,q,1) 8 6 6 20
10 59 240 Ky + CSqr 48 10 22
10 63 364 (-p,q,7) 134 8 25
10 63 364 (p,—q,1) 47 8 19
10 66 330 (=p,—q,7) 113 11 25
10 66 330 (-p,q,7) 115 7 23
11 -12 108 (1,p,—q,7,1) 61 6 15
11 -12 108 K, + CSyr 76 3 16
11 24 108 (-p.q,7) 4 3 10 17
11 24 108 (-p,q,7,—5) 2 3 9 2 16
11 30 162 (-p,q,7) 6 3 10 19
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11 30 162 K, + CS,r 4.9 6 19
11 45 297 (-p,q,1) 11 3 10 24
11 45 297 (1,p,—q,7,1) 35 9 19
11 48 216 (-p,q,1) 6 6 7 19
11 48 216 K, + CSyr 49 8 21
11 52 320 (-p,q,7) 10 4 9 23
11 52 320 Ky + CSyr 5.8 10 23
12 1 132 (p,—q,7) 4 2 10 16
2 1 132 Ky + CSqr 12 2 6 13
12 19 66 (-p,q,7) 32 12 17
12 19 66 (p,q, 1) 2 9 4 15
12 33 180 (-p,q,7) 5 4 10 19
1233 180 K, + CS, 4 10 6 20
12 43 210 (-p,q,1) 6 8 19
12 43 210 Ky, + CSy, 4 10 7 21
12 49 324 (-p,q,7) 9 4 10 23
12 49 324 Ky, + CSyr 5.9 9 23
12 57 396 (-p,q,1) 11 4 10 25
12 57 396 (p,— q,7) 4 6 10 20
12 58 360 (-p.q,7) 9 5 9 23
12 58 360 Ky, + CSyr 5.9 10 24
13 -7 165 (p,q, 1) 6 4 6 16
13 -7 165 K, + CS, 12 3 5 20
13 26 96 (-p,q,7) 2 6 9 17
13 26 96 Ky + CSgr 312 4 19
13 54 360 (-p,q,7) 8 5 10 23
13 54 360 Ky, + CSyr 510 9 24
14 -17 176 (p,q, 1) 6 3 17
14 -17 176 Ky + CSgr 12 4 4 20
14 39 216 (-p,q,7) 4 6 10 20
14 39 216 Ky + CSyr 4 12 6 22
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15 32 192 (-p,q,7) 4 4 13 21
15 32 192 (-p,q,1,—5) 2 4 12 2 20
15 52 252 (—p,q,7) 4 9 8 21
15 52 252 (1,p,—q,r1) 2 4 14 22
16 -37 198 ».q,7) 8 2 9 19
16 -37 198 K, + CS, 12 6 3 21
16 -28 288 (p,—q,7) 9 2 9 20
16 -28 288 K, + CS, 9 9 4 22
16 -19 252 (p,—q,1) 6 2 12 20
16 -19 252 (p,q,7) 6 4 9 19
16 -10 252 (».q,7) 5 59 19
16 -10 252 K, + CSq, 15 3 6 24
16 31 210 (=p.q,7) 7 2 16 25
16 31 210 K, + CSq, 4 14 5 23
16 38 210 (-p,q,7) 3 7 11 21
16 38 210 (1,p,—q,r1) 2 3 15 22
16 72 256 (=p.q,7) 5 11 7 23
16 72 256 (1,p,—q,r 1) 2 5 15 24
17 33 225 (=p.q,7) 5 3 16 24
17 33 225 K, + CS, 415 5 24
18 36 270 (-p.q,7) 6 3 16 25
18 36 270 (-p,q,—1,5s) 315 2 3 23
18 -17 420 (-p,q,—1,5s) 3 5 2 14 24
18 -17 420 K, + CS, 812 5 25
18 35 240 (—p,q,7) 4 4 16 24
18 35 240 K, + CS, 416 5 25
19 40 300 (—=p,q,7) 4 5 16 25
19 40 300 (-p,q,7,—s) 2 5 15 2 24
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5.2. Ananas Graflarin Tam Spektral Karakterizasyonu

Kg grafinin mertebesi p + q, kenar sayisi (’2’) + g, liggen sayisi ise (',;) olur. Biitlin
bilesenleri 1 e esit olan vektdr 1 ve yine biitlin bilesenleri 1 e esit olan [ X [ tipindeki
matris J; ile gosterilsin. Ayn1 zamanda I birim matris olsun. Bu durumda KS grafinin
komsuluk matrisi,

0 17 17
AK)=|1 J,ou—1 0

1 0 0

formunda olur.

Onerme 5.2.1 K igin,

char (A(Kg)) (x) =x971(x + 1)”‘2(x3 —x2(p—-2)—x(p+q—1) +ql- 2))
bicimindedir [9].
Ispat:
Kg grafinin ayn1 noktaya eklenmis g adet sarkit noktasi bulundugundan, A(Kg )
matrisinin q adet satir1 ayni olur. Yani bu matrisin ranki en fazla p + 1 e esit olur.
Boylece bu matrisin karakteristik polinomunun bir ¢arpan1 x4~ dir. Benzer sekilde A +
I matrisinin p — 1 adet satir1 oldugundan, karakteristik polinomun bir diger ¢arpani
(x + 1)P72 olur. Asagida A(Kg ) matrisinin bir esit pargalaniginin boliim matrisi
verilmigstir. Yani A(K;’ ) matrisi satir toplamlart sabit olan bloklara ayrilmis ve buna
gore her bileseni bu toplami gosteren @ boliim matrisi olusturulmustur.

0 p-1 ¢
Q= [1 p—2 O]

1 0 0

Q matrisinin karakteristik polinomu,
q(x) = det(xl —Q) =x* —x*(p—2) —x(p+q - +qp - 2)
olur. g(x) in, A(K;} ) matrisinin karakteristik polinomunu béldiigii Teorem 2.3.1 de

verilmigtir. K;’ grafinin ~ mertebesi p+q ya esit oldugundan,
der <char (A(K;’)) (x)) = p + q olur. Boylece,

der(x9™1) + der((x + 1)P72) + der(q(x)) =q—1+p—-2+3=p+q

oldugundan
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char (A(Kg)) (x) =x971(x + 1)”‘2(963 —x2(p—-2)—x(p+q—1) +ql- 2))
elde edilir.

Teorem 5.2.1. « > 0 olmak iizere ¢ = G,UG,UaK; graft a adet izole nokta iceren ve
mertebesi 1 den biiyiik olan iki bilesene daha sahip bir graf olsun. p > 4 ve q¢ > 3 iken
eger G grafi Kg ananas grafina kospektral ise asagidaki formda olmak zorundadir.

tZ-2t+n

G = K,UCS,, nUaK; dyle ki buradam = vea = t(t—2)[19].
fspaz‘
Tablo 4.1 den G; UG, ninya K UK, . ya da K;JCS,, ;, formunda oldugu ag¢iktir. Eger
G1UG,, K UK, formunda ise o halde,
char(G)(x) = x*T3*e=2(x + 1) [x3 — (c — 1)x? — dex + (c — 1)de]
=x1 o+ DP2 R - (p - Dx* —(p+g—Dx+q(p - 2)]
= char(K;})(x)
olur. Bu yiizden,

qg—1l=a+d+e—2

p—2=c—1 _J.
p+q—1=de = ¢ = 0 bu bir ¢eligkidir.
qlp —2) = (c —1)de
elde edilir.

Eger G;UG,, K.UCS,, , formunda ise o halde,
char(G)(x) = x*™" 1(x + D™ 2(x —t + D[x? + (1 — m)x — mn]
=xT x+ DP 2P - (p—2)x* = (p+q— Dx+q(p —2)]
= char(K;)(x)
olur. Oyleyse,
q—l=a+n-1

p—2=m+t—2 _ t2-2t+n _
ptqg—1=mn+(t-DA-m)(" M= 7 Vvea=tlt-2)
qlp —2) =(t—1Dmn
elde edilir
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Teorem 5.2.2. K;’ ananas grafinin 1 den bilyiik bir tamsay1 6zdegeri a olsun. m(n —
a —1) = a? + n — 1 olacak bi¢iminde her (m,n) € Z* X Z* icim p=m+a+1 ve
q=mn—a-—1) ise Kg ananas grafi spektrumuna gore belirlenebilen bir graf
degildir [19].

Sonugc 5.2.1. szpz ananas grafi, P; yol grafinin (p, —p, p) tipindeki karma genislemesine

p(p — 1) adet izole nokta eklenmesiyle olugan graf ile kospektraldir [18].

Teorem 5.2.4. ¢ > 0 olmak lizere G = G;lJaK; grafi a adet izole nokta iceren ve
mertebesi 1 den biiyiik olan yalnizca bir bilesene daha sahip bir graf olsun. p > 4 ve
q = 3 iken [,m,n € Z* igin eger G grafi K;’ ananas grafina kospektral ise agagidaki
formlardan birinde olmak zorundadir [18].

e Gy, P; yol grafinin (I, —m, n) tipinde bir karma genislemesidir dyle ki burada

_ In(+n-2) . (1-1)(n-1) .
- I[(l1-1)+n(n-1) vea = 2in I(I-1)+n(n-1) dir.

e Gy, P; yol grafinin (I,m,n) tipinde bir karma geniglemesidir 6yle ki burada
Imm=((+m+n—-In—-1)(+m+n—-2)vea =m+n— 3 tiir.

e Gy, P, yol grafinin (—2,m,n,—2) tipinde bir karma genislemesidir dyle ki
burada (m —n)2 =m+nvea =m+n — 3 tiir.

e Gy, P yol grafinin (1,l,—m,n,1) tipinde bir karma genislemesidir oyle ki

In (I+n-2)

oy Vea=ml+n—1) —In—1dir.

buradam =

e G;, P, yol grafinn (3,—3,—2,—2) tipinde bir karma genislemesidir oyle ki
burada @ = 7 dir; ya da (7,2, —20,3) tipinde bir karma genislemesidir ve a =
27 dir.
Ispat
G, € G oldugu agiktir. Bu nedenle Teorem 4.3.1. nin tiim durumlarini dikkate alalim.
Teorem 2.3.1 kullanilarak asagidaki durumlarda sirasiyla P;, P, ve Ps in karma
genislemelerinin karakteristik polinomlar: elde edilir.
Duruml: Tlk olarak P; iin karma genislemesini ele alalim.
(a) Gy, P5 iin (—1, —m, n) tipindeki bir karma genislemesi olsun. Boylece,
char(G)(x) = xttm=2+a(x + 1) 1x3 — (n — 1)x? — (Im + mn)x + lmn — Im]
=xTMx+ DP 2 - (p—-2)x* = (@ +q— Dx+q(p - 2)]
= char (K, )(x)
olur. Dolay1siyla,
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g—1l=a+l+m-2 m=1

p—2=n-1 l=q —
p+q—1=Im+mn Z  a=0 > =K
qlp —2) =lmn—1Im n=p-1

(b) G4, P5 in (I, —m, n) tipindeki bir karma genislemesi olsun. Boylece,
char(G)(x)
=x" e (x + D23 —(l+n—-2)x>—-(mn—-In+Im+n+1—1Dx + 2lmn
— Im — mn]
=xTHax+ P2 —(p—Dx* = (p+q - Dx +q(p — 2)]
= char (K} )(x)
olur. Dolayisiyla,
g—l=a+m-1
p—2=10l+n-2 _ Inl+n-2)
ptgq—1l=Im+mn—-In+l+n-1 m_l(l—1)+n(n—1) ve
q(p —2) =2lmn — lm — mn

(1-1)(n-1)
I(I-1)+n(n-1)

a=m(l+n—-1)—In=2n [ oldugu aciktir. Burada @ € N dir. Ayrica

2ln—-1l-n

I(I-1D)+n(n-1) olur.

p=l+nveq=a+m=ln[

Eger @ = 0 ise burada m(l + n — 1) = In dir. Bu yiizden,

In(l+n-2)
I[(1-1)+n(n-1)

l+n-1D=nh=2U+n-2){+n-1D=ll-1)+n(n—-1)
>0P24+n*+2ln-3l-3n+2=02-14+n*-n
=2In-2l-2n+2=0
=>Iln-1)-(n-1)=0
>{U-1)(n-1)=0
=>l=1veyan=1
>m=1
=6, =K.

olur. l + n = p = 4 oldugundan [ ve n ayn1 anda 1 e esit olamaz.

(¢) G4, P; iin (—1, m,n) tipindeki bir karma genislemesi olsun. Boylece,
char(G)(x) = x" 12 (x + D™ 2[x3 —(m+n—-2)x>—(m+n+Im—
1x + lmn — Im]
=xT M x + DP 2 - (p—2)x* = (p+q— Dx + q(p — 2)]
= char (K} )(x)

olur. Boylece
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qg—1l=a+l-1 m=1
p—2=m+n-—2 l=q —
p+q—1=Ilm+m+n—1 a=0 = G =Ky olur
qlp —2) =lmn —Ilm n
(d) G4, P5 tin (I, m,n) tipindeki bir karma genislemesi olsun. Béylece,
char(G)(x) = x*(x + D™ 3[x3 —(l+m+n-3)x>—-2m+2n+ 2l —
In—-3)x+Imn+in—-1—m-—n+1]
=xT M x+ DP 2 —(p—2)x* = (p+q— Dx + q(p — 2)]
= char(K;)(x)
olur. Boylece,
q—1l=a
p—2=l+m+n-3
pt+tq—1=2m+2l+2n—In—-3
qp—-2)=lmn+in—-l-m-n+1

elde edilir. Buradan, Imn = (l+ m+n—-In—-1)(+m+n—-2)vea=1+m+
n — In — 1 oldugu aciktir.q = 3 oldugundan a > 2 elde edilir. Ayricap =l+m+n —
1ve q=l+m+n-—In—1olur
Durum 2: Simdi P, {in karma genislemesini ele alalim.
(a) Gy, P, in (m, —3, —2, —2) tipindeki bir karma genislemesi olsun. Boylece,
char(G)(x) = x**%(x + D™[x3 — (m)x? — (2m + 10)x + 12m]
=xT N x+ DP 2 - —-2)x* —(p+q—Dx+q - 2)]

= char (K} )(x)
olur. Boylece
gq—1l=a+4 m =3
p—2=m N q=12
p+q—1=2m+10 a=17
q(p —2) = 12m p=>5

elde edilir. Buradan G = G;U7K; = K3? 6yle ki G, P, iin (3,—3,—2,—2) tipindeki
karma genislemesidir.
(b) G4, P, in (—2,m,n, —2) tipindeki bir karma geniglemesi olsun. Boylece,
char(G)(x) = x?**(x + D™ x3 —(m+n—1x? — 2m + 2n)x + 4mn]
=xT N x+ DP 2 - (- 2)x* —(p+q—Dx +q( — 2)]
= char (K} )(x)

olur. Dolayisiyla
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gq—1l=a+2

p—2=m+n-1
p+tq—1=2m+2n

q(p —2) = 4mn

>m+n=Mm-n)vea=m+n-3

olur. ¢ = 3 ve m + n # 3 oldugundan a > 0 elde edilir. Ayricap =m+n+1veq =
m + n olur.
(¢) G4, P, in (n, —2, m, —3) tipindeki bir karma geniglemesi olsun. Boylece,
char(G)(x) = x3**(x + D)™ x3 — (m+n— 1x? — (5m + 2n — mn)x + 6mn]
=xT x+ DP 2 - (p—-2)x —(p+ g — Dx + q(p — 2)]
= char(K;)(x)
olur. Dolayisiyla

q—1=a+3

p—2=m+n-—1
pt+tq—1=5m+2n—mn

q(p —2) = 6mn

> (1-m)(n? —4m) = n(1 + m?)

olur. Bu denklemin (n,m) € Z* X Z* olacak sekilde bir ¢6ziimii yoktur. Bu yiizden G,
bu tiir bir karma genisleme olamaz.
(d) G4, P, in m = 1 olacak sekilde (k, [, —m,n) tipinde bir karma genislemesi ve

(3.3,6), (3,4,4), (3,6,3), (4,2,6), (4,3.,3),
(k,Ln) € {(4,6,2), (5,.2,4), (54.2), (7,2,3), (7,3,2)

char(G)(x) = x*p;(x)
=xT x+ DP 2P - (p—2)x* = (p+q—Dx+q(p —2)]
= char (K} )(x)

} olsun. Boylece,

olur. Oyle ki i € {1, ...,10} icin p; (x) asagidaki polinomlardan biridir.
p1(x) = x™(x + 1)°[x3® — 9x% — (8m — 15)x + 40m — 25]
po(x) = x™(x + 1)8[x3 — 8x% — (6m — 9)x + 34m + 18]
p3(x) = x™(x + 1)°[x3 — 9x%2 — (5m — 6)x + 37m + 16]
pa(x) = x™(x + 1)°[x3 — 9x% — (9m — 15)x + 45m + 25]
ps(x) = x™(x + 1)7[x3 — 7x? — (6m — 4)x + 30m + 12]
Pe(x) = x™(x + 1)°[x3 — 9x%2 — (Gm + 1)x + 37m + 9]
p7(x) = x™(x + 1)8[x3 — 8x% — (8m — 9)x + 40m + 18]
pg(x) = x™(x + 1)8[x3 — 8x2 — (6m + 1)x + 34m + 8]
Po(x) = x™(x + 1)°[x3 — 9x% — (9m — 6)x + 45m + 16]
P1o(x) = x™(x + 1)°[x3 — 9x%2 — (8Bm + 1)x + 40m + 9]

61



Sadece p3(x) ve ps(x) icin char(G)(x) = char(K;’)(x) e esittir. Yani sadece iki

ornek olabilir. Bunlar, G = G, 63K, = K& burada G,, P, iin (7,2,—20,3) tipindeki

karma genislemesi ve G = G,J27K; = K3° burada G, P, iin (4,3,—8,3) tipindeki

karma genislemesidir.

(e) Gy, P, in (k,I,m,n) tipindeki bir karma genislemesi ve (k,[,m,n) €

{(2,2,2,7),(2,2,3,4), (2,2,6,3), (2,3,2,5), (2,3,4,3), (2,5,2,4), (2,5,3,3), (3,2,2,3)}
olsun. Burada char(G)(x) = x%q;(x) dir. Oyle ki i €{1,...,8} icin q;(x)
asagidaki polinomlardan biridir.

q1(x) = x(x + 1)°[x® — 9x% — x + 65]

q(x) = x(x + 1)°[x3 — 9x2 — 9x + 73]

qs;(x) = x(x + 1)7[x3 — 7x? — 5x + 51]

qa(x) = x(x + 1)8[x3 — 8x2 — x + 68]

qs(x) = x(x + 1)8[x3 — 8x2 — 7x + 74]

ge(x) = x(x + 1)°[x3 — 9x% — x + 89]

q;(x) = x(x + 1)°[x3 — 9x% — 6x + 94]

qg(x) = x(x + 1)®[x3 — 6x2 — 3x + 40]

olur. Tim i € {1, ...,8} igin q;(x) in char(G)(x) = char(K;’ )(x) esitligini saglamadigi

goriiliir. Bu nedenle G, bu tiir bir karma genigleme olamaz.

Durum 3: Gy, Ps in [,m,n>1 olacak sekilde (1,l,—m,n,1) tipinde bir karma

genislemesi olsun. Boylece,

char(G)(x) = x™*(x + D" 1 x3 —(l+n—1Dx2—(mn—-In+Im+1+n)x +

2lmn + In]
=xT x+ DP 2 - (p—2)x —(p+ g — Dx + q(p — 2)]
= char (K} )(x)
olur. Dolay1siyla,
q—l=a+m
p—2=Il+n-1 In(l+n)

>m=

ptgq—1l=mn—-In+lm+Il+n n(n—1)+l(l—1)ve

qlp—2)=2lm+In
a=m(l+n—-1)—In—1 olur. Ayrica p=I1l+n+1 ve g=m(l+n)—In elde

edilir. [, m,n = 1 oldugundan
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a=m(l+n—-1)—-In—-1

_ In(+n)(1+n-1) .

n(n—-1)+1(1-1) In—1
_ In[(1+n)2-1-n] _ _
T (+n)2-1-n-2In In—1
21%n?
=+ a1
21%n?
T 2-i4n2-n 1
1?+n?
= 2-4n2-n 1
1?-14+n?-n
= 2-4n2-n 1
=0
elde edilir.
Sonu¢ 5.2.2. p >4 ve q¢ =1 olsun. Baglantili graflar arasinda Kg ananas grafi

spektrumuna gore belirlenebilen bir graftir [19].

Sonug

5.23.1,m,n € Z* olsun [19].

In (I1+n-2)

Eger m = [(I-1)+n(n-1)

ise, p =l +n ve g = I(m — n) + mn olmak iizere K,/

ananas grafi spektrumuna gore belirlenebilen bir graf degildir.

Eger imn=(_(0+m+n—-m-1D)(+m+n—-2)ise, p=Ll+m+n—1 ve
q=l+m+n—In—1 olmak iizere K;,I ananas graft spektrumuna gore
belirlenebilen bir graf degildir.

Eger (n—n)2=m+n ise, p=m+n+1ve g =m+n olmak iizere K

ananas grafi spektrumuna gore belirlenebilen bir graf degildir.

In (l+n-2)

U—1)tn(n_D) 86 P = l+n+1ve qg=m(+n)—In olmak lizere

Eger m =

q . . . . er g
K,, ananas grafi spektrumuna gore belirlenebilen bir graf degildir.
Eger (p,q) € {(5,12),(11,84),(9,36)} ise, K;’ ananas grafi spektrumuna gore

belirlenebilen bir graf degildir.
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6. BOLUM
TARTISMA SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda ele alinan kiime —1 ve 0 dan farkli maksimum ii¢ 6zdeger iceren
graf kiimesidir. Literatiirdeki mevcut olan ¢aligmalar derlenerek, maksimum iki 6zdeger
yerine maksimum ii¢ 6zdeger incelenmistir. Bu nedenle bu kiime parcalara boliinerek
ele alinmgstir. Ik olarak —1 ve 0 dan farkli en fazla iki 6zdegere sahip graf kiimesine
dair ¢aligmalar incelenmistir. Ugiincii boliimde bu kiimenin izole nokta icermeyen bir alt
kiimesinin siniflandirma ve spektral belirlenebilirlik 6zelliklerine yer verilmistir.
[Topcu, 2020]. Sonrasinda tam olarak 3 6zdegeri —1 ve 0 dan farkli baglantisiz ve
baglantili graflar iizerinde literatiir arastirmasi devam etmistir. ilk olarak baglantisiz
graflar ele alinmig ve ii¢ tam grafin ayrik birlesimi, bir tam graf ve iki pargali tam grafin
ayrik birlesimi ve bir tam graf ve bir tam boliinmiis grafin ayrik birlesimi seklindeki
graf tiirleri ve karakteristik polinomlar1 gosterilmistir. Sonrasinda baglantili graflar ele
alinmig ve ii¢ pargali tam graf, K5 tam grafinin (—p, —q, r) tipindeki karma genislemesi
ve G* kiimesinin karakteristik polinomlarina yer verilmistir. G* kiimesi sirasiyla 3,4 ve
5 noktali yol graflarinin karma genislemeleri yardimiyla belirlenmistir. Ik olarak G*
kiimesindeki parcali olan graflar ele alinmigtir. Sonrasinda pargali olmayan graflar ile
ilgili literatiirde var olan bilgilere yer verilmistir. Son bolimde oncelikle 3 noktal1 yol
grafin karma genislemeleri ile ilgili bulgulara deginilmistir. Daha sonra ise nokta sayisi
25 ile kisitlanarak 3 noktal1 yol grafin tiim karma genislemeleri ve ko-spektral esleri ile
ilgili mevcut bulgular Tablo 5.1 de verilmistir. Bu tabloda 1000 den fazla graf
bulunmaktadir. Son olarak ananas graflarin tam spektral karakterizasyonlarine dair
bulgular ele alinmigtir. Ananas graflar G* kiimesi tarafindan kapsanan ozel bir graf
tirtidiir ve ayrica 3 noktali yol grafin 6zel bir karma genislemesi olarak da ifade edildigi
goriiliir.

Bu tez c¢aligmasi literatiirde var olan bilgiler bir araya getirilerek derlenmesiyle

hazirlanmistir.
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