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OZET

Bu tez dort boliimden olugsmaktadr.

Birinci boliimde literatiir taramasi, kaynak arastirmasi ve temel kavramlar verilmistir.
Ikinci boliimde, elemanlari sartl polinom dizilerinden olusan iicgensel matrislerin tersleri
ve bu matrislerin terslerini bulmakta kullanilacak olan bazi yardimci teoremler elde
edilmistir.

Uciincii béliimde, sarthi polinom matrisleri ile 7 —binomiyel matrisleri arasindaki
korelasyonlar incelenmis olup bazi yeni 6zellikler elde edilmistir.

Dordiincii boliimde ise sartli polinom matrislerinin terslerinin hesaplama esnasindaki

performans kiyaslamalar1 yapilarak gorsel ve sayisal veriler sunulmustur.
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ABSTRACT

This thesis consists of four chapters.

In the first section, literature review, resource survey and basic concepts are given.

In the second section, the inverses of triangular matrices whose elements are conditional
polynomial sequences and some auxiliary theorems that will be used to find the inverses
of these matrices are obtained.

In the third section, correlations between conditional polynomial matrices and
7 —binomial matrices are examined and some new identities are obtained.

In the fourth section, graphical and numerical data are presented by comparing the
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SIMGELER VE KISALTMALAR LISTESI

: Dogal sayilar kiimesi

: Sayma sayilar1 kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Kompleks sayilar kiimesi

: n. Fibonacci sayisi

: n. Lucas sayisi

: n. Ikinci mertebeden genellestirilmis rekiirans sayisi
: . 1ki periyotlu Fibonacci sayis1

: n. 1ki periyotlu Lucas sayist

: n. Genellestirilmis iki periyotlu Fibonacci polinomlari
: n. Sarth polinom dizisi

: n X n tipinde Pascal matrisi

: n X n tipinde Fibonacci matrisi

: n X n tipinde Lucas matrisi

: n X n tipinde Genellestirilmis Fibonacci matrisi

: n X n tipinde 1. tip Pascal matrisi

:n X n tipinde 2. tip Pascal matrisi
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BOLUM 1
GIRIS
1.1. Genel Bilgiler

Gecmisten giiniimiize yapilan bilimsel calismalar ve gozlemler, evrendeki nesnelerin
belirli bir diizene gore hareket ettigini aciklamaktadir. G6zlemlenebilen evrende detaylar
incelendik¢e matematik biliminin her gecen giin daha da Onemi ortaya c¢ikmaktadir.
Antik yillardaki ve giinlimiizdeki baz1 bilim insanlar1 ve felsefeciler, evrenin matematik
dilinde yazildigin1 ifade etmislerdir. Dogada simdiye kadar gézlemlenmis bircok
olay matematik biliminin alfabeleri olan sayilar ve matematiksel semboller ile ifade
edilebilmektedir. Icinde bulundugumuz evrende simdiye kadar kesfedilmis 6nemli bazi
sayilar bulunmaktadir. Bu sayilardan en 6nemlilerinden birisi de Fibonacci sayilar1 olarak
karsimiza ¢cikmaktadir.

Adini, 13. yiizyilm {inlii Italyan matematik¢isi Leonardo Fibonacci’den alan Fibonacci
dizisi, matematigin temel yap1 taglarindan birini olusturmakta ve dogada gézlemlenebilen
bircok desenin ardindaki sirr1 ortaya ¢ikarmaktadir.

Fibonacci sayilar: ilk olarak Leonardo Fibonacci tarafindan 1202 yilinda kesfedilmistir.
Leonardo Fibonacci’nin “Liber Abaci” isimli kitabinda tavsanlarla ilgili kurmus oldugu
problem asagidaki gibi verilmisgtir [1]:

Biri erkek ve digeri disi olmak iizere bir ¢ift yavru tavsan olmak iizere;
* Bir ay sonra bu yavru cift erginlesmektedir,
» Erginlesen her cift tavsan bir ay sonra yeni bir ¢ift yavru dogurmaktadir,
* Her yavru cift bir ay sonra erginlesmektedir,

* Hig bir tavsamin olmedigini ve her disi tavsamin bir erkek bir disi yavru dogurdugunu

varsayalim.
Bu sartlar altinda bir y1ilin sonunda toplam kag tane tavsan olur?

o Ik ay, sadece bir ¢ift tavsan vardir,



o Ikinci ay, bu tavsanlar erginlesir,
o Uciincii ay, disi bir ¢ift yavru dogurur ve bir yavru ¢ift tavsan vardr.

Yavru ciftler bu sekilde hesaplanmaya devam edilirse, Ocak ayindan baglamak suretiyle

yetiskin, yavru ve toplam tavsan ¢ifti sayis1 asagidaki tablo ile verilebilir:

Tablo 1.1. Yetigkin, yavru ve toplam tavsan ¢ifti sayisi

Cift Sayis1 | Ocak | Subat | Mart | Nisan | Mayis | Haziran | Temmuz
Yetigkin 0 1 1 2 3 5 8
Yavru 1 0 1 1 2 3 5
Toplam 1 1 2 3 5 8 13

Yukaridaki tabloya dikkat edilirse toplam tavsan cifti sayilar1 belirli bir Oriintiiye gore
artis gostermektedir. Bu sayilar arasindaki iligskiye dikkat edilirse, ilk iki terimden sonraki
sayilar kendisinden Onceki iki terimin birbirine eklenmesi yoluyla elde edilmektedir. Elde
edilen bu sayilara Fibonacci sayilari, bu sayilarin olusturdugu diziye ise Fibonacci dizisi
denir. n — oo i¢in bu dizinin (n + 1). teriminin n. terimine oranina “Altin oran” denir ve
bu say1 ® = 1,618033988749894..."e denk gelmektedir [2]. Bu sayi1 farkli disiplinlerde
bir¢ok arastirmaya konu olmus olup halen arastirilmaya devam edilmektedir. Giiniimiize
kadar yapilan bircok arastirmaciya gore bir nesnenin altin orana benzerligi onun ayni
zamanda estetik olarak giizelliginin de bir Ol¢iisii olarak kabul edilmistir. Fibonacci

sayilar1 ve altin oranin dogada gozlemlendigi bazi yerler asagidaki gibidir [2]:

e Bir¢ok bitki tiiriinlin yapraklarinin dizilimi matematiksel olarak Altin Oran ile
iligkilidir.
* Baz ¢igeklerin yapraklarinin sayilar siklikla Fibonacci sayilaridir.

* Deniz kabuklari, bitki dallar1 ve riizgar tiirbinlerinin kanatlar1 gibi bircok yapida

spiraller Altin Oran ile uyumlu olacak sekilde dizilime sahiptir.

» Insan viicudu ve diger canli organizmalarin baz1 béliimlerinin boyutlar ve oranlari Altin

Oran ile iligkilendirilebilmektedir.

¢ Antik Yunan ve Roma mimarisinden ROnesans donemine, sanat ve mimaride Altin Oran
kullanim1 oldukg¢a yaygindir. Sanat eserlerinin boyutlar1 ve oranlar1 bu estetik kavrama

uygun olarak tasarlanmistir.



* Unlii ressamlarin tablolarinda ve heykellerde Altin Oran’in izleri siklikla goriiliir.

Kompozisyon ve oranlar, resimde denge ve estetik yakalamak icin kullanilir.

* Antik Misir’dan Gotik katedrallere kadar bir¢cok yapida Altin Oran’in kullanildigina
dair kanitlar vardir. Katedrallerin pencereleri, siitunlar1 ve kubbeleri gibi unsurlar Altin

Oran ile tasarlanmugtir.

+ Ozellikle baz1 bestelerin yapilarinda ve miizigin diziliminde matematiksel olarak Altin

Oran kullanilabilir.

 Fraktal yapilar, matematiksel olarak tekrarlanan desenlerle tanimlanir ve Altin Oran’in

izleri bu tiir yapilarin i¢inde de bulunabilir.

Matrisler, giinliik hayattaki problemleri daha kolay ¢c6zmek amaci ile olusturulmus satir
ve silitunlardan olusan ve belirli Ozelliklere sahip matematiksel yapilardir. Simdiye
kadar, gercek hayat problemleri dahil olmak iizere bir¢cok alanda sik¢a kullanilmis ve
halen yogun bir sekilde kullanilmaya devam edilmektedir. Matrislerin giinliik hayatta

kullanildig1 bazi1 yerler asagidaki gibidir:

* Bilgisayar oyunlari, animasyon filmleri ve diger gorsel efektler, matrislerin yaygin
bir kullamm alanidir.  Ozellikle 3D modellemeler ve doniisiimler matrislerle
gerceklestirilir. Bir cismin doniisii, 6l¢eklendirilmesi veya konumlandirilmast icin de

matrisler kullanilmaktadir.

» Miihendisler ve fizikg¢iler, matrisleri genellikle karmagik sistemlerin modellenmesi ve
cozlimlemesi icin kullanir. Elektrik devreleri, yapisal analiz, 1s1 transferi ve akigskan

mekanigi gibi alanlarda matrislerin kullanimi yaygindir.

* Otomasyon sistemlerinde ve islem kontroliinde matrisler, sensor verilerini islemek,
kontrol algoritmalarin1 uygulamak ve otomasyon islemlerini optimize etmek icin

matrislerden faydalanilmaktadir.

* Finansal analizlerde matrisler, hisse senetleri ve varlik fiyatlarinin iligkilerini ve
risklerini degerlendirmek i¢in kullanilir. Portfoy optimizasyonu, risk yonetimi ve

ekonometrik modeller gibi finansal konularda matrisler sik¢a kullanilir.



* Matrisler, bilgi teknolojisi alaninda bir¢ok algoritmanin temelini olusturur. Veri
tabanlari, goriintii isleme, veri analitigi, yapay zeka ve derin 68renme gibi alanlarda

matris operasyonlar: kullanilir.

* Sinyal isleme ve iletisim sistemlerinde, matrisler ses, goriintii ve veri iletimi i¢in

kullanilan algoritmalarin temelini olusturur.

* Matrisler, jeoloji ve haritalama alanlarinda, karmasik veri setlerini yonetmek ve
analiz etmek i¢in kullanilir. Topografik haritalar ve jeolojik veri analizi i¢in matris

operasyonlar1 yaygin olarak kullanilir.

* Matrisler, DNA analizi, protein yapilari, genetik veri analizi ve biyoinformatikte

kullanilir.

» Ulasim sirketleri ve planlamacilar, matrisler kullanarak yolculuk siireleri, giizergahlar

ve ulagim ag1 verilerini analiz ederler.

* Matrisler, miisteri segmentasyonu, sosyal ag analizi ve pazarlama stratejileri gibi

konularda kullanilir.

Matrisler ile ilgili daha detayl bilgi icin [3] numarali kaynaktaki kitaptan faydalanilabilir.

1.2. Amac¢ ve Kapsam

Bu calismada, oncelikli olarak iki degiskenli sartli polinom dizilerinin Binet formiilleri
elde edilecektir. Sonrasinda ise elemanlar1 sartlh polinom dizileri olan sartli polinom
matrisleri tanimlanacaktir. Elde edilen sartli polinom matrislerinin tersleri bazi analitik
yontemler kullanilarak hesaplanacaktir. Ayrica, sartli polinom matrisleri ile 1. ve 2. tip
T —binomiyel matrisleri arasindaki korelasyonlar incelenecektir. Sartli polinom dizileri
ve T —binomiyel matrisleri kullanilarak bazi kombinatoryal 6zellikler elde edilecektir.
Son olarak, sartli polinom matrislerinin tersleri i¢in paket yazilimlar ile bazi kiyaslamalar

yapilarak performans testleri yapilacaktir.

1.3. Kaynak Arastirmasi

Bu boliimde tez igerigi ile ilgili literatiir taramasi ve kaynak arastirmasi hakkinda bilgiler

verilecektir.



Horadam (1965), "Basic properties of a certain generalized sequence of numbers” isimli
calismasinda ikinci dereceden bir say1 dizisini tanimlayarak ve bu diziye ait genel

ozellikleri incelemistir [4].

Falcon ve Plaza (2007), ”On the Fibonacci k—numbers” isimli ¢aligmalarinda geometrik
doniisiimlerin ardigik uygulamalarim1 kullanarak k—Fibonacci dizisini tanimlamislardir.
Ayrica tammladiklar: bu say1 dizisi i¢in Binet formiilii, iirete¢ fonksiyonu ve bu diziye ait

bircok temel 6zellikleri elde etmislerdir [5].

Edson ve Yayenie (2009), ”A New Generalization of Fibonacci Sequence & Extended
Binet’s Formula” isimli calismalarinda iki periyotlu Fibonacci dizilerini tanimlayarak
bu dizilere ait Binet formiiliinii, iirete¢c fonksiyonlarin1 ve bazi 6nemli 6zelliklerini elde

etmislerdir [6].

Falcon (2011), ”On the k—Lucas numbers” isimli calismalarinda k—Lucas dizisini
tanimlayarak bu dizinin temel 6zelliklerini ve k—Fibonacci dizisi ile arasindaki iligkileri

incelemisgtir [7].

Yayenie (2011), ”A note on generalized Fibonacci sequences” isimli ¢alismasinda
iki periyotlu Fibonacci sayilarinin bir¢ok ozelliklerini incelemis ve aymi zamanda
genellestirilmis Lucas ve genellestirilmis Catalan 0zdesliklerini de vermistir. Ayrica,
modifiye edilmis genellestirilmis Fibonacci say1 dizisini tanimlayarak bu dizinin bazi

ozelliklerini incelemistir [8].

Irmak ve Szalay (2012), ”On the k—periodic binary recurrences” isimli ¢aligmalarinda
k—periyotlu rekiirans bagintilarin1 tanimlayarak literatiirde yapilmis olan dizilere kiyasla

daha genel sonuglar elde etmislerdir [9].

Bilgici (2014), "Two generalizations of Lucas sequence” isimli ¢alismasinda iki periyotlu
Lucas sayilarim1 tamimlamis ve iki periyotlu Fibonacci ve iki periyotlu Lucas dizileri
arasinda bazi bagintilar elde etmistir. Ayrica, modifiye edilmis genellestirilmis Lucas

dizilerini tanimlayarak bu diziyle ilgili temel 6zellikleri vermistir [10].

Ramirez (2016), "A g—Analogue of the Bi—Periodic Fibonacci Sequence” isimli
calismasinda iki periyotlu Fibonacci sayilarinin g—analogunu tanimlayarak bazi toplam

formiillerini, iiretec fonksiyonlarin1 ve bu dizinin baz1 6zelliklerini elde etmistir [11].

5



Yazlik ve Kome (2018), ”A new generalization of Fibonacci and Lucas p—numbers”
isimli ¢alismalarinda iki periyotlu Fibonacci ve Lucas p—dizilerini tanmimlayarak bu

diziler ile ilgili baz1 6zellikleri elde etmislerdir [12].

Tan ve Loung (2020), ”A note on congruence properties of the generalized bi-periodic
Horadam sequence” isimli calismalarinda iki periyotlu genellestirilmis Horadam

dizilerini tanimlayarak bu dizinin bazi kongriians 6zelliklerini incelemislerdir [13].

Verma ve Bala (2020), ”On properties of generalized bi—variate bi—periodic Fibonacci
polynomials” isimli calismalarinda iki periyotlu genellestirilmis Fibonacci polinomlarini
tammmlamiglardir. ~ Ayrica, bu polinomlar ile ilgili bircok ©nemli 6zdeslikler elde

etmislerdir [14].

Miladinovic ve Stanimirovic (2011), “Singular case of generalized Fibonacci and
Lucas matrices” isimli ¢calismalarinda elemanlar1 genellestirilmis Fibonacci sayilari olan

singiiler tipte matrislerin terslerini hesaplamislardir [15].

Lee ve Ark. (2003), ”Some combinatorial identities via Fibonacci numbers” isimli
caligsmalarinda Fibonacci matrislerini kullanarak 1. ve 2. tipteki Stirling tipinde matrisler

ve Pascal matrisleri kullanarak bazi 6nemli 6zdeslikler elde etmiglerdir [16].

Zhang ve Zhang (2007), "The Lucas matrix and some combinatorial identities” isimli
calismalarinda Lucas matrislerini tamimlayarak Lucas matrisleri ve bazi 6zel matrisleri

kullanarak 1. ve 2. tipte Pascal matrislerini elde etmislerdir [17].

Zhang ve Wang (2007), ”A factorization of the symmetric Pascal matrix involving
the Fibonacci matrix” isimli ¢aligmalarinda Pascal matrislerinin ayrisimlarini Fibonacci

matrislerini kullanarak incelemislerdir [18].

Irmak ve Kome (2021), “Linear algebra of the Lucas matrix” isimli calismalarinda
simetrik Lucas matrislerinin Cholesky ayrisimlarim elde etmiglerdir. Ayrica, bazi analitik
teknikler kullanarak simetrik Lucas matrislerinin 6zdegerleri i¢in alt ve iist sinirlar elde

etmislerdir [19].

Stanimirovic ve Ark. (2008), ”A generalization of Fibonacci and Lucas matrices”

isimli caligmalarinda elemanlari ikinci mertebeden genellestirilmis rekiirans dizileri olan



matrislerin terslerini elde etmiglerdir. Ayrica, 1. ve 2. tipte Pascal matrislerini kullanarak

baz1 kombinatorik 6zellikleri vermislerdir [20].

Kome (2022), ”Some combinatorial identities via k—order Fibonacci matrices” isimli
calismasinda elemanlar1 k—mertebeli Fibonacci matrislerini kullanarak Pascal ve Stirling
matrislerinin ayrigimlarini elde etmistir.  Ayrica, ilgili matrisleri kulanarak bazi

kombinatorik 6zellikler elde etmisgtir [21].

Shen ve Liu (2016), ’Inversion of lower Hessenberg matrix involving classical Horadam
numbers” isimli ¢caligmalarinda elemanlar1 Horadam sayilar1 olan alt Hessenberg tipindeki

matrislerin terslerini elde etmislerdir [22].
1.4. Temel Kavramlar
Bu boliimde tez icerisinde kullanilacak olan genel tanimlar ve ozellikler verilecektir.

Tamm 1.4.1 ([2]). Fy = 0, I} = 1 baslangi¢ sartlar1 ve n € N olmak {izere,
Foyo = Fop1 + Fh, (1.2)

rekiirans bagntist ile tanimlanan {F, }5°, dizisine Fibonacci dizisi denir. Fibonacci

dizisinin Binet formiili

_A A

F, =
A — A

(1.3)

seklinde olup \; ve )\, degerleri A> — X\ — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleridir.

Tamm 1.4.2 ([2]). Ly = 2, L; = 1 baslangig¢ sartlar1 ve n € N olmak iizere,
Ln+2 = Ln+1 + Ln (14)

rekiirans bagimntisi ile tanimlanan {L,,}>° ; dizisine Lucas dizisi denir. Lucas dizisinin

Binet formiili
L, =N+ )} (1.5)

seklindedir.



Tamm 1.4.3 ([4]). W, = a, W; = b baglangi¢ sartlari ve a, b, p, ¢ € Z olmak iizere,
Wn+2 = an+1 - ana n e Na (16)

rekiirans bagintisi ile tanimlanan {W,, }°° , dizisine Horadam dizisi denir. Horadam dizisi

i¢in Binet formiilii

W, = Ar? + Brj (1.7)
seklinde olup ry = 22V =2 ”5274{1 ver, = VPN V;’LM degerleri > — pr + ¢ = 0 karakteristik
denkleminin kokleri ve A = 2=22 ve B = #11= seklindedir.

Tamim 1.4.4 ([23]). Hyo = a, H1 = bbaglangig sartlariile £ > 0, n € N, f(k) ve g(k),
k’min skaler degerli polinomlari ve f(k)? 4 4g(k) > 0 olmak iizere

Hinio = f(k)Hyps1 + g(k) Hyn, (1.8)

ile tanimlanan {Hj,},en dizisine genellestirilmis k—Horadam dizisi denir.
Genellestirilmis k—Horadam sayis1 icin Binet formiilii

Xt Yy

Hy ,
k, t — ty

(1.9)

TONTIOTH0) ye 4, = VIO Gegerteri 12 — f(k)t —

g(k) = 0 karakteristik denkleminin kokleri olup X = b — at, ve Y = b — at; seklindedir.

seklinde olup ¢; =

Tanim 1.4.5 ([6]). n € N olmak iizere ¢y = 0 ve ¢; = 1 baslangic kosullar1 ve sifirdan

farkli herhangi a ve b reel sayilar1 icin

adn+1 T qn, N= 0 (mOd 2)
Qn+2 = , (1.10)
bgn-ﬁ-l + n, N = 1 (mOd 2)7

seklinde tamimlanan {g, },cx dizisine iki periyotlu Fibonacci dizisi denir. Iki periyotlu

Fibonacci sayisi i¢in Binet formiilii

alfﬁ(n) a” — Bn
n = m 1.11
q (W@“J - (L.1T)

ab+v/a?b2+4ab B __ ab—Va?b%+4ab
2 ’ - 2

seklinde olup o = degerleri 22 — abr — ab = 0
karakteristik denkleminin kokleri ve {(m) = m — 2|¢] seklindedir. Karakteristik

denklemin kokleri arasinda



c(a+1)(B+1)=1, (1.12)

s a+ B =ab, (1.13)
. af = —ab, (1.14)
ol j_z (1.15)
.Bﬂzf_; (1.16)
¢ —Blat1)=a, (1.17)
s —a(f+1)=p (1.18)

bagintilar1 vardir [6].

Tanim 1.4.6 ([10]). n € N olmak iizere [ = 2 ve [; = a baslangi¢ sartlar1 ve sifirdan

farkli herhangi a ve b reel sayilari i¢in

blys1 + 1, mn =0 (mod 2)
lnta = , (1.19)
aly,y1+1,, n=1(mod?2)

seklinde tamimlanan {l,, },cy dizisine iki periyotlu Lucas dizisi denir. Iki periyotlu Lucas

sayis1 i¢cin Binet formiilii ise
as™)
(ab)! "]
seklindedir.

Tanmm 1.4.7 ([14]). n > 2 olmak iizere Vj(z,y) = ag ve Vi(x,y) = a, baslangig sartlari
ve sifirdan farkli herhangi p, ¢, r ve s reel sayilari i¢in

vanfl(:a y) + quan('ma y)a n=>0 (mOd 2)
Vil(z,y) = ) (1.21)

Txvn—l(xv y) + Syvn—2<x7 y)v n=1 (mOd 2)7

seklinde tanimlanan {V,,(x,y)},en dizisine iki degiskenli genellestirilmis iki periyotlu

Fibonacci polinomlar: denir.



Tamm 1.4.8 ([16]). 1 <7 ve 7 < n olmak iizere,

(z’— 1) S
4] ! Z ]

0 1<
olmak tizere n x n tipinde tanimlanan P,, = [p;;| matrisine Pascal matrisi denir.

Tanim 1.4.9 ([16]). F,,, n. Fibonacci sayis1 olmak iizere,

Fijyi ,i2]

fii=4 (1.23)
0 1< g

seklinde tanimlanan n x n tipindeki J,, = [f;;] matrisine Fibonacci matrisi denir.

Tanim 1.4.10 ([17]). L,, n. Lucas say1s1 olmak iizere,

Lijyn ,i2]

Ly = (1.24)
0 457

seklinde tanimlanan n x n tipindeki £,, = [l;;] matrisine Lucas matrisi denir.

Tamm 1.4.11 ([20]). U, ikinci mertebeden bir say1 dizisi olmak iizere,

Uijy1 12

wy=4 g (1.25)
0 1<

seklinde tanimlanan n xn tipindeki U, = [u;;] matrisine genellestirilmig Fibonacci matrisi

denir. Burada Uy = a ve U; = b baglangig sartlar1 olmak tizere U,, = AU,y + BU,_»

seklinde verilmistir. n = 4 i¢in genellestirilmis Fibonacci matrisi

b 0 0 0
aB + Ab b 0 0
Uy =
aAB + A%+ bB aB + Ab b 0
AB(aA+2b) +aB?+ A% aAB+ A*h+bB aB+ Ab b
seklindedir.

Tamm 1.4.12 ([20]). 7,5 = 1,2,...,ni¢in

- f1—1 . )
1 xZ_J(' ) =]
pz(): 7 —1 (1.26)

J
0 i<
seklinde tanimlanan n x n tipindeki Py [z] = [pﬁj)] matrisine 1.tip Pascal matrisi denir.

n = 5 i¢in 1. tip Pascal matrisi

10



1 0 0O 0 0
z 1 0O 0 0
PUal =122 202 1 0 o0
22 322 3z 1 0
xt 42?622 4x 1
seklindedir.
Tamim 1.4.13 ([20]). ¢,j = 1,2, ..., ni¢in
\ xiti—2 <Z. ; i) =]
p;j) _ ] — (1.27)

0 i< ]

(2)

seklinde tanimlanan n x n tipindeki Py [2] = | ;; | matrisine 2.tip Pascal matrisi denir.

n = 5 icin 2. tip Pascal matrisi

1 0 0 0 O
x z2 0 0 0
PP = |22 22 o4 0 0
3 3zt 32° 2% 0

seklindedir.

Tanim 1.4.14 ([24]). n > 1 i¢in ny ifadesi agik bir sekilde asagidaki gibi verilir:

qr —p"
qFD

n)y=¢ 47P (1.28)
ng"t q=p
Daha farkli olarak yukaridaki formiil
)y = ¢ ptY (1.29)
i=1

seklinde de elde edilir.

Tanim 1.4.15 ([24]). p, ¢ € R olmak iizere 7 —binomiyel katsayilar1 igin agik bir formiil

( n—i+1__  n—it+1

k p q
Hi:1 R ) )7 b 7’é q

- n . (1.30)
k pre=k), q=rp

k

\
seklinde tanimlanir.

11



Tamm 1.4.16 ([24]). n,k € N i¢in, 7 —binomiyel katsayilar icin asagidaki esitlik

saglanir:
n o -1 L[ n—1
=p" +4q : (1.31)
k—1 k
-
n n
Burada = = 1 seklindedir.
0 n
T T

12



BOLUM 2

Bu boliimde, elemanlari sartli polinom dizilerinden olusan alt iggensel matrislerin tersleri
ve bu matrislerin terslerini bulmakta kullanilacak olan bazi yardimci teoremler elde

edilecektir.

2.1. Sarth Polinom Matrislerinin Tersleri

Tamm 2.1.1 ([14]). n > 2 olmak iizere herhangi a, b ve c pozitif reel sayilar1 ve keyfi

Qo(z,y) ve Q1(x,y) # 0 baslangig sartlari ile verilen iki degiskenli sartli polinom dizileri

axQn—l(x7 y) + Can—2(':Ea y)7 n glft ise

Qn(z,y) = 2.1)

ben—l(:U? y) + Can—2(x7 y)7 n tek ise

rekiirans bagintisi ile tanimlanir.

Tanim 2.1.1°den de goriilecegi iizere sarth polinom dizileri a,b,c,x,y, Qo(x,y) ve

Q1(z,y) # 0 katsayilarinin farkli degerleri i¢in birgok diziye indirgenebilmektedir.

(b)

T e iy
AT

L7 y
Q, 5x10° 52 AT 7 5 Q, 2x

(© (d

Sekil 2.1. Sartli polinom dizilerinin 6zel durumlari i¢in grafikler

13



Yukarida z,y € [—5, 5] arahiginda a, b, ¢, Qo ve )1 degerlerinin

a)Q=0,0:=1,a=2,b=3,c=0.1ven =10

*b)Qy=0,0:=1,a=2,b=3,c=0.1ven=29

¢)Qp=2,0Q1=2,a=0.1,b=3,c=10ven =9

dQo=2,0Q1=y,a=0.1,0=3,c=10ven =9.

durumlar i¢in farkh grafikler elde edilmistir.

Fransiz matematik¢i Jacques—Marie Binet, 1843 yilinda Fibonacci dizisinin agik bir
formiiliinii buldu ve bu kesfinden sonra bu formiil Binet formiilii olarak isimlendirildi.
Siradaki tanimda {Q,(z,y)},—, dizisinin Binet formiilii elde edilecektir. ~ Ayrica,
gerek Binet formiiliiniin elde edilmesi gerek ise tez igerisindeki yardimci ozelliklerde
kullanilacak olmast nedeniyle £(n) = n — 2|2, A(z,y) = a®b*2? 4 dabey > 0,
a(z,y) + B(z,y) = abz, alz,y) — Bz, y) = y/a?b>a? + dabey ve a(x,y)B(x,y) =

—abcy olarak kullanilacaktir.

Verma ve Bala [14] numarali ¢alismalarinda, iki periyotlu genellestirilmis Fibonacci
polinomlari i¢in bir Binet formiilii elde etmislerdir. Bu calismada kullanilmak iizere daha

farkl1 bir Binet formiilii agagidaki gibi elde edilmistir.

Teorem 2.1.1. {Q,,(z,y)} -, sarth polinom dizisinin Binet formiilii agsagidaki gibidir:
aé (n+1)

(ab) LgJ (Aan(xv y) - Bﬁn(ma y)) . (22)

Qn(xa y) =

B(x,y) a(z,y)

s . Ql(l‘?y)_ a Qo(xvy) _ Ql(xvy)_ @ Qo(zvy) :
Denklem (2.2)’de A = P E X R B = ETME I seklinde, oz, y) ve

B(z,y) degerleri A2 — Xabx — abcy = 0 karakteristik denkleminin kokleri olup a(z, y) =

abz++/a?b?x?+4abey abz—+/a2b2x2+4abey . .
2 ve B(z,y) = 3 seklindedir.

Ispat. Teorem n iizerinden tiimevarim yoluyla kanitlanacaktir. Denklem (2.2) n = 0 ve
n = 1i¢in saglanir. Simdi, sonucun n’den kiiciik veya esit olan tiim pozitif tam sayilar i¢in
dogru oldugunu varsayalim. Denklem (2.1) ve tiimevarim hipotezini kullanarak, durumun

n + 1 igin de gegerli oldugunu gostermemiz gerekir. Bu nedenle o(x, y)x + cy = @@y

ab
ve B(z,y)x + cy = % esitlikleri kullanilarak

Quii(7,y) = a0, (2, ) + cyQu—i (2, y)
14



aﬁ(n+2)
= ntl (Aan+1(x7y) - Bﬁn+1(1‘7y))
(ab)L"%"]
elde edilir ki bu da denklem (2.2)’nin n 4+ 1 i¢in de dogru oldugunu gosterir. Boylece ispat

tamamlanmus olur. O

Tanim 2.1.2. s—tipi sartl polinom matrisi agsagidaki gibi tanimlanmaktadir:
£(i=j)

by = i—J ) ) L —J+ > 0
Q;S)[Qf,y} — [qu)] _ (a) Q ]+1(£IZ' y) t—=J7Ts 2.3)

0 i—7+s<0
Burada {Q,(z,y)},—, sarth polinom dizisi ve s degeri ana kosegen altinda kalan sifir
kosegenleri temsil etmektedir. Tez boyunca kullanilacak matrislerdeki olusabilecek
tekillikleri kaldirmak amaciyla s = 0 olarak alinacaktir. Ayrica karmagik ifadelerden

kaginmak amaciyla @%0) [x,y] yerine Q, [z, y] = [¢;;] olarak kullanilacaktir.

Ornek 2.1.1. 3 x 3 tipindeki sartl polinom matrisleri asagidaki gibi verilebilir:

Ql (177 y) 0 0
Qslz,y] = \/B(an(x»yzngQo(x,y)y) Q1 (z,y) 0
Qu(x,y) (aba? + cy) + beQo(w, y)ay LA (7, )

Lemma 2.1.1. Q;(z,y) # 0 vei > j + 2 i¢in agsagidaki esitlik saglanir:

; D) hj . ,
~ (b ® SO\ T Q5 (L) ()t
w2, () " eamtncrr () T Esn
beyQo(z,y) ra ) cy b —
_ SO0\ I) ()2 o <y (b .
- aQi(z,y) (b) Qis(2,9) Q1 (x,y) (a) Qivjr(@,y).

(2.4)

15



Burada @(ZL‘, y) — abchO(%y)Ql(m,y)_EQ%(w,y)-i-bcyQ%(%y) §ek11nded1r
ispat.
i £(i—k) k=3 i i
b ()T Q) ()T
Ywy) = (—) Qikr (2, y) (—1)F (-) -
k=j+2 a a 1 ﬁl(ﬂfay)

olsun. Denklem (2.2) kullanilarak ve baz1 cebirsel islemler yapilirsa

i glizk) k=i k—j—2 k—j—1
. _ E k=3 é 2 0 T (@, y) (cy)™ !
+(2,) gj;ﬁ(a) v (2) )
a€(i—k+2) _ .
X (W (Aal_k-'—l(l",y) - Bﬁz_k+1(f7y))>
. . 4 (BT QTR () ()
= (ARt (z,y) — i—k+t1l(, _p)k—i (2 0 ’
k§2 e ( (z,y) — BB ( 7y)> x (=b) (a> @ (@, y)

R N ) (_ beyQolx, y) )>k7j72

- W Vo BN a(z,9)Q1(z,y)
Q3(z,y) (ab) 7 1512  BEI (2, ) (_M> k—j—2
7 Bz, y)Q1(x,y)
[ beyQo(z,y) i i—1
PO e o co1c20),
_ Py S oem)
Qilg(xvy) (ab)% 1— (_M)ifjfl
i—j— B(z,y)Q1(z,y)
—BT ) 14 beyQo(@)
- B(z,y)Q1(z,y)
b2cy az,y) + %ﬂf’)
Qi () (ab) =" B Bﬁi_j(m, y) — B(z,y) (‘%)iﬁ_l
L Bla,y) + 2gRoley)
[AB(,y) + Fla,y) (a7 (@) - ale,y) (~Fla,) )
- Dey ~ B(alz,y) + F(e,)) (8 (@,9) = Blz,y) (~F(w, )~ ")
- Q3 (z,y) (ab) 2" (o, y) + F(z,y)) (B(z,y) + F(z,y)) ’
olup burada F(z,y) = "2 seklindedir. a(z,y)8(z,y) = —abey ve a(z,y) +
’ Qlzy) ° - Y)B(w,y y Y

B(x,y) = abx esitlikleri kullanilarak,

Ml beyQo(z,y) . beyQo(z, y)
Dl = (ot “GR ) (e + )
_ bey (abzQo(z, y)Q1(z,y) — aQi(z,y) + beyQi(z,y))
Qi(z,y)
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elde edilir. Denklem (2.2) kullanilarak ve bazi cebirler islemler neticesinde
A (B, y)al@,y)' ™ - ale,y)Be,y) (~Fle,y) 7

ey +ala,y)' ™ (F(,y) +ale,y) (~Fl,y) )
Qi(.y) (@) = D(z,y) | - B (a(:v,y)ﬁ(%y)i_j = Bz, y)alz, y) (—F(

+ﬁ(x7y)Z_J (F($7y)) + 6($7y) (_F(‘T>y))

v(z,y) = P
)

zj)

aQi(z,y)D(z,y)
b2cy
Q3(z,y) (ab) > D(z,y)
bQC2y2 \/@ o o
- . Aa(z,y) 77+ — 2 y) I
Q?(xﬂy)D(w7y) <(ab)1_]2_1 ( ( 7y) Bﬁ( 7y) ))
b302y2
+ —
Q1 (z,y)(ab) 2z D(x,y)
29 &)

B b3Qo(z,y)y? /a U b2c?y? b 2
= 20 (z,9)D(@,y) (3) Qi—j(z,y) — 0D(x,y) (a) Qi—j—1(z,y)

3 . 202 a o .
b Q()( 7y) Yy (( b)% (Aa(ac,y)rj —Bﬁ(x,y)lj)>

+ (=F(z,9))" ™ Qu(z,y)

(—F(SC, y))i_j_l QO(-'177 y)

elde edilir. Buradan

. 4 £(i—j)
beyQo(x,y) (a7 cy [b\ 2
O(z,y)y(z,y :—<—> Qi—j(x,y) — - Qi—j-1(2,y
D) =Gt wy) b 1Y) Qe )
olarak elde edilir. Boylece ispat tamamlanmuis olur. 0

Lemma 2.1.1 icerisinde, a = b = A, ¢ = B, Qo(z,y) = a, Q1(z,y) =bvexr =y =1

olarak alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.1.1 ([20]). { ,(La’b)} genellestirilmis Fibonacci dizisi olmak iizere, b # 0 ve
© 2 7 + 2icin asagidaki esitlik saglanir:
i k—j—2 gk—j—1

(@B +abA—1?) 3 (~1)F92

k=j+2

@h) _ @B @y B
Uifk+1__Ui—j __Ui—j—l'

bRt iz b

Lemma 2.1.1 icerisinde, a = b = 1, ¢ = 1, Qo(z,y) = a, Q1(z,y) =bandz =y =1

olarak alinirsa agsagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 2.1.2 ([20]). {Féa’b)} genellestirilmis Fibonacci dizisi olmak iizere, b # 0 ve

17



© > j + 2 icin asagidaki esitlik saglanir:

> b ?) S (i pen O pen L
(a +ab— ) Z (—1) ph—j+1 ikl T pa i T i1
k=j+2

Lemma 2.1.1 igerisinde, a = b =1, ¢ = 1, Qo(z,y) = 2, Q1(z,y) = landz =y = 1

olarak alinirsa agsagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.1.3 ([17]). {L,} Lucas dizisi olmak iizere, i > j + 2 i¢in asagidaki esitlik

saglanir:

5 Y (—1)F 2L g = 2L — Li_j.
k=j+2

Teorem 2.1.2. Q;(z,y) # 0 i¢in sarth polinom matrislerinin tersi, Q,'[z,y] = [q;j],

asagidaki sekilde elde edilir:

( . i—J i—j—2 i—j—1

i—j (b Q (z,y)(cy) ] .

(=1)" (E) 2 O(z,y)= @ () 12 g+2

Vb(aQ1 (2,y)z+cQo(z,)y) i

y VaQ3(z,y) =7+
% = - 2.5)

J ) o
Q1(x,y) v =17
i<

\

Burada @(33, y) _ ab:cQo(x,y)Ql(x,y)—ZQ%(x,y)-i-bcyQ%(x,y) seklindedir.

Ispat. Y or qi,k‘Q;gJ = Xy,; olarak tammlansin. ¢ < j durumu i¢in Teorem 2.1.2 yoluyla
Xi,; = 0 oldugu goriilmektedir. 7 = j durumu i¢in
1

Xiji = Qi,iQ;i = Ql(x>y)— =1
’ Ql(x7y>

elde edilir. 7 = j 4+ 1 durumu i¢in

Xj+1,4 = Qj+1,jQ;',j + qj+1,j+1q;'+1,j
— \/E (a’Ql(x7 y)l’ + CQO('%.7 y)y) 1
\/5 Ql(x> y)

+ Qi(z,y) (— Vb (an(f/?a?g?(;f Cyi?o(fv, y)y))
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=0
elde edilir. Son durum olarak 7 > j + 2 icin ise Lemma 2.1.1 kullanilarak
Xi,j = Z Qi,kq;c,j

k=1

1
= ;4955 + 4ij+19541,5 T Z qi,kqk,j

k=j+2
£Gi—3) £Gi—j—1)
1 e Vb (aQu(z, y)z + cQol, y)y) (b) .
“ge (o) Qe VaQi(e) i) oy
; E(i—k) k—j . .
S T oy (DN T @ ) ()t
+@($7y) k:§_2 (a> QZ*k“rl(m)y)( 1) (a> Qllc—j+1($’y)

std) £G=3)

gt () ot () () ) 0t

) (b> (Q@yw> (4) S o (ay) + V@Y (4) S @)

Qilw,y) J \b aQ3(,y) \b
£Gi—4)
b 2
B ﬁ <a) Qi—j-1(z,y)
1 b o bx ay 2
= NER) <a> Qi—j+1(z,y) — O(r,y) (g) Qi—j(z,y)
£Gi—9)
b )
- ﬁ (a) Qi—j-1(2,y)
ONE €-)
b i
- c51(30 Y) Qi—jrr(z,y) — bu (%) Qi—j(x,y) — cyQi—j—1(x,y)
0
—0

elde edilir. Boylece, I, n X n tipinde birim matris olmak iizere Q,, [z, y]Q, ' [z,y] = L,
elde edilir. Benzer sekilde Q' [z, y]Q,[z,y] = T, elde edilir. Bdylece teoremin ispati

tamamlanmig olur. [

Ornek 2.1.2. n = 3 i¢in Q4[z,y] matrisinin tersi asagidaki gibidir:

1
\/’ Ql(l‘,:’J) 0 O
-1 _ _ Vb(aQi (z,y)z+cQo(z,y)y) 1
Q?) [x7y] - ﬁQ%(x,y) Ql(x:y) 0
cy(abQ1 (z,y)Qo(@,y)z—aQ} (x,9)+bcQF(z,9)y)  Vb(aQ: (w,y)z+cQo(w,y)y) 1
aQs (z,y) VaQi(z,y) Q1(z,y)

Teorem 2.1.2 igerisinde,a = b= A,c = B, )y = a, )1 = bve x = y = 1 olarak alinirsa

asagidaki sonug elde edilir.
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Sonug 2.1.4 ([20]). Ut = [u(a’b’o)} (b # 0) matrisinin tersi U, Lab0) _ [u{(q’b’o)]

i i
asagidaki gibidir:
(
(_1)1_-7 . —aQBb;,";anﬁib2 ai_j—2Bi—j_1’ /l 2 j + 2’
aB+bA . .
a T2 1=)+ 1
it =9 " . (2.6)
b i=j,
\O, 1<
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BOLUM 3
3.1. Sarth Polinom Matrisleri ve 7 —Binomiyel Matrisleri

Bu bolimde, sartli polinom matrisleri ile 7 —binomiyel matrisleri arasindaki
korelasyonlar incelenecek olup bazi yeni 6zellikler elde edilecektir. Ayrica tez boyunca,

n) = () olarak kabul edilecektir.

k = 0 durumu dahil olmak iizere k > n icin 0° = 1 ve ( .

Tanmim 3.1.1. 1 < ¢, j < n olmak iizere 1.tip 7 —binomiyel matrisi
1—1

T,[t] = [i5(t)] = " L’ y
0, i—j<0

T 3.1)

seklinde tanimlanir.

Asagidaki teoremde, Q,[z,y| ve T,[t] matrisleri arasindaki bazi korelasyonlar elde

edilecektir.

Teorem 3.1.1. W,,[t, z,y] = [wi;(t,2,y)],,,, matrisi

e iy (V@i +eoleny) i
wij(t,z,y) =t |:Q1(at,y) [ ]T B VaQ3(x,y) [ L_

Jg—1 Jg—1

2208 (0 () @) (en) ) 1y
+6(z, ~ [. ] . (32
. y),; Q0 (@) j—1), 0¥

abrQo(z,y)Q1(x,y) *QQ% (z,y) +bcyQ(2) (x,y) §ekhnded1r Bu

olarak verilsin. Burada O(z,y) = B

durumda 7 —binomiyel matrisi asagidaki ayrisima sahiptir:
Tolt] = Qulz, y|Walt, 2, y]. (3.3)

Ispat. Q,[z,%] matrisi tersinebilir bir matris oldugundan Q; [z, y|T,[t] = W,[t,z,v]
esitliginin dogru oldugunun kanitlanmasi yeterlidir. ¢ < j durumu i¢in w; ;(t,z,y) = 0

oldugu aciktir. 7 = j durumu i¢in

1 1 [i-1
4 () P J—
wjg( axay) QJ’JTJJ( ) Ql(:v,y) Ql(ﬂf,y) [] _ 1:|7_
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elde edilir. 7 = j 4+ 1 durumu i¢in

Wittt 2, Y) = @iy 755 ) + i1 1Ty ()

Vb(aQi(z,y)z + cQo(x, y)y) tlilr

VaQ?(z,y) " Qi)
_ i 1 tjﬂ[ J ] ~ Vb(aQi(z,y)z + Qo(:9)y) ,; [j — 1]
Q1($,y) Jj—1 T \/EQ%(xvy) Jg—1 T .

seklinde elde edilir. Son olarak ¢ > j + 2 durumu i¢in Teorem 2.1.2 kullanilarak

1—2
wij(t,x,y) = ¢ ,;7i5(x) + ¢ 17io1,5(t) + Z i ;5 (1)
h=j

Q1($ay) \/aQ%(xay) jil-T

h { simd [Z B 1] y timi-1 <\/5(aQ1(x,y)x+CQo(x,y)y)> |:z — 9]
j=1lr

) i—k ] ) ‘ -
224 ()7 (VTR @) ™)
+0(z,1) - [ - J |
e QT " (z,y) J T
elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur. o

Denklem (2.1))dea =b=A,c= B, Qo = a, )1 = b, x = y = 1 ve Denklem (3.1)’de

p = g = 1 alinirsa genellestirilmis Fibonacci matrisleri i¢in asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.1.1 ([20]). Elemanlari asagidaki gibi tanimlanan G, [t; a, b](t # 0,b # 0) matrisi

1 i1 B+ bA | i—2
j—1 b j—1
(3.4)
i—2 2 2 _
ik @B +abA -V g [ B
+ Z(_ 1) bi—k+1 a” BT .
k=g J—1
verilsin. Bu takdirde asagida verilen esitlik saglanir:
Poalt] = UG, [t; a, D). (3.5)

Denklem 2.1))dea=b=A,c= B,y =0,Q1 = 1,x = y = 1 ve Denklem (3.1)’de

p = q = t = 1 alinirsa Fibonacci matrisleri icin asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.1.2 ([16]). Elemanlar1 asagidaki gibi tanimlanan M,, matrisi

1 —1 1 —2 1—3
mij = - - ) (3.6)
j—1 j—1 j—1
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verilsin. Bu takdirde asagida verilen esitlik saglanir:
P = FuM, 3.7)
elde edilir. Burada P,, Pascal matrisi ve F,, Fibonacci matrisidir.

Denklem 2.1)’)dea=b=A,c= B, Qo =2,Q1 =1, x = y = 1 ve Denklem (3.1)’de

p = q = 1 alinirsa genellestirilmis Fibonacci matrisleri i¢in agsagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.1.3 ([17]). P,[t] 1. tip Pascal matrisi ve £,, Lucas matrisi omak iizere agagidaki

esitlik saglanir:

Pult] = L.Galt;2,1]. (3.8)

Burada G, [t; 2, 1] matrisinin elemanlar1 asagidaki gibidir:

(4 il LY [ P2 y Z_i72i—27 k-1 ¢ k
S lt(ﬂ'l) ! (J1)+5( v f;( K (jl)(2>].

Sonu¢ 3.14. Qi(zr,y) # 0 ve elemanlarn asagidaki sekilde tanimlanan

W, [— \/g —cg? Eiz))y, X, y] matrisi

Wi <_\/§Maey> = Gﬂ@owy)y) - Vabey [CQo(I,y)Qy [Z ~ 1L

a Qi(z,y) (VaQi (z,y)) =7+ j—1
1 Qole,y) (@i (2, y) + Qole, y)y) [ - 2] )

7 —1
1—2 E—1
+0O(z,y) Z [ . 1]
=y L T
verilsin. Bu durumda agagidaki esitlik saglanir:
b cQo(z,y)y \/ECQo(ﬂf, y)y
T, —\/j— =Qulz, YW, | =/ ————=, 2,y . (3.9
[ a Q1<$,y) [ ] a Ql(xvy)
Ispat. Teorem 3.1.1 igerisinde t = —\/g % alinarak ispat tamamlanabilir. O

Asagida verilen teoremde sartli polinom matrisleri ile birinci tip 7 —binomiyel matrisleri

arasindaki korelasyonlar incelenecektir.
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Teorem 3.1.2. Elemanlan asagidaki sekilde tanmimlanan H,,[t, x,y] = [hi;(t, z,y)]

nxn

matrisi verilsin.

bty — £ { - [l _ 1] - =it (\/B(an(w, y)x + CQo(x,y)yD [Z _ 1} )

k=g g ,
o) - )T (DRI y) (et [il]
+O(z,y — 5
k=j+2 ’f 7,y k=1lr

(3.10)
Boylece birinci tip 7 —binomiyel matrisi agagidaki ayrisima sahiptir:

To[t] = Halt, , y|Qulz, y]. (3.11)

Ispat. Ispat, Teorem 3.1.1%in ispatina benzer sekilde yapilabilir. [

Denklem (2.1)’)dea =b=A,c= B, Q¢ = a, Q1 = b, x = y = 1 ve Denklem (3.1)’de

p = q = 1 alinirsa genellestirilmis Fibonacci matrisleri i¢in agsagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.1.5 ([20]). Elemanlar1 agagidaki gibi tammlanan #,[z;a,b], (b # 0) matrisi

verilsin.

1 1 —1 aB + bA : 1 —1
. (e — J j—1
hm (t, a, b) t { t (j 1> s t ( j )

‘ 2 2 , (3.12)
b3 (B ATY ek (1)
k=j+2
Boylece asagidaki esitlik saglanir.
Polt] = Halt; a, bJUHD. (3.13)

Denklem (2.1)’)dea =b=A,c=B,Qy = 2,1 =1, x =y = 1 ve Denklem (3.1)’de

p = q = 1 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.1.6 ([17]). Elemanlari asagidaki gibi tanimlanan #,,[x; 2, 1] matrisi verilsin.

D R | i—1 Bt =1\,
hij(x;2,1) =z [:17(]__1>—3( j )Jr(—l)J 5iT? Z(—l) k1 28| .

k=j+2

Bu durumda asagidaki esitlik saglanir:

Pulx] = Hulw; 2,1]L,,. (3.14)
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Tanim 3.1.2. ikinci tip 7 —binomiyel matrisi asagidaki sekilde tanimlanmaktadir.
tiﬂ'?{?_ 1] L i—j >0

]_1T

Snlt] = [si;(t)] = (3.15)

0, 1—7<0
Asagidaki teoremde Q,[z,y] ve S,[t] matrisleri arasindaki bazi korelasyonlar

incelenecektir.

Teorem 3.1.3. Elemanlar asagidaki gibi olan K, [t,x,y] = [ki;(t,2,y)], ., matrisi

verilsin:

i i— =3 (b (a T,Y)x + ¢ T, i— 2]
Hi,j@,x,y)tﬂ'! o | 1L_t (VB(aQi(a,y)z + Qo y)y))[ 2

Qi(z,y) lj — 1 VaQi(z,y) j—1]r
b & 4 (&)'F ((0HQ 2 (e y)ew) ) [k _ 1] —
z, : .
= QT (z,y) i1y

Bu durumda 7 —binomiyel matrisi asagidaki ayrisima sahiptir.

Sult] = Qulz, YK, [E, z, y). (3.16)

Ispat. Teoremi ispatlamak i¢in Q'[x,y|S.[t] = K,[t,z,y] oldugunu gostermek

yeterlidir. ¢ < j durumu i¢in &; ;(¢, z,y) = 0 oldugu agiktir. ¢ = j durumu i¢in

(t0,9) = ) sslt) = o =L [j - 1]
/‘6'7' 7x)y :q..$47' = - . .
M P Q1(z,y) Q1(,y) J—=1]F

elde edilir. 7 = j + 1 durumu i¢in

K1 (62, Y) = Gy 3555 (0) + Gy ja15i+1,5 ()

_ Vb (aQ1(z,y)z + cQolz, @/)y)tzj—2 n 21 il
VaQi(z,y) Q1(z,y)
— tj 1 tj—l |: J :| _ \/B(an(x,y)x + CQO(‘r’y)y)tj—Q [] - 1:|
Q1(z,y) j—1lr VaQi(z,y) g1l

elde edilir. Son durum olarak ¢ > j + 2 durumu igin ise Teorem 2.1.2 kullanilarak

i—2
Rig (b2, y) = aisig () + ahimasio (0 + Y gl pses(1)
h=j

- { fiti—2 [Z N 1] R (\/B(&Ql(:c,y)x + CQO(J:,y)y)) [Z B 2]
T T

| Qily) -1 VaQ3 (x,y) j—1
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—k

i—2 h+i—2 (é)

(0 Q5 * @, y)(ew) ) {k - 1}

k:j QT (x,y) j—1lr

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmaig olur. O

Sonu¢ 3.1.7. Qi(r,y) # 0 icin elemanlar1 asagidaki gibi tanimlanan

_, /b Qo(@y)y e
Kn [ \/: Q1(z.y) aﬁ,y] matrisi verilsin.

b cQolx, y)y (—\/BCQo(m,y)y) Ea i1
R“( f@?( R “”’y>: R L]

+Qola.1) aQu(e )+ Qoleay) |1 5]

1—2

o Z[7]

Bu durumda asagidaki esitlik saglanir:

b CQO(xv y)y \/ECQ()(.f, y)y
Sn —\f = Qulz, YK, |-/ = =228 0y 3.17
[ a Qilay) |~ el 0 Qilay) Y 17
Ispat. Ispat Teorem 3.1.3 icerisinde ¢ = —\/g % aliarak yapilabilir. [

Teorem 3.1.4. Elemanlar1 agsagidaki gibi tanimlanan L, [t, z, y| = [(; ;(t, %, )], ., matrisi

verilsin:

lij(t,x,y) = ¢

i) 671 (VB (Qu(y)w + eQol. 1)) ]

Q1 -1 f VaQi(z,y) J
k=i o :
() (DMIQE @) ) ) 1y
+0(z,y) Z E—jt1 [k: _ J
kg +-2 Q1 7 (7,y) T
Bu durumda 7 —binomiyel matrisi asagidaki ayrisima sahiptir:
Sult] = Lult, 2, y]Qu[z, yl. (3.18)
Ispat. Ispat Teorem 3.1.3’e benzer sekilde yapilabilir. [

Denklem (2.1)’)dea =b=A,c= B, Qo =a, Q1 = b, x =y = 1 ve Denklem (3.15)’de

p = q = 1 alinirsa genellestirilmis Fibonacci matrisleri i¢in asagidaki sonug elde edilir.
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Sonu¢ 3.1.8 ([20]). Elemanlar asagidaki sekilde tanimlanan S, [x;a,b] = [s; ;(z;a,b)]

ve Tplz;a,b] = [t; j(x;a,0)] 1,7 =1,...,n, (b # 0) matrisleri verilsin.

1, ,(i—1\ aB+bA , (i—2
wtaed = [ (57 =255 ()
2

< h@BAabA—b o (k=1
+ (_1) k T a k QB k 1£L‘k 2( )]’

k=j ‘7_1

1 i—1\ aB+bA . [(i—1
e = 527221 = S5 ()

i 2 2 )
k= O B +abA —b k—j—2 pk—j—1 k—2( 1~ 1
+k§2( g bk—i+1 p 4 ! k—1

Bu durumda agagidaki esitlikler saglanir:
Q,[z] = UOS, x5 a,b] (3.19)

Qulz] = Talz; a, bJUY. (3.20)

n

3.2. T—Binomiyel Matrisleri Yoluyla Bazi Kombinatorik Ozellikler

Bu bolimde, 7 —binomiyel matrisleri ve sartli polinom dizileri kullanilarak bazi

kombinatorik 6zellikler elde edilecektir.

Teorem 3.2.1. 7 ve j, ¢ > j + 2 sartin1 saglayan pozitif tam sayilar olmak lizere ve

Q1(z,y) # 0 icin asagidaki esitlik saglanir:

(/o) 71

_ Q@) o Vb (Qu(z, y)ax + Qolw, y)ey(p+ g + 1))
Q1(z,y) R VaQi(z,y)
; (—Qoler, ) Voey) i -1
+ k;rZ Qi—k+1(z,y) (Or(z, y)/a) -+ Vabey {CQO(I’: )y L. B J .
k2 2 m—1
FQule) (Qula e+ Qo) ||~ JT L) " 1u .
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Ispat. Sonug 3.1.4 kullanilarak asagidaki esitlikler elde edilebilir:

" _\/EcyQo(ﬂc,y) ey) =2
H a Ql(xay) o Q1<x>y)’

Wit _\/ECyQo(l’ . Y) vy :_\/E(Ql(:c,y)a:c—|—Q0(:c,y)cy(p+q—|—1))
" (e9) ™ VaQi(e,y) |

¢ 2 j + 2 durumu i¢in ise gerekli islemler yapilarak
i—j
\/EC?JQO(JU ,Y) [Z - 1]
Q1($ y) Jg—1 T
= g Wi _\/EcyQo(x . Y) AR A _\/EC?/QO(%Z/) vy
G Qilwy) V) TR TV Qi)
b cyQo(z,y
+Z%kwk3< \/7 ?Zl(f )) 7y>

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmais olur. U

Teorem 3.2.2. i ve j, ¢ > j + 2 sartin1 saglayan pozitif tam sayilar olmak lizere ve

Q1(x,y) # 0 icin asagidaki esitlik saglanir:

\/EcyQo(m ,Y) S [z - 1]

Q1(z,y) J—1lr

Qi y)y* o
Qiy) P

(—Qo(a,y)Vbey) i1
Qi@ y)va)

b3/2(cyQo(z, y))? (aQ1(2,y)x + cQo(z, y)y(p + g + 1))
a’/2Qi(z,y)

= Qi—j+1(93,y)

+ Y Qikra(x,y)

k=j+2

Vabey <R 7|

+Qo(z,y) (aQ1(x,y)x + cQo(z,y)y) B:QLJFG z.9) z_: L - 1] ]

m=

Ispat. Sonug 3.1.7 kullanilarak asagidaki esitlikler elde edilebilir:

. _\ﬁcy%wx _ bPQf(xy)y?
PA\Vae @y ) T Qi)

+< b eyQo(,y) )b3/2(cyQo(w,y))2(aQ1($,y)x+CQo(w,y)y(p+q+1)).

» Ly
a Ql(x7y) Y aS/QQéll('ray)
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t 2 j + 2 durumu i¢in ise gerekli islemler yapilarak
i—j+2
\/EC?JQO(JU . Y) [Z - 1]
Q1($ y) J— 1 T
— _\/EcyQoa:y T (R _\/Ecy@o(x,y)wy
4,333 Ql T y ) 5,J+1vj+1,9 a Ql(l',y) )
i—2
b cyQo(z,y)
+ Zq@k’fk,j (—\/> E( ) 7y)
k=j ’

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmais olur.

Sonug 3.2.1. 1 <7 < nveQi(x,y) # 0 olmak iizere, asagidaki esitlik saglanr:

{n 1} . Zn:Qn—z+1(x7y) [ 1 [l —~ 1} ~ (\/E(an(x,y)x+CQo(:v,y)y)> {z - 2}

r=tly Qie,y) r—1)7 VaQ3(,y) r-1),
22 (2)F (C1) QL2 (@, ) (ey) ) [kl}
k:r Q7 (z,y) r—1]|"
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BOLUM 4
4.1. Sayisal Sonuclar

Tekil olmayan bir kare matrisin tersi, MATHEMATICA’daki “Inverse” fonksiyonu ile
kolaylikla hesaplanabilir. Bu yontem bir¢ok hesaplamada hizli ve giivenilir sonuglar verse
de, matrisin boyutu biiyiidiik¢e “Inverse” fonksiyonunun hesaplama hizi da 6nemli dl¢iide
azalmaktadir. Bu boliimde, sartli polinom matrislerinin terslerinin elde edilmesi ile ilgili
baz1 sayisal sonuclar gosterilecektir. Teorem 2.1.2°de elde edilen analitik sonuclar ve
“Inverse” fonksiyonunda elde edilen sonuglarin matrislerin boyutlari biiyiidiikce vermis
oldugu sonuglar incelenecektir. Bu tezde yapilan tiim hesaplamalar asagidaki donanim

ozellikleri kullanilarak gerceklestirilmistir:
« Intel(R) Core(TM) i5-4590 CPU @ 3.30GHz Islemci
* 8 GB DDR4 RAM

* 64-bit Windows 11 Education Isletim Sistemi

80
—~ __ 0.007}
_“_; — Inverse ( MATHEMATICA ) ]
S 60 Z 0.006F — Teorem 2.1.2
%] o
g Z 0.005F
3 3
S 401 £ 0.004F
a a
g g 0003}
= <
g 20f s 0.002F
4 g
T £ 0.001F
Ot 0.000& . . .
5 10 15
Matris Boyutu (n x n) Matris Boyutu (n x n)
(@) (b)
80F T T
~ 0.20F - —— Inverse ( MATHEMATICA )
2 — Teorem 2.1.2 2 ol Teorem 2.1.2
c 3
2 4
i 5 40+
3 wv
v <
s €
£ <
5 S 20f
2 g
% T
\ . . . d Ok I -—o I
0 20 40 60 80 100 5 10 15
Matris Boyutu (n x n) Matris Boyutu (n x n)
(© (d)

Sekil 4.2. Sarth polinom matrisinin tersleri i¢in performans grafikleri
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Sekil 4.2. (a)’da verilen sonuglar incelendiginde, n = 10 degerinden sonra
MATHEMATICA nin “Inverse” fonksiyonu ile yapilan hesaplama siirelerinde ¢ok hizli
bir artis oldugu gozlemlenmektedir. Ozel olarak, n = 20 igin Qy[z,y] matrisinin
tersi “Inverse” fonksiyonu ile 78.356 saniyede hesaplanmistir. Ote yandan Teorem
2.1.2 kullanilarak Sekil 4.2. (b) ve (c))de n = 20 ve n = 100 i¢in sonuglar
verilmigtir. “Inverse” fonksiyonuna kiyasla Teorem 2.1.2 kullanilarak n = 20 i¢in
yapilan hesaplamalarda Q[z,y| matrisinin tersi 0.0073115 saniyede hesaplanmustir.
Sekil 4.2. (d)’de verilen sonuglarda ise “Inverse” fonksiyonu ve Teorem 2.1.2 ile
yapilan hesaplamalarin sonuglarinin performanslar1 incelenmistir. Boylece, verilen
sonuglar incelendiginde Q,[z,y| matrisinin tersi hesaplanirken analitik bir yontem
olmasi sebebiyle Teorem 2.1.2 ile yapilan hesaplamalar MATHEMATICA nin “Inverse”
fonksiyonu ile n = 20 igin yapilan hesaplamalara gore yaklasik olarak 10* kat daha iyi
sonu¢ vermektedir. Matrisin boyutu biiyiidiikce aradaki performans farki da ciddi oranda
biiytimektedir. Boylece, tezde elde edilen sonuglar sartli polinom matrislerinin terslerinin

hesaplanmasindaki zorluklar1 biiyiik 6l¢iide kolaylastirmaktadir.
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