T.C.
NEVSEHIR HACI BEKTAS VELI UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

GENELLESTIRILMIS ESIT GENISLIiKLI VE MODIFIiYE
EDILMIS KORTEWEG-DE VRIES DENKLEMLERININ
PETROV-GALERKIN YONTEMI ILE SAYISAL
COZUMLERI

Tezi Hazirlayan
Yusuf TATLISU

Tez Damismani
Prof. Dr. Seydi Battal Gazi KARAKOC

Matematik Anabilim Dal
Yiiksek Lisans Tezi

Agustos 2023






T.C.
NEVSEHIR HACI BEKTAS VELI UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

GENELLESTIRILMIS ESIT GENISLIiKLI VE MODIFIiYE
EDILMIS KORTEWEG-DE VRIES DENKLEMLERININ
PETROV-GALERKIN YONTEMI ILE SAYISAL
COZUMLERI

Tezi Hazirlayan
Yusuf TATLISU

Tez Damismani
Prof. Dr. Seydi Battal Gazi KARAKOC

Matematik Anabilim Dal
Yiiksek Lisans Tezi

Agustos 2023



Prof. Dr. Seydi Battal Gazi KARAKOC danmismanliginda Yusuf TATLISU tarafindan
hazirlanan " Genellestirilmis Esit Genislikli ve Modifiye Edilmis Korteweg-de Vries
Denklemlerinin Petrov-Galerkin Yontemi ile Sayisal Coziimleri' baslikli bu ¢alisma,
jiirimiz tarafindan Nevsehir Haci Bektas Veli Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dalinda Yiiksek Lisans Tezi olarak kabul edilmistir.

24/08/2023
JURI
Baskan : Prof. Dr. Ali DELICEOGLU
Uye : Prof. Dr. Seydi Battal Gazi KARAKOC
Uye : Prof. Dr. Yasin YAZLIK
ONAY:
Bu tezin kabulii Enstitii Yonetim Kurulunun...................... tarthve.................
sayil1 karar1 ile onaylanmistir.

..).../2023

Dog. Dr. Cemal CARBOGA
Enstiti Mudiri



TEZ BILDIiRiM SAYFASI

Tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu ¢alismada yer alan biitiin bilgilerin
bilimsel ve akademik kurallar ¢ercevesinde elde edilerek sunuldugunu ve bana ait

olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagina eksiksiz atif yapildigini bildiririm.

Yusuf TATLISU



TESEKKUR

Yiiksek lisans 6grenimim siiresince bilgi ve tecriibesini benimle paylasan Sayimn Hocam

Prof. Dr. Seydi Battal Gazi KARAKOC’a,

Stiregte bana enerji veren kizima ve desteklerini esirgemeyen esim ve aileme tesekkiir

ederim.



GENELLESTIRILMIS ESIT GENISLIKLI VE MODIFIYE EDILMIS$
KORTEWEG-DE VRIES DENKLEMLERININ PETROV-GALERKIN
YONTEMI ILE SAYISAL COZUMLERI

(Yiiksek Lisans Tezi)
Yusuf TATLISU
NEVSEHIR HACI BEKTAS VELi UNIVERSITESI FEN BILIMLERI
ENSTITUSU
Agustos 2023
OZET

Bu tez calismasinda, genellestirilmis esit genislikli ve modifiye edilmis Korteweg-de
Vries denklemlerinin sayisal ¢oziimleri B-spline fonksiyonlar yardimiyla Petrov-Galerkin

sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilmistir.

Bu tez dort boliimden olugmaktadir. Tezin birinci boliimiinde, Petrov-Galerkin yontemi,
B-spline fonksiyonlar, genellestirilmis esit genislikli (GEW) denklem ve modifiye
edilmis Korteweg-de Vries (mKdV) denklemi hakkinda bilgiler verilmistir.

Tezin ikinci boliimiinde, GEW denkleminin sayisal ¢oziimleri Petrov-Galerkin yontemi

kullanilarak elde edilmistir.

Tezin {igiincii bolimiinde, mKdV denkleminin sayisal ¢oziimleri Petrov-Galerkin

yontemi kullanilarak elde edilmistir.

Tezin dordiincii boliimiinde ise, elde edilen sayisal degerlerle ilgili sonu¢ ve Oneriler

verilmistir.
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ABSTRACT

In this thesis, numerical solutions of the generalised equal width and modified Korteweg-
de Vries equations are obtained by using the Petrov-Galerkin finite element method with

the help of B-spline functions.

This thesis consists of four chapters. In the first part of the thesis, Petrov-Galerkin method,
B-spline functions, generalised equal width (GEW) equation and modified Korteweg-de

Vries (mKdV) equation are given.

In the second part of the thesis, numerical solutions of the GEW equation are obtained

using the Petrov-Galerkin method.

In the third part of the thesis, numerical solutions of the mKdV equation are obtained

using the Petrov-Galerkin method.

In the fourth part of the thesis, conclusions and recommendations related to the obtained
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BOLUM 1
GIRIS
Bu boliimde, sonlu elemanlar yontemi, agirlikli kalan yontemlerinden Petrov-Galerkin

yontemi, B-spline fonksiyonlar, GEW denklemi ve mKdV denklemi hakkinda bilgiler

verilecektir.
1.1 Sonlu Elemanlar Yontemi

Sonlu elemanlar terimi ilk defa 1960 yilinda Ray William Clough tarafindan yayimlanan
diizlem esnekligindeki uygulamalar1 adli makalesinde incelenmis ve literatiire
kazandirilmistir [1]. Sonlu elemanlar yontemi ile ilgili 1967 yilinda yazilan ilk kitapta
Zienkiewicz ve Cheung bu yontemi gelistirmeyi amacglamiglardir [2-3]. Sonrasinda
uygulamali matematikgiler, fizik¢iler, miithendisler ve diger bilim adamlari sonlu

elemanlar yontemini gelistirmek i¢in ¢ok sayida ¢alisma yapmislardir [4].

Sonlu elemanlar yontemi yap1 ve havacilik miithendisligi, uzay bilimleri, niikleer enerji,

1s1 iletim problemleri gibi pek ¢ok miihendislik alaninda uygulanabilmektedir.

Karsilagilan karmagik problemlerin ¢oziimiinii saglamak zordur. Sonlu elemanlar
yonteminde karmasik problemlerin ¢oziimiine ulasabilmek i¢in, problemlerin ¢6ziim
bolgesi basit alt bolgelere ayirilir ve sonraki asamada ayrilan bu alt bolgeleri birlestirerek
problemin sayisal ¢oziimii elde edilir. Sonlu elemanlar yontemi bilgisayar ortaminda
kullanilmaya uygun bir yontemdir. Bu sayede teknolojideki gelismeler bu yontemin de

hizli bir sekilde gelismesini saglamistir.

Diger sayisal yontemler gibi sonlu elemanlar yonteminin de avantajli ve dezavantajl

yonleri vardir. Sonlu elemanlar yonteminin bazi avantajlari su sekilde siralanabilir [5];

e Sekilleri duzgin ve dizgun olmayan geometrik alanlarda iyi sonuglar
vermektedir,

e Sinir sartlar1 ayni kalmasa bile sonlu eleman metodunun degismemesi,

e Sonlu eleman metodu ile iretilen modelin gerektiginde rahatlikla
degistirilebilmesi,

e Uygulanmasi kolay ve bilgisayar programlama diline uygun bir metot olmas.

1



Sonlu elemanlar metodunun baz1 dezavantajlar1 da asagidaki gibidir [6];

e (oziim bolgesini daha kiigiik alt bolgelere ayirirken tecriibe gerektirmesi,
e Ayrnilan daha kiigiik alt bolgelerde siireklilik sartlarinin saglanmasinda zorluklar
yasanmasl,

e Bilgisayar programi ile kullanilirken veri girisinde hata yapilma ihtimalidir.

Sonlu elemanlar metodu bir probleme uygulanirken uygulanacak adimlar su sekildedir

[7];

e Problemin ¢dzliim bolgesi daha basit alt bolgelere ayrilir.

e Agyrilan basit alt bolgelerdeki her bir tipik eleman i¢in eleman denklemleri
olusturulur.

e Tiretilen eleman denklemleri bir araya getirilerek verilen probleme uygun
denklemler elde edilir.

e Problem i¢in belirlenen sinir sartlari uygulanir.

e Elde edilen denklem sistemleri ¢ozulir.

1.2 Agirhkh Kalan Yéntemleri

Agirlikli kalan yaklagimi, bir diferansiyel denklemin tam ¢oziimi ile sayisal ¢oziimii
arasindaki farkin, sifira esit olmayan bir agirlik fonksiyonuyla carpilarak elde edilen
toplamlarin minumum yapilmasi islemidir. Bu yaklasima bagli yontemler, agirlikli kalan
yontemleri olarak adlandirilir. Agirhikli kalan metodunda 2 boélgesinde operator

denklemi;

Au) = f (1.1

bicimindedir. Bu denklemde A lineer veya lineer olmayan operator, u bagimli degisken

ve f bagimsiz degisken iceren fonksiyondur. (1.1) denkleminde verilen u ¢6ziimiine,

N

Uy = Z Cj¢j + ¢0 (12)

J=1

bicimindeki yaklasim ile ulasilmaya c¢aligilir. (1.1) denkleminde (1.2) ile verilen wuy
sayisal ¢6ziimii yerine yazildiginda fy = A(uy) fonksiyonu elde edilir. Elde edilen bu

fonksiyon ¢ogunlukla f ye esit degildir.



A(uy) ile f fonksiyonu arasindaki fark;

N

R=A(uy) —f =4 Zc,-¢>j+¢o —f#0 (1.3)

j=1
biciminde agirlikli kalan yaklagiminin kalani olarak ifade edilir. Burada R kalan
fonksiyonu c; parametrelerine bagli oldugundan dolayr konuma da baghdir. Bu

metotlarda Cj parametrelerini hesaplayabilmek icin;
jtpi(x, YR (x,y,¢;)dxdy =0 (i=0,1,23,..N) (1.4)
0

integralinde R kalani sifir olarak se¢ilir. Burada (2 iki boyutlu bolge ve 1; agirlikli kalan
fonksiyonlart (1.4) ile verilen integralin hesaplanmasi sonucu elde edilen denklemlerin
coziilebilmesi i¢in, tercih edilen ¥; agirlikli kalan fonksiyonlar kiimesi lineer bagimsiz

olmalidir [6].
Bu tezde agirlikli kalan yontemlerinden Petrov-Galerkin yontemi kullanilacaktir.
1.2.1 Petrov-Galerkin Yontemi

Y, agirlik fonksiyonlari, ¢; yaklasim fonksiyonlar1 olmak iizere bu yontemde y; # ¢;

olarak secilir. A lineer operatoriine (2 bolgesinde (1.4) yaklasimi uygulanirsa;

i [waA(o)ax dy] = [ wilf - A@y)]dxdy

J=1ln

denklemi elde edilir ve bu denklem daha sade bir formda yazilirsa,

N
ZAU = F;

Jj=1

bigiminde olur. Bu yontem ile ulagilan A;; katsayilar matrisi simetrik degildir. Bundan

dolay1,
n

3



bigiminde olur [7].
1.3 Spline Fonksiyonlar

Sayisal yaklagim yontemleri, temel bilimler ve miihendislik alanlarinda oldugu kadar
matematik alaninda da sik¢a kullanilan bir yontemdir. Genel anlamda iki tip yaklasim
vardir. Bu yaklasimlardan ilki, eldeki verileri kullanarak bilinmeyen fonksiyonlarin
sayisal ¢oziimlerini bulabilmek amaciyla kullanilir. Bu tip problemlere veri uydurma
problemleri denir. Bu yaklagimlardan ikincisi ise, operatdr denklem yardimiyla ulasilan
fiziksel problemlerin matematiksel modellemelerinden elde edilen yontemdir. Bu tarz
problemler, 6zdeger ve 6zvektor problemleri, integro-diferansiyel denklemleri, adi ve
kismi diferansiyel denklemler igin sinir deger problemlerini kapsamaktadir. Verilen iki

problem tipi i¢in de, en iyi ¢dziime ulasirken iki sorun ortaya ¢ikmaktadir;

e Yaklasim kosullarina uygun fonksiyonlar1 segcmek,

e Etkili bir yaklagim i¢in uygun yontemi segmek.

Polinom yaklasimlari, yaklasim yontemleri arasinda énemli bir yer tutmaktadir. Ancak
yiiksek dereceden polinomlar ¢ogunlukla gerekli hassasiyette sonuglar vermeyebilir. Bu
sorunu agmak icin yliksek dereceden polinomlar pargali polinom olarak yazilabilir. Bu
yonteme Spline interpolasyon yontemi ad1 verilir. Bu yontemde veri araliklart sonlu farkl
alt araliklara boliiniir ve her bir alt aralik daha kiiglik dereceden polinomlar kullanilarak
yazilir. Bu sayede hem islem kolaylig1 saglanir hem de daha hassas sonugclar elde edilir.
Yani Spline fonksiyonlar, parcali polinomlardir ve polinomlarin siireklilik 6zelliklerini

iceren dizilislerinden tiiremektedir [6].

Spline fonksiyonlar, interpolasyon, veri uydurma, adi ve kismi diferansiyel denklemlerin
coziimlerinde olduk¢a yogun kullanilirlar. Spline kavramu ilk kez Schoenberg tarafindan
1946 yilinda kullanildi [8]. 1960 l1 yillarin basina kadar hizli bir gelisim gosteremeyen
Spline fonksiyon teorisine, bu yildan sonra her gegen yil ilgi artmistir. Dijital ortama
uyumlu olan Spline fonksiyonlar bilgisayardaki gelisme ile daha sik kullanilmaya

baslanmistir [9].
Reel sayilarda monoton artan bir dizi;

— 0 =x <X < <x, <X = 00
0 1 n n+1



biciminde olmak sartiyla x4, x5, ...,%, € bagh ve reel bir dogru iizerinde tanimli m.

dereceden bir s(x) spline fonksiyon asagida verilen iki 6zellige sahiptir:

e s(x) spline fonksiyonu (x;,x;4+1) (i = 0,1, ...,n) araliginda m. dereceden veya
daha kucuk dereceden polinomdur. Burada x, = —, x,,,; = oo seklindedir.
e s(x) fonksiyonu ve s(x) fonksiyonunun 1,2, ..., (m — 1). mertebeden tlrevi

tanimlanan araliklarda ve x;, (i = 1,2, ..., n) diigiim noktalarinda siireklidir.

Verilen tanimdan anlagilacagi iizere pargali polinom fonksiyonlarinin siireklilik
durumlarinda ve tiirevlerinin belirli sartlar1 saglamasi durumunda, spline fonksiyonlar

elde edilir [6].
Spline fonksiyonlarin baz1 6zellikleri asagidaki gibi siralanabilir:

e Spline fonksiyonlar diizgiin fonksiyonlardir.

e Spline fonksiyonlar uygun bazlarla beraber kullanildiginda sonlu boyutlu lineer
uzay olusturur.

e Spline fonksiyonlarin integralleri ve tiirevleri alindiginda yine spline
fonksiyonlar elde edilir.

e Spline fonksiyonlar dijital ortama uygundur yani bilgisayar ile kolaylikla
hesaplamalar yapilir.

e Spline fonksiyonlar kullanilarak elde edilen matrislerin, igaretleri ve determinant
ozellikleri agisindan rahatlikla hesaplamalar yapilir.

e Diisiik dereceli spline fonksiyonlar polinomlar kadar keskin salinim yapmazlar.

e Problemlerde spline yaklasimlar kullanildiginda, yakinsaklik ile kararliligin

incelenmesi kolaylikla yapilir.
1.4 B-Spline Fonksiyonlar

Problemlerin ¢oziimiinde spline yaklasimlari kullanildiginda, lineer veya lineer olmayan
sistemler elde edilir. Bu sistemler elde edilmek istenilen parametrelerin hesaplanmasi i¢in
1yi sartli olmayabilir. Ayn1 zamanda spline yaklasimlar ile yapilan hesaplamalarda sayisal
kararsizlikla karsilasilabilir. Karsilasilan bu tip zorluklular1 agsmak i¢in B-Spline adi
verilen spline fonksiyon smifi kullanilabilir. B-Spline fonksiyonlar tiim spline
fonksiyonlar i¢in baz olustururlar. Bu ylizden B-Spline (basis spline) olarak
isimlendirilmistir.  B-Spline  fonksiyonlar sayisal hesaplamalar i¢in elverisli
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fonksiyonlardir [10]. Sifirinci dereceden B-Spline fonksiyonun grafigi Sekil 1.1 ile

verilmistir [6].

i1 X Xinl Xis2

Sekil 1.1. Sifirinct Dereceden B-Spline Fonksiyon
Sifiriner dereceden B-Spline fonksiyon,

B0 — {1, X < x < Xjp1
L 0, diger durumlar
bigiminde tanimlanir. Tanima gére BY (x;) = 1 ve BY(x;,1) = 0 dir. Sifirmnc1 dereceden

B-Spline fonksiyonun ozellikleri asagida verilmistir:

e B} (x) B-spline fonksiyonu [x;, x;,1) arahiginda tanimlidir.

e VxveiiginBY(x) = 0 esitsizligi mevcuttur.

e B} fonksiyonu sigramanin oldugu tiim diigiim noktalarinda sagdan siireklidir.
e Vx€RIiGINY?_. BY(x) =1 esitligini saglar.

e (. dereceden spline fonksiyonlarin tamami diiglim noktalari {izerinde bir baz

olusturur.
Yiiksek dereceden B-spline fonksiyonlar 0. dereceden B-spline fonksiyonlar yardimiyla
elde edilebilir. k = 1,2,...vei = 0,+1,+2, ... olmak lizere;

X — Xj X — X
BF(x) = ——— Bl 1(x) + Bk l(x)

i+k — Xi Xitk+1 — Xi+1

biciminde tiimevarim yontemi kullanilarak yiiksek derecen B-spline fonksiyonlar

olusturulabilir [10,11].



1.4.1 Lineer B-Spline Fonksiyonlar

[a, b] sonlu araliginin diizglin pargalanist a = xy < x; <...<xy_1 <xy =b ve h =
Xm+1 — Xm >, m =0,1,2, ..., N olmak iizere, x,, diiglim noktalarinda L,,(x) lineer B-

spline fonksiyonlar (m = 0(1)N) noktalar1 i¢in asagidaki gibi tanimlanmigtir [12]:

1 (xm+1 - x) - Z(xm - x)' [xm—l’xm]
Liyp(x) = n (Xm+1 — %), [Xm, Xm41] (1.5)
0, diger durumlar

{Lo, L1, ...,Ly_q1, Ly} fonksiyon kilmesia < x < b  araligi  iizerinde tanimlanan
fonksiyonlar i¢in bir baz olusturur. [x,,,, X;,4+1] sonluaraligl, hn = x — x,,,, (0<n <1)
lokal koordinat doniigiimii kullanilarak [0,1] kapali araligina doniistiiriiliir. Boylece

lineer B-spline L,,, ;
Lp,S=1-n,
Linyr =1 (1.6)
seklinde tanimlanir.
1.4.2 Kuadratik B-Spline Fonksiyonlar
[a, b] sonlu araliginin diizgilin pargalanist a = xy < x; <...<xy_1 <xy =b ve h =

Xm+1 — Xm > m = 0,1,2, ..., N olmak iizere, x,,, diiglim noktalarinda ¢,,(x) kuadratik B-

spline fonksiyonlar (m = —1(1)N) noktalar1 i¢in asagidaki gibi tanimlanmigtir [12]:

(xm+2 - x)z - 3(xm+1 - x)z + 3(xm - x)z' [xm—lfxm]
¢ (X) = i (xm+2 - x)z - 3(xm+1 - x)z' [xm'xm+1]
m
h? (Xma2 — x)z’ [Xm+1 Xm+2]
0, diger durumlar.

(1.7)

{p_1, bo, -, dn_1, Py} fonksiyon kilmesia < x < b  araligi iizerinde tanimlanan
fonksiyonlar i¢in bir baz olusturur. Bu spline fonksiyonlari baz fonksiyon olarak kullanan

U(x, t) tam ¢ozlimiine denk gelen Uy (x,t) sayisal ¢oziimi,

UCot) = ) ¢;(08(0) (1.8)

]
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seklinde tanimlanmistir. Burada §;(t) bilinmeyen parametreleri siir ve agirlikli kalan
kosullar1 kullanilarak hesaplanacaktir. [X,,, X;y+1] arali@inda hn = x — x,,,, (0 <1 <
1) lokal koordinat doniisiimi kullanilarak, [0,1] araligi boyunca (1.7) ile verilen

kuadratik B-spline fonksiyonlar agagidaki gibi yeniden formiile edilmistir:

Pm-1=(1 - T])Z'
¢n =1+ 2n—2n? (1.9)
bm+1 = 772-

Pm-1(x), P (x) ve g (x) harig diger kuadratik B-spline fonksiyonlar [x,,, X;n41]
araliginda sifirdir. Dolayisiyla bu eleman tizerinden (1.8) ile verilen sayisal fonksiyon,

(1.9) ile verilen baz fonksiyonlari cinsinden asagidaki gibi tanimlanmastir:

m+1

Uy(n,t) = 2 50, (1.10)

j=m-1

(1.7) ile verilen Kuadratik B-spline fonksiyonlar ve (1.10) ile verilen sayisal ¢6ziim
fonksiyonu kullanilarak, diigtim noktalarindaki U, ve tiirevi olan U,, degerleri, &,,

eleman parametreleri cinsinden,

Un = U(xm) = 6m-1+ 6,
U;n = Ul(xm) = Z(Sm - 6m—1) (1'11)

biciminde yazilir.
1.4.3 Kiibik B-Spline Fonksiyonlar
[a, b] sonlu araliginin diizglin pargalanist a = xy < x; <...<xy_1 <xy =b ve h =

Xm+1 — Xm » m = 0,1,2, ..., N olmak iizere, x,, diigiim noktalarinda ¢,,(x) kiibik B-

spline fonksiyonlar (im = —1(1)N + 1) noktalar1 i¢in asagidaki gibi tanimlanmigtir [12]:

(x - xm—2)3: [xm—z' xm—l]

h* + 3h2(x - xm—l) + 3h(x - xm—l)z - 3(x - xm—1)3: [xm—l'xm]
¢m(x) = F h + 3hz(xm+1 - x) + 3h(xm+1 - x)z - 3(xm+1 - x)3: [xm' xm+1]

(xm+2 - x)3: [xm+1' xm+2]

0, digerdurumlar

(1.12)



{Pp_1, D0, ..., dN, P11} fonksiyon kiimesia < x < b araligr lizerinde tanimlanan
fonksiyonlar i¢in bir baz olusturur. U(x, t) tam ¢oziimiine denk gelen Uy (x,t) sayisal
¢Ozumil,

N+1

UG = ) 6(0d;) (1.13)

j=1

seklinde tanimlanmgstir. Burada §;(t) zamana bagli bilinmeyen parametreler olup

agirlikli rezidii ve sinir sartlarindan hesaplanacaktir. [x,,, X, 41| kapali araligi hn = x —
Xm, (0 <1n < 1) lokal koordinat doniisiimii kullanilarak [0,1] sonlu araligina doniisiir.

Boylece 1 ya bagli olan kiibik B-spline fonksiyonlar1 [0,1] kapali araliginda;

bdm-1 =1 — 1’])3,

¢ =1+31—-n)+3(1-n)?-31-1n)° (1.14)
$m+1 = 14304 3n* =313
¢m+2 = 773

seklinde tanimlanir. ¢,,,_1(x), ¢ (X), Pms1(X) ve Pmi2(x) harig diger kiibik B-spline
fonksiyonlar [x,,, X;+1] araliginda sifirdir. [x,,, X;,41] araliginda Uy(x,t) sayisal

¢Oziimii asagidaki gibi tanimlanmustir:

m+2

Uy(x,t) = z ()5 () (1.15)

j=m-1
burada &,,_1, O, Oma1 V€ Omaz eleman parmetreleri ve ¢p,_q1(x), O (X), Pme1(x) ve

Gm+2(x) eleman sekil fonksiyonlaridir. ¢;(x) degerleri ve tiirevleri Tablo 1.1 ile

gosterilmistir.

Tablo 1.1. Kiibik B-spline fonksiyonlar ve tiirevlerinin x,,, dliglim noktalarindaki

degerleri
X Xm-2 Xm-1 Xm Xm+1 Xm+2
b () 0 1 4 1 0
1 3 _3
b1 (x) 0 . 0 - 0
" 6 12 6
¢m (x) 0 2 Thz nz 0




(1.14) ile verilen kiibik B-spline fonksiyonlar ve (1.15) ile verilen sayisal ¢dziim
fonksiyonu kullanilarak, x,, digiim noktalarindaki U,U’ ve U" degerleri, &,, eleman

parametreleri cinsinden,
Um = U(xm) = 6771—1 + 467}’1. + 6m+1,

Up = U' () = = (=8mey + Oma), (1.16)
Uy = U" () = = (Ot = 26 + Spist)

biciminde yazilir.
1.5. Esit Genislikli (EW) Denklem

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler, plazma fizigi, akiskanlar mekanigi,
hidrodinamik, uygulamali matematik, kat1 hal fizigi ve optik fiberler gibi bilimin farkl
alanlarindaki karmagsik olaylar1 agiklamak i¢in yaygin olarak kullanilmistir. Lineer
olmayan kismi diferansiyel denklemlerin énemli konularindan biri de tam ¢dzlimler
aramaktir. Lineer olmayan diferansiyel denklemlerin karmasiklii nedeniyle tam
¢oziimleri cogunlukla tiiretilemez. Bu denklemlerin yalnizca belirli siniflarinin analitik
yollarla ¢oziilebilmesinden dolayi, bu lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin
sayisal ¢oziimleri, fiziksel olaylar1 aragtirmak i¢in ¢ok islevseldir. Morrison ve c¢alisma

arkadaslar tarafindan tiiretilen EW denklem,
Ui+ eUU, — U,y =0 (1.17)

bi¢iminde bir kismi diferansiyel denklemdir [13,14]. Burada € ve u pozitif parametreler,
t zaman, x konum koordinat1 ve U(x, t) dalga genligidir. Fiziksel sinir kosullar1 U — 0
ve |x| = oo olarak belirlenmistir. UU, ve U, terimleri sirasiyla lineer olmayan dalganin
yayilmasini ve yiikselmesini ifade etmektedir. EW denkleminin tam ¢6ziimii elde edilmis
ve literatiirde EW denkleminin sayisal ¢oziimii ile ilgili cok sayida ¢alisma mevcuttur.
Zaki, tek soliter dalganin hareketini ve undular bore gelisimini incelemis ve lineer B-
spline fonksiyonlar kullanarak, en kiigiik kareler yontemi ile EW denkleminin sayisal
cOziimlerini elde etmistir [15]. Raslan, tek soliter dalganin hizini, konumunu ve genligini,
solitonlarin etkilesimini ve bir undular bore gelisimini incelemek i¢in kuintik B-spline
kollokasyon sonlu elemanlar yontemini kullanmistir [16]. Dogan, tek soliter dalga
hareketini ve undular bore gelisimini arastirmak icin EW denkleminin ¢oziimiinde lineer
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B-spline sekil fonksiyonlari ile birlikte Galerkin metodunu kullanmistir [17]. Saka ve
caligma arkadagslar1 ise soliter dalganin olusumunu ve gelisimini inceleyerek, EW

denkleminin kiibik B-spline kollokasyon yontemi ile sayisal ¢ozliimiinii elde etmislerdir

[18].
1.6. Genellestirimis Esit Genislikli (GEW) Denklem
Pozitif x yoniinde yayilan uzun dalgalar i¢in elde edilen GEW denklemi;
U+ eUPU, — pUyy = 0 (1.18)

seklindedir. (1.18) ile verilen denklemde p pozitif bir tam say1, € ve u pozitif parametreler,
t zaman, x konum koordinati ve U(x, t) dalga genligidir. Fiziksel sinir kosullar1t U = 0

ve |x| — oo olarak belirlenmistir. Baslangi¢ kosullari ise asagidaki gibi segilmistir:
U(a,t) =0 U(b,t) =0
U(x,0) = f(x) a<x<bh.

Burada f(x), dikkate alinan aralik i¢ine yerlestirilmis, test problemlerine bagli olarak
sonraki boliimlerde tanimlanacak olan bir fonksiyondur. Bilindigi gibi akiskanlar
problemlerinde, U miktari su yiizeyinin dikey yer degistirmesi ile iligkilidir, ancak plazma
uygulamalarinda U, elektrostatik potansiyelin negatifidir. Bu nedenle (1.18) ile verilen
denklemin soliter dalga ¢oziimii, s1g suda dogrusal olmayan enine dalgalar, plazmadaki
iyon-akustik ve manyeto-hidrodinamik dalgalar gibi zayif dogrusal olmayan ve dagilim
dalgalar1 olan bir¢ok fiziksel olaym bulunmasina yardimci olmustur [19]. GEW
denklemi, EW denklemine dayanmaktadir. Bu genel denklemler, (p + 1). dereceden
lineer olmayan dalga denklemleridir ve nabiz benzeri soliter dalga ¢oziimlerine sahiptir.
Bu denklemin bir su kanalinda yayilan tek yonlii dalgalar, kiytya yakin bolgelerdeki uzun
dalgalar gibi bir¢ok fiziksel uygulamasi vardir [20]. (1.18) ile verilen denklemde p yerine
1 yazilirsa EW denklemi [20-22] elde edilir ve yine (1.18) ile gosterilen denklemde p
yerine 2 yazilirsa elde edilen denklem modifiye edilmis EW denklemi [23-26] olarak
adlandirilir. Son yillarda GEW denkleminin ¢oziimii i¢in ¢esitli sayisal yOntemler
kullanilarak ¢aligmalar yapilmistir. Hamdi GEW denkleminin tek soliter dalga i¢in tam
¢Oziimiinii Uretmistir [27]. Evans ve Raslan, tek soliter dalganin hareketi, soliter
dalgalarin etkilesimi ve solitonlarin olusumunun sayisal ¢oziimlerini elde etmek i¢in

kuadratik B-spline fonksiyonlara dayali kollokasyon yontemini kullanarak, GEW
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denkleminin sayisal ¢Ozlimlerini arastirmislardir [28]. Raslan, B-spline kollokasyon
yontemini kullanarak GEW denkleminin saysal ¢oziimiinii elde etmistir [29]. Taghizadeh
ve arkadaglari GEW denkleminin tam hareketli dalga c¢oziimlerini olusturmak igin
homojen denge yontemini kullanmiglardir [30]. Denklem, Panahipour'un standart tip
radyal tabanli fonksiyonlarla global bir kollokasyon yontemine dayali agsiz bir yontemle
sayisal olarak c¢oziilmiistiir [20]. Swrasiyla Karako¢ ve Zeybek tarafindan, GEW
denkleminin sayisal ¢oziimlerini elde etmek i¢in iki farkli lineerlestirme teknigine sahip
kuintik B-spline kollokasyon yontemi ile B-spline fonksiyonlarina dayali bir lumped
Galerkin yontemleri sunulmustur. Roshan, GEW denklemi i¢in sirasiyla test ve deneme
fonksiyonlart olarak lineer B-spline fonksiyonu ve kuadratik B-spline fonksiyonlarin

kullanarak Petrov-Galerkin yontemini uygulamistir [31].
1.7. Korteweg-de Vries (KdV) Denklemi

Bagimsiz dalgalar ilk olarak 1834 yilinda Scott Russel [32] tarafindan gézlemlenmistir.
Scott Russel’dan sonraki ilk teorik ¢aligmalar 1895 yilinda D. J. Korteweg ve 0grencisi
G. de Vries ismindeki bilim insanlar tarafindan yapilmistir [33]. S1§ sularda dalganin

yayiliminin gozlemlenmesiyle olusturulan Korteweg-de Vries (KdV) denklemi;
U+ eUUy —ulUyyy =0 (1.19)

bicimindedir. KdV denklemi, si§ su dalgalar1 gibi ¢esitli lineer olmayan olaylari

modellemekte ¢oke¢a kullanilan bir denklemdir.

Lineer olmayan KdV kismi diferansiyel denkleminde, U, terimi tek yonde yayilan
dalganin zaman gelisimini, lineer olmayan terim olan UU,. dalganin formunu korumasini
ve lineer terim olan Uy, dalganin ayrilmasini ve yayilmasini belirtir. Denklemde bulunan

€ ve u keyfi pozitif parametrelerdir.

Farkli fiziksel sistemlerde ortaya ¢cikan KdV denklemi 6nemli bir denklem tiirtidiir. KdV
denkleminin tam ¢oztimleri sinirh birkag baslangic degeri i¢in hesaplanabilmistir. Bundan

dolay1 baglangi¢ degerlerinin farkl secilebildigi sayisal ¢oziimlere ihtiya¢ duyulmustur.

Literatiirde KdV denkleminin ¢oziimleri ile ilgili ¢cok sayida calisma vardir. KdV
denkleminin tam ¢o6ziimii ilk olarak Zabusky, Fornberg ve Whitham tarafindan elde
edilmistir [34-36]. 1968 de ise Lax, KdV denklemi tarafindan yonlendirilen lineer
olmayan etkilesim altinda iki farkli ¢6ziimiin korundugunun analitik ispatin1 yapmistir
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[37]. Bilim insanlar1 KdV denklemini ¢6zebilmek amaciyla farkli sayisal yontemler
kullanmistir. M. E. Alexander ve J. L. Morris [38] ile A. H. A. Ali [39] KdV denklemini
sonlu elmanlar ydntemiyle, I.Dag [40] kollokasyon yontemi ile, D.Kaya [41] Adomian
ayristirma metodu ile KdV denkleminin sayisal ¢dziimlerini arastirmislardir. A. C.
Vliengenhart [42] ve K. Goda [43] ise sonlu fark yontemiyle KdV denklemini sayisal

olarak ¢ozmiislerdir.
1.8. Modifiye Edilmis Korteweg-de Vries (mKdV) Denklemi

mKdV denklemi KdV tipindeki 6nemli denklemlerden biridir. Miura [11] tarafindan
kesfedilen mKdV denklemi;

U, + eU2Uy — pUypy = 0 (1.20)

bicimindedir. Burada, ¢ ve u keyfi pozitif parametrelerdir. U, terimi bir yonde yayilan
dalganin zaman gelisimini, U2 U, lineer olmayan terimi dalga diklesmesini ve U, lineer

terimi de dalganin yayilimini temsil etmektedir.

mKdV denkleminin elektrodinamik ve elektromanyetik dalgalar, akiskanlar mekanigi

gibi oldukga genis fiziksel uygulama alanlar1 vardir.

Lineer olamayan mKdV denkleminin sayisal ve tam ¢oziimleri ile ilgili literatiirde siirl
sayida calisma vardir. Kaya Adomian ayristirma yontemini kullanarak yiiksek dereceli
mKdV denkleminin sayisal ¢ozlimlerini elde etmistir [44]. Biswas ve arkadaslar1 kuartik
B-spline Galerkin sonlu elemanlar yontemi ile mKdV denklemini ¢ézmiislerdir [45].
Raslan ve Bagdady tarafindan mKdV denklemi sonlu farklar yontemi kullanilarak
¢oziilmiis ve c¢oziimiin dogrulugu ve kararliligi gosterilmistir. Ayn1 zamanda mKdV
denklemi tarafindan modellenen gol kiyilart ve plajlar boyunca sig su dalgalarinin
dinamiklerinin sayisal 6zelliklerini elde etmislerdir [46,47]. Wazwaz (3 + 1) boyutlu
mKdV denkleminin ¢oklu soliton ¢oziimlerini elde etmistir [48,49]. Karakog¢ ve ¢alisma
arkadaslar1 mKdV denklemine, Lumped Petrov-Galerkin ve Galerkin yontemlerini

uygulamislardir [50,51].
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BOLUM 2

GENELLESTIRILMIS ESIT GENISLIKLI DENKLEMIN PETROV-
GALERKIN YONTEMI ILE SAYISAL COZUMLERI

Bu boliimde S.K. Bhownik ve S.B.G Karakog¢’ un [55] ile verilen referanstaki ¢alismalari

incelenmistir.
2.1. Yontemin Denkleme Uygulanmasi

[a, b] sonlu araliginin diizgilin pargalanist a = xy < x; <...<xy_1 <xy =b ve h =
Xm+1 — Xm >»m = 0,1,2, ..., N olmak iizere, x,,, diiglim noktalarinda ¢,,(x) kuadratik B-

spline fonksiyonlar (m = —1(1)N) noktalar1 i¢in (1.7) ile verilmistir.

Bu B-spline fonksiyonlar1 baz fonksiyon olarak kullanan U(x,t) tam ¢dziimiine denk
gelen  Uy(x,t) saysal ¢oziimii (1.8) ile verilmistir. Burada 6;(t) bilinmeyen
parametreleri sinir ve agirlikli kalan kosullar1 kullanilarak hesaplanacaktir. [X,,, X411
araliginda hn = x — x,,, (0<7n < 1) lokal koordinat doniisiimii kullanilarak, [0,1]
aralig1 boyunca (1.7) ile verilen kuadratik B-spline fonksiyonlar (1.9) deki gibi yeniden

formiile edilmistir.

Om-1(x), P (x) ve ¢pe1(x) harig diger tiim kuadratik B-spline fonksiyonlar
[Xm, Xm+1] araliginda sifirdir. Dolayisiyla bu eleman tizerinden (1.8) ile verilen sayisal

fonksiyon, (1.9) ile verilen baz fonksiyonlari cinsinden (1.10) deki gibi tanimlanmustir.

(1.7) ile verilen kuadratik B-spline fonksiyonlar ve (1.10) ile verilen sayisal ¢6ziim
fonksiyonu kullanilarak, diigtim noktalarindaki U, ve tiirevi olan U,, degerleri, &,,
eleman parametreleri cinsinden (1.11) ile verilmistir. Burada L,, agirlik fonksiyonlari
lineer B-spline fonksiyonlardir. x,,, diiglim noktalarinda L,,, lineer B-spline fonksiyonlar
(1.5) ile verilmistir. [x,,, X;,41] sonlu araligi, hn = x — x,,,, (0 <n < 1) lokal koordinat
dontisimii kullanilarak [0,1] araligina doniistiiriiliir. Boylece lineer B-spline L, (1.6)

deki gibi tanimlanmuistir.
(1.18) ille  verilen denkleme Petrov-Galerkin ~ yOntemi uygulanirsa;
b
f L(U; + eUPU, — pUyp)dx =0 (2.1)
a
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seklinde (1.18) ile verilen denklemin zayif formu elde edilir. x — 1 seklindeki degisken

degistirme islemi (2.1) ile verilen denkleme uygulanirsa,
1 e 1
f L(Us + 70Uy =5 Upye) dn =0 (2.2)
0
bulunur. Burada integral alma islemini daha basite indirgemek igin U bir eleman iizerinde

sabit olarak alinmistir. (2.2) ile verilen denklemdeki her bir elemanin ayr1 ayri integrali

alinir ve (1.18) ile verilen denklem kullanilirsa;

1
f [L(U, + AU, ) + BLyUycldn = BLU|S (2.3)
0

integrali elde edilir. Burada A = €UP /h ve B = u/h? dir. (1.6) ile verilen B-spline sekil
fonksiyonlar1 olan L,,, agirlik fonksiyonlar1 olarak segilir ve (1.10) ile verilen yaklasim

(2.3) ile verilen integral denkleminde yerine yazilirsa,

m+1 1 m+1 1
> |([eior+i07)an - prggia]sr + >. @[ vigjanes =o 24)
j=m-1 0 j=m-1 0

formu elde edilir. (2.4) ile verilen denklem matris formunda asagidaki gibi yazilabilir:
[A¢ + B(B¢ — C©)]6¢ + AD€6¢€ = 0. (2.5)

Yukaridaki  denklemlerde °.’ t ye gore tirevi gosterir ve 5e =
(6m—1,Om> Oms1, Om+2) T e€leman  parametreleridir. A, Bi;, Cijve Df; 2% 3 tipinde

dikdortgensel eleman matrisleri asagidaki integraller ile hesaplanmustir:

! 113 8 1
e — D [ —
Aij_JOqub]dn 1211 8 3,

! 171 0 -1
B-e-=fL"¢"d77=— ,
g e 2[—1 0 1]

cs=ueib=[ 5 3

! 1—2 1 1
by 3[—1 —1 2
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Burada [x,,, X;m+1] arali@inda i; m,m + 1 ve j; m — 1,m,m + 1 degerlerini alir. U i¢in
bir lumped degeri A = —— (81 + 28 + Spy1)P olarak (Up, + Upn41/2)P ifadesinden

elde edilir. Tiim integrallerden gelen degerler bir araya toplanirsa,
[A+B(B—C)]6+ADS =0 (2.6)

matris denklemi elde edilir Burada & = (6_1, 8, ..., Oy, On+1)  global eleman
parametreleridir. 2 X 3 tipindeki 4, B, C ve AD dikdortgensel matrislerinin her birinin m.

satir1 agagidaki forma sahiptir;

1
A=-=(1,11,11,1,0),
7 ¢ )

1
B = §(—1,1,1, —1,0),
C = (0;0:0:0:0)1
AD = %(—11, —11 - 2121 211 Ty 12'12' 0)

burada 44, A, degerleri:

&

M= ﬂ (Sm—l + 25m + 5m+1)p'
&

Ay = ﬂ (6m + 26m41 + 6m+2)p

bigimindedir. (2.5) ile verilen denklemde & ve § parametreleri yerine sirastyla ileri fark

yaklagimi,
1
0= E(ém + 6n+1)

1le Crank-Nicolson formiilii,

. o
5 — 5n+1 o
At
yazilirsa;
AAE AAtL
A+ﬁ(B—C)+TD:|6n+1:|:A+ﬁ(B—C)—TD 6n (27)
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matris sistemi elde edilir. Burada At zaman adimidir. (2.7) ile verilen matris sisteminde
GEW denkleminin smir kosullar1 uygulanirsa karesel matris denklemi elde edilir. Bu
sistem Thomas algoritmasinin bir varyanti ile etkili bir sekilde ¢oziiliir. Ancak ¢6ziim

siirecinde, lineer olmama durumuyla basa ¢ikmak i¢in her zaman adiminda iki veya ii¢
kez 6™ =6" + % (6™ — 6™ 1) yaklasimi uygulanmustir. Sonug olarak (2.7) ile verilen

matris sisteminin tipik bir eleman1 6™ ve §™*1diigiim parametreleri cinsinden asagidaki

gibi yazilir;
V1571}1t11 + V257r111+1 + VSSrrrll-:-ll + V4-671111112 = YaOp—1 + V305 + V20541 + V10042, (2.8)
burada,

L_p_

i=173 ;-
11 B 3]At
T 12 '3 6

)

11, B, 3AAt
Y3_12+3+ 6 ’

1_p M

Ya=17,73 6

bi¢cimindedir. Bilinmeyen parametreleri hesaplamak ve iterasyonu baglatmak igin,
baslangig ve sinir sartlarini kullanarak baslangi¢ vektorii §° hesaplanmalidir. Bunun igin
Uy(m, 0) = U(x,,, 0) ile Upy(xy,0) = Uy(xy,0) =0, m=0,1,..,N esitlikleri
kullanilarak §° baslangic vektorii,

1 1 5%, U (%, 0)
11 8 U(x1,0)

1 1|85, U(xy,0)
-2 2 5y hU'(x,0)
matris denkleminden kolaylikla elde edilir.

2.2. Kararhlik Analizi

Sayisal semanin lineer kararliligin1 gostermek i¢in, Von-Neumann teorsine dayali Fourier
analizi kullanilmustir. (1.18) ile verilen denklemin lineer olmayan UPU, terimindeki UP

ifadesi lokal olarak sabit oldugu kabul edilmistir. k mod numarasi ve h eleman biiyiikligi
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olmak iizere ;" = gteUkr (i = +/=1) Fourier agilimi (2.8) ile verilen denklemde yerine

yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

_a—ib 29
I=a+ib 29
esitligi elde edilir. Burada,
a—(11+4,8)cos()h+(1 4,8)cos(9)
b = 2AAt [3 sm( )h+ sm( >h] (2.10)

olup |g| = 1 bulunur, bundan dolay: lineerlestirilmis sema kosulsuz olarak kararlidur.
2.3. Sayisal Ornekler ve Sonuclar

Bu boéliimde, tek soliter dalganin hareketi, iki soliter dalganin etkilesimi ve solitonlarin
olusumu ile ilgili farkli test problemleri kullanilarak ele alinan algoritmanin etkinligi
arastirildi. Test problemleri i¢cin homojen sinir kosullar1 ve farkli baglangi¢ kosullari
kullanilarak p = 2,3 ve 4 i¢in GEW denkleminin sayisal ¢oziimleri hesaplandi. Tam

¢6ziim kullanilarak hesaplanan L, ve L, hata normlari,

N

2

Ly = 0™ = Uyll, = | Y Jufem = Wy,
j=0

w = U — Uyl = mgxIUf“m — (U]

bi¢cimindedir. Hata normlari, sayisal semanin dogrulugunu ve etkinligini gostermek icin

hesaplanmistir. GEW denkleminin tam ¢6ziimii [28,52],

U(x,t) = P\/c(p al 12)8(]0 * 2) ech? % (x — ct — xp) (2.11)

bi¢imindedir. Burada c, x ekseninde pozitif yonde ilerleyen dalganin hiz1, = i genlik ve

xo keyfi sabittir. Homojen smir kosullariyla verilen GEW denkleminin ¢6ziimleri
hareketin ii¢ degismezine sahiptir. Sirasiyla kiitle, momentum ve enerjinin korunmasina
denk gelen bu {i¢ degismez,
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b b b
I =f Udx, I, =f [U? + uUZldx, I =f UP*2dx, (2.12)
a

a a
bigimindedir.
2.4. Tek Soliter Dalga Hareketi

Sayisal hesaplamalar icin ilk olarak daha dnceden yapilan caligmalara ait sonuclarla
karsilastirma yapabilmek icin 0 < x < 80 araliginda xy = 30 alinmis ve p = 2,¢ =
0.5,h =0.1,4t = 0.2, ¢ = 3, u = 1 parametreleri secilmistir [19,31,52]. Bu
parametreler genligi 1.0 olan tek soliter dalganin hareketini temsil eder ve tek dalganin
hareketi ¢6ziim araligi boyunca t = 0 ile t = 20 zamanlar1 arasinda hesaplanmustir.
Korunum  miktarlarinin ~ tam  degerleri [, = 3.1415927,1, = 2.6666667, I3 =
1.3333333 seklindedir. Sayisal hesaplamada {i¢ degismezin yani sira L, ve L., hata
normlarinin degerleri hesaplanmis ve Tablo 2.1 de gosterilmistir. Tablo 2.1 e bakildiginda
L, ve L., hata normlarinin sirastyla 1.286582 X 1072, 8.31346 x 10™2 degerlerinden
kiigiik oldugu goriilmektedir. 14, I, ve I3 degismezleri baslangic degerlerinden sirasiyla
9.8x107%,3.2%x 107> ve 1.3x 107> den daha az degismistir. Ayarica bu tablo
degismezlerin degisimlerinin tam degerleri ile uyumlu oldugunu teyit etmektedir.

Dolayisiyla yontemin makul 6l¢iide tutarl oldugu sonucuna ulagilmistir.

Daha 6nce hesaplanan degerlerin yani sira tam ¢6ziim ile sonuglar karsilastirilmis ve
Tablo 2.2 de gosterilmistir [19,31,52]. Bu tablo ile kullanilan yontemin elde ettigi hata
normlarinin digerlerinden daha az oldugu gosterilmistir.

Tablo 2.1. Tek soliter dalgann p=2,h=0.1,e=3,c=05u=1,4t=0.2,x €
[0,80] parametreleri i¢in bulunan hata normlar1 ve degismezler

t 0 5 10 15 20

I 3.1415863 3.1415916 3.1415934 3.1415948 3.1415961
I 2.6682242 2.6682311 2.6682352 2.6682434 2.6682568
I3 1.3333283 1.3333406 1.3333413 1.3333413 1.3333413
L, 0.00000000 0.00395289 0.00704492 0.00995547 0.01286582
Lo 0.00000000 0.00294851 0.00473785 0.00651735 0.00831346
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Tablo 2.2. Tek soliter dalga i¢in t = 20 zamanindap = 2,h =0.1,e =3,c = 0.5,u =
1,4t = 0.2, x € [0,80] parametreleri ile bulunan sonuglarin karsilastirilmasi

Yontem 11 12 13 LZ Loo

Tam ¢6ziim 3.1415927 2.6666667 1.3333333 0.00000000 0.00000000
Mevcut Yontem 3.1415961 2.6682568 1.3333413 0.01286582 0.00831346
Kiibik Galerkin [19] 3.1589605 2.6902580 1.3570299 0.03803037 0.02629007
Kuintik Kollok [52] 3.1250343 2.6445829 1.3113394 0.05132106 0.03416753
Kuintik Kollok [52]  3.1416722 2.6669051 1.3335718 0.01675092 0.01026391
Petrov—Galerkin [31] 3.14159 2.66673 1.33341 0.0123326 0.0086082

Soliter dalganin hareketi t = 0,10,20 zamaninda Sekil 2.1 de gosterilmistir. Buna gore,
tek soliton dalga degismeyen bir hizla saga dogru hareket etmekte ve sasirtict olmayan
bir sekilde artan zamanla genligini ve seklini korumaktadir. t = 0 zamaninda soliter
dalganin genligi 1.00000 ve tepe noktas1t x = 30 bulunmustur. t = 20 de ise genligi,
x = 40 merkezi ile 0.999416 olarak hesaplanmistir. Boylece [0,20] zaman araligi
boyunca genlikler arasindaki mutlak fark 5.84 x 10™* olarak gdzlemlenmistir. Ayrik
zamanlarda hata yiizdesi Sekil 2.2 ile gosterilmistir. Hata sapmast —8 x 1073 ile
1 X 1072 arasinda degismekte ve hatalarin alabilecegi en yiiksek ve en diisiikk degerler

soliter dalganin merkezi konumu ¢evresinde olusmustur.
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Sekil 2.1. Tek soliter dalgann p=2,h=0.1,e =3,c=05,u=1,4t=0.2,x €
[0,80], t = 0,10,20 parametreleri i¢in hareketi

1.0x107 <

8.0x107 -
6.0x10"
4,010
2.0x107
0.0

-2.0m107 o

Hata

40107 o
6.0m107

B.0x107
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Sekil 2.2. t =20 zamaninda p=2,h=0.1,e=3,c=05u=1,4t=02,x €
[0,80] parametreleri igin hata grafigi

Ikinci sayisal calisma icin daha &nceden yapilan calismalara ait sonuglari
karsilastirabilmek amaciyla 0 < x < 80 araliginda xy, = 30 alinmis ve p = 3,¢c =
0.3,h =0.1,4t = 0.2,¢ = 3, u = 1 parametreleri sec¢ilmistir [19,31,52]. Bu
parametreler genligi 1.0 olan tek soliter dalganin hareketini temsil eder ve tek dalganin
hareketi ¢6zliim aralig1 boyunca t = 0 ile t = 20 zamanlar1 arasinda hesaplanmistir. L,
ve Lo, hata normlar1 ve Iy, I,, I3 korunum miktarlar1 hesaplamis Tablo 2.3 te verilmistir.
Tablo 2.3 e gore hata normlarinmn srasiyla 4.48357 x 1073,3.37609 x 1073
degerlerinden kiiclik oldugu goriilmektedir. I;,1, ve I3 degismezleri baslangic
degerlerinden swrastyla 1.78 X 107°,2.52 x 107> ve 3.55x 107°den daha az

degismistir. Dolayisiyla yontemin yeterince tutarli oldugu sonucuna ulasilmistir. Daha
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once hesaplanan degerler ile elde edilen sonuclar karsilastirilmig ve Tablo 2.4 de
gosterilmistir [19,31,52]. Mevcut yontemin hatalarinin daha onceki yontemlerle elde
edilen hatalardan 6nemli 6l¢iide daha kiigiik oldugu goriilmiistiir.

Tablo 2.3. Tek soliter dalganin p=3,h=0.1,e=3,c=03,u=1,4t=0.2,x €
[0,80] parametreleri i¢in bulunan hata normlar1 ve degismezler

t 0 5 10 15 20

I 2.8043580 2.8043723 2.8043747 2.8043753 2.8043758
I 2.4664883 2.4665080 2.4665108 2.4665119 2.4665135
I3 0.9855618 0.9855942 0.9855973 0.9855973 0.9855973
L, 0.00000000 0.00183258 0.00291958 0.00372417 0.00448357
Lo 0.00000000 0.00177948 0.00233283 0.00285444 0.00337609

Tablo 2.4. Tek soliter dalga i¢cin t = 20 zamanindap = 3,h =0.1,e =3,c=03,u =
1,4t = 0.2, x € [0,80] parametreleri ile bulunan sonuglarin karsilagtiritlmasi

Yéntem I I I3 L, Lo

Mevcut Yontem 2.8043758 2.4665135 0.9855973 0.00448357 0.00337609
Kiibik Galerkin[19] 2.8187398 2.4852249 1.0070200 0.01655637 0.01370453
Kuintik Kollok [52] 2.8043570 2.4639086 0.9855602 0.00801470 0.00538237
Kuintik Kollok [52] 2.8042943 2.4637495 0.9854011 0.00708553 0.00480470
Petrov—Galerkin [31] 2.80436 2.46389 0.98556 0.00484271 0.00370926

Soliter dalganin t = 0,10,20 zamanlarindaki hareketi Sekil 2.3 te gdsterilmistir. Buna
gore, tek soliton dalga degismeyen bir hizla saga dogru hareket etmkte ve tahmin edildigi
gibi artan zamanla genligini ve seklini korumaktadir. t = 0 da soliter dalganin genligi
1.00000 ve tepe noktast x = 30 bulunmustur. t = 20 de ise genligi 0.999522, x = 36
seklinde elde edilmistir. Bu nedenle [0,20] zaman arali§1 boyunca genlikler arasindaki

mutlak fark 4.78 x 10™* olarak gozlemlenmistir. Ayrik zamanlarda hatanin sapmas1 Sekil
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2.4 ile gosterilmistir. Hata sapmast —3 X 1073 ile 4 X 1073 arasinda degismekte ve
hatalarin alabilecegi en yliksek ve en diisiik degerler soliter dalganin merkezi konumu

¢evresinde olusmustur.

1.2 4

1.04 t=10
t=0
0.8
0.6
0.4
0.2 4
0.0
T T T
20 40 80

X

U(x,t)

80

o

Sekil 2.3. Tek soliter dalgann p=3,h=0.1,e =3,c=03,u=1,4t=0.2,x €
[0,80],t = 0,10,20 parametreleri i¢in hareketi

40107 5

A0x107 4
2,010
1.0x107 1

0.0 -]
1,010
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o
B
(=1
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(=]

Sekil 2.4. t =20 zamaninda p=3,h=01,6¢=3,c=03,u=1,4t=0.2,x €
[0,80] parametreleri i¢in hata grafigi

Sayisal hesaplamar icin son olarak daha onceden yapilan ¢aligsmalara ait sonuglarla
karsilastirabilmek amaciyla 0 < x < 80 araliginda xy = 30 alinmis ve p = 4,¢c =
0.2,h = 0.1,4t = 0.2,¢ = 3, u = 1 parametreleri se¢ilmistir [19,31,52]. Bu
parametreler genligi 1.0 olan tek soliter dalganin hareketini temsil etmekte ve tek

dalganin ¢6ziim aralii boyunca t = 0 ile t = 20 zamanlar arasinda hesaplanmistir. L,
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ve Ly, hata normlari ve Iy, I, I3 korunum miktarlar1 hesaplanarak Tablo 2.5 te verilmistir.
Tablo 2.5 e gdre hata normlari sirastyla 1.96046 x 1073,1.33416 x 1073 degerlerinden
kiiciik oldugu goriilmektedir. 14, I, ve I3 degismezleri baslangi¢ degerlerinden sirasiyla
4.07 X 1075,5.80 X 107° ve 6.32 x 10~° den daha az degismistir. Dolayisiyla yéntemin
kabul edilebilir 6lgiide tutarli oldugu sonucuna ulasilmistir. Daha 6nce hesaplanan
degerler ile elde edilen sonuglar karsilagtirilmis ve Tablo 2.6 da gdsterilmistir [19,31,52].
Mevcut yontemin hatalarinin daha 6nceki yontemlerle elde edilen hatalardan ¢ok daha az
oldugu agikca goriilmektedir.

Tablo 2.5. Tek soliter dalgann p =4,h=0.1,e=3,c=02,u=1,4t=0.2,x €
[0,80] parametreleri i¢in bulunan hata normlar1 ve degismezler

t 0 5 10 15 20

I 2.6220516 2.6220846 2.6220915 2.6220920 2.6220923
I 2.3598323 2.3598808 2.3598891 2.3598898 2.3598903
I3 0.7853952 0.7854675 0.7854783 0.7854785 0.7854785
L, 0.00000000 0.00125061 0.00178634 0.00193428 0.00196046
Lo 0.00000000 0.00141788 0.00147002 0.00139936 0.00133416

Tablo 2.6. Tek soliter dalga i¢cin t = 20 zamanindap = 4,h =0.1,e =3,c=0.2,u =
1,4t = 0.2, x € [0,80] parametreleri ile bulunan sonuglarin karsilastirilmasi

Yéntem I I I3 L, Lo

Mevcut Yontem 2.6220923 2.3598903 0.7854785 0.00196046 0.00133416
Kibik Galerkin [19] 2.6327833 2.3730032 0.8023383 0.00890617 0.00821991
Kuintik Kollok [52] 2.6220508 2.3561901 0.7853939 0.00421697 0.00297952
Kuintik Kollok [52] 2.6219284 2.3559327 0.7851364 0.00339086 0.00247031
Petrov—Galerkin [31] 2.62206 2.35615 0.78534 0.00230499 0.00188285
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Soliter dalganin t = 0,10,20 zamanlarindaki hareketi Sekil 2.5 te gosterilmistir. Buna
gore, tek soliton dalga neredeyse degismeyen bir hizla saga dogru hareket etmekte ve
artan zamanlarda genligini ve seklini koruyarak ilerledigi gortiilmektedir. t = 0 da soliter
dalganin genligi 1.00000 ve tepe noktasi x = 30 olarak bulunmustur. t = 20 de ise
genligi 0.999475, x = 34 olarak hesaplanmigtir. Bu nedenle [0,10] zaman aralig
boyunca genlikler arasindaki mutlak fark 5.25 X 10™% olarak gdzlemlenmistir. Ayrik
zamanlarda hatanin sapmasi Sekil 2.6 ile gosterilmistir. Hata sapmas1 —1.5 X 1073 ile
1.5 X 1073 arasinda degismis ve hatalarin alabilecegi en yiiksek ve en diisiik degerler

soliter dalganin merkezi konumu ¢evresinde olugsmustur.
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Sekil 2.5. Tek soliter dalgann p=4,h=0.1,6=3,c=02,u=1,4t=0.2,x €
[0,80],t = 0,10,20 parametreleri i¢in hareketi

1.5x107
1,0x107 4
5.0%107

0.0 |I\-—

50107

Hata

-1.0m10™ o

150107 4

Sekil 2.6. t=20 zamaninda p=4,h=0.1,6=3,c=02,u=1,4t=02,x €
[0,80] parametreleri i¢in hata grafigi
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2.5. iki Soliter Dalganin Etkilesimi

Ikinci test probleminde, farkli genliklere sahip ve ayn1 yonde hareket eden iki soliter
dalga etkilesimi incelenmistir. Farkli genliklere sahip iki soliter dalganin baslangi¢

kosulu,

2
U(x,0) = Z plci(p + ]2.)8(29 +2) sech? [% (x — xj)]: (2.13)
=1

bigimindedir. Burada j = 1,2 olmak iizere ¢; ve x; keyfi sabitlerdir. Yapilan ¢aligmada,
0 < x < 80 araliginda u = 1 olarak alinmustir. p ve ¢; nin farkli degerleri ve ayn1 h =
0.1,4t = 0.025,¢ = 3 degerleri secilerek iki parametre ailesi iizerinde c¢alismalar
yapilmustir. Oncelikle p = 3,¢; = 0.3 ve ¢, = 0.0375 alinmus ve sayisal hesaplamalar
t = 100 zamanina kadar yapilmistir. Bu durumda ii¢ degismez icin elde edilen degerler
Tablo 2.7 ile gosterilmistir. Sonuglarin tahmin edildigi gibi sabit ve daha 6nceki yapilan
calismalarla uyumlu oldugu acikca gériilmektedir [19,31,52]. ki pozitif soliter dalga

etkilesiminin davranis1 Sekil 2.7 ile gosterilmistir.

Tablo 2.7. p = 3 i¢in iki soliter dalganin etkilesiminden elde edilen degismezlerin

degerleri
t 0 30 60 90 100

I;  Mevcut Yontem 4.20653 4.20657 4.20622 4.20502 4.20517
[19] 4.20653 4.20653 4.20616 4.20490 4.20503

[52] Birinci 4.20653 4.20653 4.20653 4.20653 4.20653

[52] ikinci 4.20653 4.20653 4.20653 4.20653 4.20653

[31] 4.20655 4.20655 4.20655 4.20655 4.20655

I, Mevcut Yontem 3.08311 3.08318 3.08309 3.08220 3.08251
[19] 3.07987 3.07991 3.07947 3.07777 3.07797

[52] Birinci 3.07988 3.07988 3.07988 3.07988 3.07988

[52] ikinci 3.07988 3.07988 3.07988 3.07988 3.07988

[31] 3.97977 3.07980 3.07987 3.07974 3.07972

I;  Mevcut Yontem 1.01636 1.01644 1.01664 1.01632 1.01634
[19] 1.01636 1.01638 1.01654 1.01616 1.01616

[52] Birinci 1.01636 1.01636 1.01636 1.01636 1.01636

[52] ikinci 1.01636 1.01636 1.01636 1.01636 1.01636

[31] 1.01634 1.01634 1.01634 1.01633 1.01634
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Sekil 2.7. p=3igin(a)t =0, (b)t =50, (c)t = 70, (d) t = 100 zamanlarinda iki
soliter dalga etkilesimi

t = 100 de kiiciik dalga x = 31.8 konumuna ulasirken genligi 0.510619 dur ve x =
46.7 konumuna sahip daha biiyiik dalganin genligi ise 0.999364 olarak gdzlemlenmistir.
Boylece genlikler arasindaki fark kiiclik dalga i¢in 0.010619 ve biiyiik dalga i¢in
0.000636 olmustur. Ikinci sayisal calisma igin, p = 4,¢c; = 0.2 ve ¢, =1/80
parametreleri almmis ve t = 120 zamanina kadar iki soliter dalganin etkilesimi
incelenmistir. Bu durumda ¢ degismez i¢in elde edilen degerler Tablo 2.8 ile
gosterilmistir. Bu tablo ile verilen degerlerin daha onceki yapilan ¢aligmalarla uyumlu
oldugu acikca goriilmektedir [19,31,52]. iki soliter dalganin etkilesiminin gelisimi Sekil

2.8 ile gosterilmistir.
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Tablo 2.8. p = 4 i¢in iki soliter dalganin etkilesiminden elde edilen degismezlerin

degerleri
t 0 30 60 90 100
I;  Mevcut Yontem 3.93307 3.93311 3.93393 3.93229 3.93037
[19] 3.93307 3.93309 3.93388 3.93222 3.93026
[52] Birinci 3.93307 3.93307 3.93307 3.93307 3.93307
[52] ikinci 3.93307 3.93307 3.93307 3.93307 3.93307
[31] 3.93309 3.93309 3.93309 3.93309 3.93308
I,  Mevcut Yontem 2.94979 2.94985 2.95122 2.94939 2.94801
[19] 2.94521 2.94527 2.94703 2.94436 2.94212
[52] Birinci 2.94524 2.94524 2.94524 2.94524 2.94524
[52] ikinci 2.94524 2.94523 2.94523 2.94523 2.94523
[31] 2.94512 2.94510 2.94505 2.94520 2.94511
I3 Mevcut Yontem 0.79766 0.79775 0.79952 0.79824 0.79811
[19] 0.79766 0.79770 0.79942 0.79812 0.79794
[52] Birinci 0.79766 0.79766 0.79766 0.79766 0.79766
[52] ikinci 0.79766 0.79766 0.79766 0.79766 0.79766
[31] 0.79761 0.79761 0.79762 0.79761 0.79761
(a) .. (b) ..
104 104
ne4 02 4
= (5] = 0k 4
o4 044
oz 0z
0.0+ 00
1 Alﬁ ] i) 20 ‘ID r.': BO
© .. (d)

Uizt
LIt

Sekil 2.8. p=4icin(a)t =0, (b)t =60, (c)t =80, (d)t = 120 zamanlarinda iki
soliter dalganin etkilesimi

2.6. Solitonlarin Olusumu
Son olarak GEW denklemi i¢in bir baska baslangi¢ deger problemi, soliter dalgalarda

U(x,0) = exp(—x?) (2.14)

Gaussian baglangic kosulu kullanilarak, solitonlarin olusumuyla ilgili c¢aligmalar
yapilmustir. Solitonlarin olusumu u degerine bagli oldugundan, p = 2,3,4 i¢in farkh u =
0.1 ve u = 0.05 degerleri secilmistir. Sayisal hesaplamalar t = 12 ye kadar yapilmistir.
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Farkli zamanlarda hesaplanan degismezlerin degerleri Tablo 2.9 ile gosterilmistir.
Tabloya gore, p degeri arttikca degismezlerin degerlerinin kiiciildiigii ve hesaplanan
degerlerin kabul edilebilir bir sekilde sabit oldugu kolayca goriliir. Solitonlarin

olusumunun gelisimi Sekil (2.9-2.11) ile gosterilmistir.

Tablo 2.9. Farkl1 u degerleri icin Maxwellian baslangic kosulu ile elde edilen degerler

p=2 p=3 p=4
u t I I I I I I3 I I I3
0 1.7724537 1.3792767 0.8862269 1.7724537 1.3792767 0.7926655 1.7724537 1.3792767 0.7236013
0.1 4 1.7724537 1.5760586 0.8862269 1.7724537 1.6168691 0.7926655 1.7724537 1.6360543 0.7236013
8 1.7724537 1.5838481 0.8862269 1.7724537 1.6245008 0.7926655 1.7724537 1.6481131 0.7236013
12 1.7724537 1.5920722 0.8862269 1.7724537 1.6325922 0.7926655 1.7724537 1.6531844 0.7236013
[52] 12 1.7724 1.3786 0.8862 1.7724 1.3786 0.7928 1.7725 1.3786 0.7243
[31] 12 1.7724 1.3785 0.8861 1.7724 1.3787 0.7926 1.7734 1.3836 0.7224
0 1.7724537 1.3162954 0.8862269 1.7724537 1.3162954 0.7926655 1.7724537 1.3162954 0.7236013
4 1.7724537 1.5406812 0.8862269 1.7724537 1.5766908 0.7926655 1.7724537 1.6243519 0.7236013
0.05 8 1.7724537  1.6342604 0.8862269 1.7724537 1.6367952 0.7926655 1.7724537 1.6554614 0.7236013
12 1.7724537 1.6835979 0.8862269 1.7724537 1.6372439 0.7926655 1.7724537 1.7079133 0.7236013
[52] 12 1.7724 1.3159 0.8864 1.7725 1.3160 0.7940 1.7735 1.3188 0.7345
[31] 12 1.7724 1.3160 0.8861 1.7724 1.3156 0.7922 1.7724 1.3177 0.7245
() ... (b) -
o4 124
104
084
= 064 =
% % 08
=3 =3
044 04
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T T T 1 -2 T T T 1
0 10 30 0 0 10 2 30 0

Sekil 2.9. p = 2 i¢in, (a) u = 0.1, (b) u = 0.05, t = 12 zamaninda Maxwellian
baslangic kosulu ile solitonlarin olusumu

(a) 144 (b) 14
124 1.2
1.0 10
0Ed 0.8
= LY
I 064 5
0.4
0.4+
0.2
0.24
0.04
0.0
T T T 1 4.z T T T 1
0 ] 20 30 40 o 10 20 an 40

Sekil 2.10. p = 3 i¢in, (a) u = 0.1, (b) u = 0.05, t = 12 zamaninda Maxwellian
baslangi¢ kosulu ile solitonlarin olusumu
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Sekil 2.11 p =4 igin, (a) ¢ = 0.1, (b) u = 0.05, t = 12 zamaninda Maxwellian
baslangi¢ kosulu ile solitonlarin olusumu
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BOLUM 3

MODIFIiYE EDILMIiS KORTEWEG-DE VRIES DENKLEMININ PETROV-
GALERKIN YONTEMI ILE SAYISAL COZUMLERI

Bu boliimde T. Ak, S.B.G Karako¢ ve A. Biswas’ in [51] ile verilen referanstaki

calismalar1 incelenmistir.
3.1. Kiibik B-Spline Petrov-Galerkin Yontemi

mKdV denklemi (1.20) ile verilmistir. Denklemde € ve u pozitif parametreler, ¢ indisi
zamana gore tiirevi, x indisi ise konuma gore tiirevi belirtmektedir. Fiziksel sinir kosullart

U - 0 ve |x| - o olarak belirlenmistir.

Sayisal yontemi uygulamak i¢in ¢6ziim araligt a < x < b olarak sinirlandirilmistir.
< b—
[a,b] araligia=xy <x; <...<xy_1<Xxy=bveh =Ta= Xmt1— Xm >, M =

0,1,2, ..., N olmak iizere, x,, diigliim noktalarinda, esit alt araliklara boliinmiistir.
Homojen sinir sartlari,

U(a,t) =0 Ul,t) =0

Uec(a,t) =0 Ue(b,t) =0, t>0 (3.1)

seklinde olup, baslangic kosulu ise;
U(x,0) = f(x) a<x<b (3.2)
bi¢iminde se¢ilmistir. Burada f (x) 6nceden belirlenmis bir fonksiyondur.

Xy diiglim noktalarinda ¢, (x) (m = —1(1)N) kiibik B-spline fonksiyonlar (1.12) deki
gibi tammlanmustir  [12]. {¢_1, Po, P1, P, } fonksiyon kilmesia < x < b  arahigi
tizerinde tanimlanan fonksiyonlar i¢in bir baz olusturur. U (x, t) tam ¢dzlimiine denk gelen
Un(x,t) sayisal ¢oziimii (1.13) ile verilmistir. Burada §;(t) zamana bagli bilinmeyen
parametreler olup agirlikl rezidii ve sinir sartlarindan hesaplanacaktir. [X,,, X;,44] araligi
hn =x—x,, (0<n<1) lokal koordinat doniisiimii kullanilarak [0,1] araligina
doniisiir. Boylece n bagli olan kiibik B-spline sekil fonksiyonlart [0,1] araliginda (1.14)

deki gibi tanimlanmastir.
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Om-1(X), P (x), Ps1(x) Ve ¢pi2(x) harig diger tiim kiibik B-spline fonksiyonlar
Xm0 Xm+1] araliginda sifirdir. [x,,, X;n4q] araliginda Uy (x, t) sayisal ¢oziimi (1.15) ile
verilmigtir.  Burada  6,,,-1,0m,0ms1 V€  Oms eleman  parmetreleri  ve
Gm-1(%), P (X), Prms1(x) Ve Ppi2(x) eleman sekil fonksiyonlaridir. ¢b;(x) degerleri

ve tlirevleri Tablo 1.1 ile gosterilmistir.

(1.14) ile verilen kiibik B-spline fonksiyonlar ve (1.15) ile verilen sayisal ¢oziim
fonksiyonu kullanilarak, x,, digiim noktalarindaki U,U’ ve U"" degerleri, &,, eleman
parametreleri cinsinden (1.3.4.5) deki gibi yazilir. Burada ' ve "’ sembolleri x e gore
strastyla birinci ve ikinci tiirevleri belirtmektedir. y,, agirlik fonksiyonlar1 kuadratik B-
spline fonksiyonlar olarak belirlenmistir. [a, b] kapali araliginda bulunan x,, digim

noktalarinda ,,, kuadratik B-spline fonksiyonlar,

(Comez = 07 =301 = 0% + 3@ — 0% X1, X
Y(x) = i! iz — %)° = 3(tms1 — 0, [%m X1 ] (3.3)
2
h (xm+2 — x)Z; [xm+1’ xm+2]
0, diger durumlar

seklinde tanimlanmistir. [X;,, X;,41] sonlu araligi, hn = x —x,,,, (0<7n <1) lokal
koordinat doniistimi kullanilarak [0,1] araligina doniistiiriiliir. Boylece elde edilen

kuadratik B-spline 1,,, fonksiyonlar;
Ym-1=(1— TI)Z'
Ym =1+ 2n—21n?, (3.4)

Y1 = 772
bigiminde tanimlanur.

(1.20) ile verilen denkleme Petrov-Galerkin yontemi uygulandiginda denklemin zayif

formu asagidaki gibi elde edilir:
1
f YU, + €U?U, + pU,y)dx = 0. (3.5)
0
[%m, Xm+1] araliginda, (3.5) ile verilen denkleme hn = x — x,,, doniisiimii uygulanirsa;

1 U? 1
L (] <Ut + S(T)Un + “(ﬁ)Unrm> dn =0 (3.6)
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olarak bulunur. (3.6) ile verilen denklemdeki her bir elemanin ayr1 ayri integrali alinir ve

(1.20) ile verilen denklem kullanilirsa;

1
f [W(U; + AU, ) + EW,Upcldn = EPUL|G (3.7)
0

2
integrali elde edilir. Burada A = UT veé = % dir. (3.4) ile verilen kuadratik B-spline sekil
fonksiyonlart olan 1,,, agirlik foksiyonlar: olarak se¢ilir ve (1.15) ile verilen yaklasim
(3.7) ile verilen integral denkleminde yerine yaziirsa,

m+2

1 ) m+1 1 1
> [( [Cwitan)| g+ ) 1 [ wgjan - (s [ wisyan) + cvapions =o (38)
j=m-1 j=m-1
formu elde edilir. (3.8) ile verilen denklem matris formunda asagidaki gibi yazilir:
[A€]6¢ + [eAB¢ — &(C€ — D®)]6¢ (3.9)

Burada ¢ = (81, 61> Oms1, Oma2)" eleman parametreleri ve yukaridaki denklemlerde

‘.’ t ye gore tiirevi gosterir. A, Bf;, Cj ve Df; 3 X 4 tipinde dikdortgensel eleman

matrisleri asagidaki integraller ile hesaplanmistir:

) [0 71 38 1
A5 = [y idydn =—[19 221 221 19|,
1 38 71 10

) (-6 -7 12 1
Bf = [, Yipjdn=—|-13 —41 41 13|,
-1 -12 7 6
. -4 6 0 -2
Cj=lywiejdn=|2 -6 6 -2|
2 0 —6 4
-6 12 —6 0
Df =;¢/'15 =|-6 18 —18 6|.
0 6 —12 6

Burada [x,,, X;n41] araliginda, i sadece 1,2 ve 3 degerlerini alirken j; m —1,m,m + 1
ve m + 2 degerlerini alir. 4 i¢in bir lumped degeri i(Um + Upm41)? den asagidaki gibi
elde edilir:

1
2= 7 By + 587 + 50741 + Gnsa)”. (3.10)
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Tiim integrallerden gelen degerler bir araya toplanirsa;
[A]6 + [eAB — &(C — D)]6 = 0, (3.11)

matris denklemi elde edilir. Burada & = (6_q,80,...,0n,0y4+1)7 global eleman
parametreleridir. A, AB, C ve D dikdortgensel matrislerinin her birinin m. satir1 asagidaki

forma sahiptir;
A = —(1,57,302,302,57,1),
1
AB = 5 (Mg, =121 = 1315, 7As — 414, — 625,61 + 414, — 73,1327 + 1243, 43),

c=2(11,-88,-1,-1),
D = (0,0,0,0,0,0,0)

burada,

1
M= E(dm—z + 56m—1 + 55m + 5m+1)21
1 2
Ay = E (6m—1 + 56 + 5641 + 6m+2) ’

1
Az = E(6m + 58m41 + 5842 + 5m+3)2

bigimindedir. (3.11) ile verilen denklemde & ve 8 parametreleri yerine sirastyla ileri fark

yaklagimi,
1
0= E(ém + 6n+1)

ile Crank-Nicolson formiili,

. 5n+1 _ 5n
0="x
uygulanirsa,
A A
[A + [AB — £(C — D)] ?t] sn = [A — [eAB — £(C — D)] Et] 5m (3.12)
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matris sistemi elde edilir. Burada At zaman adimuidir. (3.12) ile verilen matris sistemine
(3.1) ile verilen sinir kosullart uygulanirsa karesel matris denklemi elde edilir. Bu sistem
Thomas algoritmasinin bir varyanti ile etkili bir sekilde ¢oziiliir. Ancak ¢6ziim siirecinde,

lineer olmama durumuyla basa ¢ikmak i¢in her zaman adiminda iki veya ii¢ kez §™ =
6" + % (6™ — 6™ 1) yaklasimi uygulanmistir. Sonug olarak (3.12) ile verilen matris
sisteminin tipik bir elemam 8™ ve §"*1diigiim parametreleri cinsinden asagidaki gibi

yazilir:

Valmth + V2 ith + v30mtt 4+ vaOt 4+ vaOith + vabits

= YaOm—2 + V30m—1 + V20m + ¥V10ms1 + V10maz + V16143 (3.13)
burada,
1 eAAL
V1=~ AL
57 25eAAt
Y2 =5~ 5o~ SAL
302 40eAAt
Vs = Ty TBAL
302 40eAAL
Ys = Ty + 0 BEAt,
57 25eAAt
Vs = 0 T $At,
1 eAAL

Yo =~ a0 THAL

bicimindedir. Bilinmeyen parametreleri hesaplamak ve iterasyonu baslatmak igin,
baslangig ve smir sartlarini kullanarak baslangic vektorii §° hesaplanmalidir. Bu nedenle,

(1.15) ile verilen denklem, baslangi¢ kosulu ile asagidaki gibi yeniden yazilir:

N+1

Uy(x,0) = Z b, ()62, (3.14)

m=-1
Burada, &89 parametreleri sonradan belirlenecektir. Bunun igin,
Uy, 0) = U(x,,0)
Uy (x0,0) = Uy(xy,0) =0,m=0,1,...,N (3.15)

esitlikleri kullanilarak §° baslangic vektorii,
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691 UI(XO, O)

~3 0 3

1 4 1 68 U(x0,0)

| J 0 U(xy,0)
—3 0 3 la,g+1J U’ (0, 0)

matris denkleminden kolaylikla elde edilir.
3.2. Kararhhk Analizi

Sayisal algoritmanin lineer kararliligini gostermek i¢in Fourier yontemi kullanilmistir.
mKdV denkleminde lineer olmayan U?U, terimindeki U ifadesi lokal olarak sabit oldugu
kabul edilmistir. X mod numarasi ve h eleman biiyiikliigii olmak iizere 5% = pme'*",

=+/—1) Fourier ac¢ilimi (3.13) ile verilen denklemde yerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa,

a—ib
p=— (3.16)
esitligi elde edilir. Burada,
kh 3kh S5kh
a = 302 cos (—) + 57 cos (—) + 302 cos (—),
2 2 2
b= K12051-—4805)At]gn§§
-+K120$A-4805)At]gn§§
+{(120£A——480§)At]5h1%? (3.17)

olup |p| = 1 bulunur, bundan dolay1 lineerlestirilmis sema kosulsuz olarak kararlidir.
3.3. Sayisal Ornekler ve Sonuclar

mKdV denkleminin sayisal sonuglar1 tek soliter dalganin hareketi, iki ve ii¢ soliter
dalganin etkilesimi ve solitonlarin olusumu olmak iizere dort test problemi ile elde

edilmistir. Tam ¢6ziim kullanilarak hesaplanan L, ve L, hata normlari,

2
L, = ||U™ — Uy, = Z|U]Fam — (W], (3.18)
j=0
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Lo = [|UM™ — Uylloo = m]ax|ujmm — (Un)j), (3.19)

bi¢imindedir. Bdylece belirli zamanlarda tam ve sayisal ¢Ozlimler arasindaki fark
hesaplanabilmektedir. mKdV denklemi i¢in sirasiyla kiitle, momentum ve enerjinin

korunmasina denk gelen ii¢ degismez,

b N
I, = f Udx = hz ur,
a =
b N
I, = f U2dx = hz(u;ﬂ)z,
a =

Pra_ O TP .
I = j Ut - ;(Ux)Z]dxzh;[(U,- ) == (U] (320)

seklindedir [53,54]. Soliter dalganin hareketinde I;,I, ve I3 de§ismezleri sayisal

algoritmay1 kontrol etmek i¢in izlenmektedir.
3.4. Tek Soliter Dalga Hareketi

Sayisal hesaplamalar i¢in oncelikle, (1.20) ile verilen denklemin sinir kosullar1 [x| — oo

iken U — 0 ve baslangi¢ kosulu,

6¢ c
U(x,0) = \/;sech[\/; (x — x0)] (3.21)

olarak belirlenmistir. mKdV denkleminin tam ¢6ziimii;

6c c
U(x, t) = \/;sech[\/; (x —ct — x¢)] (3.22)

bicimindedir. Burada ¢, u, ¢ ve x, keyfi sabitlerdir. Tek soliter dalga i¢in genlik \/% ve

genlige bagli olarak dalga sayisi \/% ile temsil edilmektedir. Ek olarak, {ic degismezin tam

degerleri,
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bu
L =n £
1=T .

12+/uc

I, =

&
1——6“2\/2 3.23
3 — £2 c ( )

esitlikleri ile elde edilir [45]. Elde edilen veriler ile daha 6nceden yapilan ¢aligmalar
kiyaslayabilmek i¢in, 0 < x < 80 araliginda e =3 ,u = 1,c = 0.845,h = 0.1 ve At =

0.01 parametreleri ile hesaplamalar yapilmistir [45]. Bu parametreler kullanilarak elde

edilen soliter dalganin genligi A = \/% = 1.3 tiir. Sayisal hesaplamalar t = 20 zamanina

kadar yapilmistir. Elde edilen sonuglar Tablo 3.1 ile gosterilmistir. Ug degismez ile L, ve
Lo, hata normlari, belirlenen zamanlarda Tablo 3.1 ile verilmistir. Bu tablo ayn1 zamanda
mevcut yontem ile elde edilen degismezlerin degerlerini ve hata normlarinin degerlerini
[45] ile verilen referanstaki yontemle elde edilen degerler ile karsilastiriimasini
icermektedir. Tablodan da agikca goriilebilecegi gibi, sayisal calisma sirasinda
degismezlerin degerleri neredeyse sabit kalmistir. Tabloda gosterilen hata normlart ise
[45] ile verilen referanstaki hata normarlarindan daha kiiciiktiir.

Tablo 3.1. Tek soliterdalganine =3,u=1,c¢ =0.845h=0.1vedt =0.01,0 < x <
80 parametreleri i¢in bulunan hata normlar1 ve degigmezlerin degerleri

t 1 5 10 15 20

Iy Mevcut Yontem 4.442866 4.442866 4.442866 4.442866 4.442866
[45] 4.443000 4.443138 4.444142 4.443420 4.443171

I, Mevcut Yontem 3.676941 3.676941 3.676941 3.676941 3.676941
[45] 3.677069 3.677535 3.678094 3.678642 3.679192

I3 Mevcut Yéntem 2.072795 2.073537 2.073699 2.073776 2.073846
[45] 2.073575 2.074357 2.075303 2.076232 2.077161

L, MevcutYontem  6.286951e-04 1.249516e-03 2.131860e-03 2.949376e-03  3.641638e-03
[45] - - - - -

L, Mevcut Yontem 3.630992e-04 8.397466e-04 1.399503e-03 1.880855e-03  2.285638e-03
[45] 1.206756e-03 3.621519e-03 5.942047e-03 7.626772e-03  8.642137e-03

Soliter dalganin t = 0,10,20 zamanlarindaki hareketi Sekil 3.1 de gosterilmistir. Buna
gore, tek soliton dalga neredeyse degismeyen bir hizla saga dogru hareket etmekte ve

artan zamanla genligini ve seklini koruyarak ilerledigi goriilmektedir. Sekil 3.2 de tek
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soliton dalganin hareketi t =0 ile t =20 zamanlarn arasinda e =3,u=1,c=
0.845,h = 0.1 ve At = 0.01 parametreleri ile ¢izilmistir. t = 20 zamaninda dalganin 1.3
genligi i¢in hata dagilimlar Sekil 3.3 de gdsterilmistir.
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Sekil 3.1.  Tek soliter dalganin e = 3,u =1,c = 0.845,h = 0.1, At = 0.01 ve
0 < x < 80 parametreleri i¢in hareketi
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Sekil 3.2. Tek soliter dalganin e = 3 ,u = 1,c = 0.845,h = 0.1 ,4t = 0.01 ve
0 < x < 80 parametreleri i¢in t = 0,4,8,12,16,20 zamanlarindaki hareketi
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Sekil3.3. e=3,u=1,¢c=0.845h = 0.1, At = 0.01 ve 0 < x < 80 parametreleri
icin t = 20 zamaninda hatanin dagilimi

3.5. Iki Soliter Dalganin Etkilesimi

Ikinci test probleminde, farkli genliklere sahip ayrik iki soliter dalga etkilesimi
incelenmistir. Farkli genliklere sahip iki soliter dalganin lineer toplami olarak verilen
baslangi¢ kosulu,

2

U(x,0) = z a; sech[B(x — x)], (3.24)

i=1
bi¢imindedir. Burada i = 1,2 i¢in «a; = %, Bi = \/% dir ve ¢;, x; keyfi sabitlerdir.

Sayisal calisma icin 0 < x <80 araliginda e =3,u=1,h=0.1, At =0.01,¢; =
2,c, =1,x; =15, ve x, = 25 parametreleri se¢ilmistir [45]. Sayisal hesaplamalar t =
0 ile t = 20 zamanlar arasinda yapilmistir. Sayisal ¢alisma sonucu ulasilan I3, I, ve I3
degismezlerinin degerleri, [45] ile verilen referanstaki ¢caligsma ile karsilagtirilarak Tablo
3.2 de gosterilmistir. Tablodan da agikga goriilebilecegi gibi, sayisal ¢alisma esnasinda

degismezlerin degerleri neredeyse sabit kalmistir.
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Tablo 3.2. 1ki soliter dalganin e =3, u=1,h=0.1,4t =0.01,¢c; =2,c;, =1,x; =
15,ve x, = 25,0 < x < 80 parametreleri i¢in hesaplanan degismezlerin
degerlerinin karsilastirilmasi

t 1 5 10 15 20
I;  Mevcut Yontem 8.885732 8.885732 8.885732 8.885732 8.885732
[45] 8.886014 8.886776 8.889742 8.885983 8.884880
I,  Mevcut Yontem 9.659345 9.659345 9.659345 9.659345 9.659345
[45] 9.659527 9.663714 9.662547 9.661071 9.661224
I;  Mevcut Yontem 10.270908 10.853235 10.954396 10.307195 10.338415
[45] 10.239870 10.249000 10.246790 10.242580 10.242030

Sekil 3.4 iki soliter dalganin etkilesiminin gelisimini gostermektedir. Sekil 3.4 e gore, t =
0 aninda biiyiik soliton dalga kii¢lik soliton dalganin solunda yer almaktadir. Biiyilik
soliton dalga kiigiik soliton dalgay1 t = 7 zamaninda yakalamakta ve i¢ine ¢ekmektedir.
I¢ i¢e kalma durumu t = 8 zamanina kadar devam etmektedir. Daha sonra biiyiik soliton
dalga kiiciik soliton dalgayr ge¢mekte ve ayrigma siireci baslamaktadir. t = 16
zamanindan itibaren ayrisma silireci tamamlanmis ve her iki soliton dalga da hizin1 ve

genligini koruyarak yoluna devam etmistir.
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iki soliter dalganin e =3,y =1,h=0.1,4t =0.01,¢; = 2,¢c;, = 1,x; =
15,ve x, = 25,0 < x < 80 parametreleri i¢in t = 0,4,6,7,8,12,16,20

zamanlarindaki etkilesimi

3.6. Uc Soliter Dalganin Etkilesimi

Ugiincii test problemi olarak, farkl1 genliklere sahip ve aymi yonde hareket eden iig soliter

dalganin etkilesimi incelenmistir. Farkli genliklere sahip ayrik {i¢ soliter dalganin lineer

toplami olarak verilen baslangi¢ kosulu,
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3

U(x,0) = Z a; sech[B;(x — x))], (3.25)

i=1
bi¢imindedir. Burada i = 1,2,3 i¢in a; = %, Bi = \/% dir ve c;, x; keyfi sabitlerdir.

Sayisal calisma i¢in 0 < x <80 araliginda e =3,u=1,h=0.1, 4t =0.01,¢; =
2,c,=1,c3=05x, =15 x, =25 ve x3 =35 parametreleri ile c¢aligmalar
yapilmistir. Sayisal hesaplamalar t = 20 zamanina kadar yapilmistir. Sayisal calisma
sonucu ulasilan I;,I, ve I3 degismezlerinin degerleri, [45] ile verilen referanstaki
calismalar ile karsilastimali olarak Tablo 3.3 te gdosterilmistir. Tablodan da agikca
goriilebilecegi gibi, sayisal calisma esnasinda degismezlerin degerleri neredeyse sabit
kalmustir.

Tablo 3.3. Ug soliter dalganin e =3, u=1,h=0.1,4t =0.01,¢c; =2,¢c, =1,¢c53 =

0.5,x; = 15,x, = 25 ve x3 = 35,0 < x < 80 parametreleri i¢in
hesaplanan degismezlerin degerlerinin karsilagtirilmasi

t 1 5 10 15 20
I;  Mevcut Yontem 13.328677 13.328677 13.328677 13.328677 13.328677
[45] 13.329060 13.330630 13.338780 13.332640 13.332060
I, Mevcut Yontem 12.519943 12.519943 12.519943 12.519943 12.519943
[45] 12.520280 12.526260 12.540860 12.526660 12.524900
I3 Mevcut Yontem 11.321264 12.452085 12.476293 12.413843 11.499239
[45] 11.249790 11.261270 11.288040 11.259970 11.256730

Sekil 3.5 ii¢ soliter dalganin etkilesiminin gelisimini gdstermektedir. Sekil 3.5 e gore, t =
6 zamaninda etkilesim baslamis t = 6 ile t = 20 zamanlar1 arasinda soliton dalgalarin
oOrtiisme siiregleri meydana gelmis ve t = 20 zamanindan itibaren soliton dalgalar orijinal

sekillerini tekrardan alip yollarina devam etmislerdir.
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Sekil 3.5. Ug soliter dalgann ¢ =3,u=1,h=0.1,4t = 0.01,¢; = 2,¢c; = 1,¢c3 =

0.5,x; =15,x, = 25,vex3 =35,0<x <80 parametreleri i¢in
t=0,6,7810,12,16,20 zamanlarindaki etkilesimi
3.7. Solitonlarin Olusumu
Son olarak, solitonlarin olusumu u niin farkli degerleri i¢in Gauss baslangi¢ kosulu
U(x,0) = exp(—x?) (3.26)
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kullanilarak incelenmistir. Bu durumda ¢6ziim davranislar1 p degerlerine bagl olarak
degismektedir. Buna gore, —50 < x < 50 araliginda y = 0.1 ve u = 0.04 degerleri i¢in
hesapmalar yapilmistir. Sayisal ¢alismalar ¢ = 10 zamanina kadar yapilmistir. Cesitli p
degerleri i¢in ii¢ degismezin degerleri Tablo 3.4 ile verilmistir. Ayrica Gauss baslangi¢

kosulu ile solitonlarin olusumu Sekil 3.6 ve 3.7 ile gosterilmistir.

Tablo 3.4. Gauss baslangi¢c kosulu ile u = 0.1 ve u = 0.04, h = 0.1,4t = 0.01 ve
—50 < x < 50 parametreleri icin t = 0,2,4,6,8,10 zamanlarindaki
degismezlerin degerleri
unw=0.1 u=0.04
¢ L L I 1 jA I
0 1772414 1253314  1.2355683 1772454 1253314  0.1958645
2 1.772414 1.253314 1.2456447 1.772454 1.253314 0.1845277
4 1.772414 1.253314 1.2099601 1.772454 1.253314 0.1912904
6 1.772414 1.253314 1.2066328 1.772454 1.253314 0.2079808
8 1.772414 1.253314 1.2010120 1.772454 1.253314 0.2229795
10 1.772414 1.253314 1.1747070 1.772454 1.253314 0.2363841
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Sekil 3.6. Gauss baslangic kosuluilee = 3,4 =0.1,h = 0.1,4t = 0.01lve-50 < x <

50 parametreleri i¢in t = 0,2,6,10 zamanlarindaki solitonlarin olusumu
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Sekil 3.7. Gauss baslangi¢ kosulu ile € = 3,y = 0.04, h = 0.1,4t = 0.01 ve =50 <
x < 50 parametreleri i¢in t = 0,2,6,10 zamanlarindaki solitonlarin olusumu
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BOLUM 4
SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada, genellestirilmis esit genislikli ve modifiye edilmis Korteweg-de Vries
denklemlerininin sayisal ¢dzlimleri Petrov-Galerkin yontemi kullanilarak basariyla elde
edilmistir. Denklemlere ayr1 ayri1 kararlilik analizi uygulanmis ve Onerilen yontemin

kosulsuz kararli oldugu gosterilmistir.

GEW denklemi i¢in sayisal algoritma olusturulurken, tam ¢6zlimiin bilindigi tek soliter
dalga ile tam ¢6ziimiin bilenmedigi iki soliter dalganin etkilesimi ve solitonlarin olusumu
olmak iizere {i¢ test problemi iizerinde ¢aligmalar yapilmistir. Tek soliter dalga i¢in L, ve
Lo, hata normlan ile I, I, ve I3 degismezlerin degerleri hesaplanmistir. Elde edilen
sonuclardan, hata normlarinin yeterince kiigiik oldugu ve degismezlerin kabul edilebilir
bir sekilde sabit oldugu agiktir. GEW denklemi i¢in algoritmamizin literatiirde yer alan

diger algoritmalar gibi tutarli oldugu goriilmiistiir.

mKdV denklemi i¢in, sayisal semanin performansini incelemek amaciyla tek soliter
dalganin hareketi, iki ve {i¢ soliter dalganin etkilesimi ve solitonlarin olusumu olmak
tizere dort test problemi {izerinde ¢aligmalar yapilmistir. Sayisal semanin performansini
gostermek i¢in, tek soliter dalganin L, ve L, hata normlan ile birlikte 1,1, ve I3
degismezleri ve diger li¢ test problemi i¢inde 15, I, ve I3 degismezleri hesaplanmistir. Bu
hesaplamalar sonucunda elde edilen hata normlarinin literatiirdeki mevcut sayisal
sonuglardan daha kiigiik oldugu agikca goriilmektedir. Degigmezlerin miktarlarinin tutarlt

ve degisimlerinin yeterince kii¢iik oldugu goriilmiistiir.

Dolayisiyla ele alinan yontemin, GEW ve mKdV denklemleri gibi diger lineer olmayan
kismi diferansiyel denklemlere de uygulanabilecegi ve literatiirdeki diger yontemler gibi

basarili sonuclar elde edilebilecegi sdylenebilir.
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