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1. BOLUM
GIRIS

Bu boliimde 6zel fonksiyonlarin bazi temel kuramlari verilmistir. Gamma ve Beta
fonksiyonlar1, Mittag-Leffler fonksiyonlari ve Wright fonksiyonu hakkinda bazi temel
bilgiler verildi. Bu fonksiyonlar sistemlerin farklilastirilmasi teorisinde ve kesirli

diferansiyel denklemler uygulamalarinda 6nemli rol oynamaktadir.

Gamma Fonksiyonu: Kesirli diferansiyel hesabin temel fonksiyonlarindan biri Gamma
fonksiyonudur. n! i genellestiren, n 'nin tamsayr olmayan hatta komleks degerler
almasimi miimkiin kilan, kompleks diizlemin sag yarisinda (Re(z) > 0) yakinsak olan

Euler Gamma fonksiyonu

I'(z) = [ e tt*1dt (1.1)
seklinde tanimlanir ve I'(-) ile gosterilir [1]. Bazi temel 6zellikler asagida verildi.

) I'(z+1) = 2I'(2), FG) =7, Re(z) > 0, zeN,

i) Ir'z) =(z—1! (zeN),

nin?

2(z+1)(z+2)..(z+n) '

i) I'(2) = lim, o,

T

iv) F(I(1—2) = —"—

D’ 0<z<1.

Beta Fonksiyonu: Matematigin birgok alaninda karsilagilan 6zel bir fonksiyondur.
Bir¢ok durumda Gamma fonksiyonunun degerlerinin belirli kombinasyonlar1 yerine

Beta fonksiyonu kullanmak daha uygundur [1]. Beta fonksiyonu,
B(z,w) = [J 2”1 (1 — )"~ dt (Re(z) > 0,Re(w) > 0) (1.2)
seklinde tanimlanir. Temel baz1 6zellikleri agagida verildi.

) B(z,w) = 2 [2(sin?*"10)(cos?¥~10)d0 (Re(z) > 0,Re(w) > 0),
1



rz)r(w)
rz+w) '

i) B(z,w) =

iii) B(z,w) = B(w,z) ,
iv) B(z,w) = ff%dt (Re(z) > 0,Re(w) > 0),
V) B(z,w) = B(z,w + 1) + B(z + 1,w),

Vi)B(z,w + 1) = B(z,w)%,

Vi) B(z + 1,w) = B(Z,w)ﬁ,

T

viii) B(z,w)B(z+w,1 —w) =

zsin (nw)

Mittag-Leffler Fonksiyonu: Kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde
Mittag-Leffler fonksiyonu onemli bir yere sahiptir. Akiskanlarin akisi, elektrik aglari,
olasilik, istatistiksel dagilim teorisi de dahil olmak iizere hem teorik hem de pratik

olarak c¢esitli alanlarda uygulanabilir. Esasinda iistel fonksiyonun 6zel halleridir.
Mittag-Leffler fonksiyonu
(1.3)

Eo(2) = kZOr(ak 1)

seklinde olup a > 0, z € C i¢in bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

— zk — zk 1
EO(Z)sz(:)F(ak+1)= ;mzl—z

5O =) D~ LD
Lil(ak+1)  Lil(k+D

d 42k
2 = _—
E,(z )_;F(2k+1) coshz



seklinde gosterilir. Mittag-Leffler tipi iki parametreli fonksiyonu genellestirilmis kesirli
diferansiyel teorisinde énemli bir rol oynar. Ilk olarak Agarwal ve Erdelyi tarafindan

bulunmustur [1]. Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu;

> 7k (1.4)
£l = ) T

a>0,5> 0 ve z € C seri agilimiyla tanimlanir.
Bs® = ) et h - LG
kzol“(ak + ) k=or(k +1)

eZ—1

Ei2(2) = kZOr(ak Y5 kZOr(k +2)  z

i 72k 2, 2k

Ey1(2%) = z = z 7~ = coshz
k=0F(2k +1) i (2k)!

olarak elde edilir [1].

Wright Fonksiyonu: Wright fonksiyonu, lineer kismi kesirli diferansiyel denklemlerin,

kesirli difiizyon dalga denkleminin ¢6ziimiinde 6nemli bir rol oynar [1].
Wright fonksiyonu;

. (L5)
Wz ap) = ; k' T (ak + )

a > —1ve z, [ € C seklinde tanimlanir [1].

Kesirli diferansiyel denklem, kesirli tiirevleri iceren bir denklemdir. Kesirli integral
denklem, kesirli integralleri igeren integral denklemdir. Kesirli tiirevin en ¢ok
kullanilanlar1 Riemann-Liouville, Caputo, Atangana-Baleanu ve Conformable tiirev

tanimlaridir [1,2,3].



Riemann-Liouville Kesirli Tiirev ve Integrali: f(t) fonksiyonunun (a, t)araliginda
stirekli ve integrallenebilir fonksiyon olmak tizere, f(t) fonksiyonunun p. mertebeden

Riemann-Liouville kesirli integrali p > 0 olmak tizere
-p — 1 (ter _ -1
DPf(O) = v [, (= 0P f () dx

seklinde tanimlanir. 0 < ¢ <1 i¢in k — a > 0 olmak iizere f(t) fonksiyonunun

(k — a). mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirevi

1 dk

DETUf(£) = ——== [ (¢ — x)*"1f (x)dx (1.6)

r(e) dtk
seklinde tanimlanir [1].

Teorem 1.1: f(t) = (t — a)¥ fonksiyonunun Dff(t) Riemann-Liouville anlaminda

kesirli tiirevi;

D _ v r(v+1)
Dot -a)" = rv-p+1)

(t —a)’P (1.7)

n—1<p<nneZ peR" esitligi saglanir.

Ornek: f(t) = t fonksiyonunun p=% mertebeden Riemann-Liouville tiirevini

hesaplayalim:

ng(t _ a)v _ r(v+1)

=" (t—q)VP q= = =1
I"(v—p+1)(t a)’Pa=0,v=1,p=-

1 1 1
pie =0 =M =2

r(1—%+1 a 1"(%)

Ornek: f(t) = (t — 1)? fonksiyonunun p = % mertebeden Riemann-Liouville tiirevini

hesaplayalim:

a=1,v=2p=olurki



2 r+1)

D3 (t — 1) = -1 =18 (t—1)z.

(3) : 8
a1, st 12= ﬁz
r(z-;+1) r)

Caputo Kesirli Tiirevi: f(t) fonksiyonu n kez siirekli diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olsun. n — 1 < a < n sartin1 saglayan « degeri igin f(t) fonksiyonunun o.
mertebeden Caputo anlamindaki kesirli tiirevi

Cna — 1
a~t r(n—a)

[t = 0" f () dx (1.8)
esitligi ile tanimlidir [1].

Riemann-Liouville kesirli tiirevi ile Caputo kesirli tiirevi arasindaki en biiyiik farklardan
biri sabit bir fonksiyonun tiirevinin hesaplanmasidir. Ornegin, f(t) = c sabit
fonksiyonunun Caputo kesirli mertebeden tiirevi sifira esittir. Fakat bu sabit
fonksiyonun Riemann-Liouville kesirli mertebeden tiirevi o degerinin sonlu deger
olmast halinde sifira esit degildir. Ciinkii sabit fonksiyonun Riemann-Liouville
anlamindaki kesirli mertebeden tiirevi

ct™¢

ri-w

Dif(t) = (1.9)

seklinde tanimlanir.

Ornek: f(t) = t? fonksiyonunun p = % mertebeden Caputo tiirevini hesaplayalim.

1

n—-1<p<nn-=1 ngP:r(n—p)

[t =) P () dx

olmak {izere

. 1 t 11 g 1 [t 1

oD? =—1J (t—x) 2 2xdx=—1j (t — x) 22xdx
r(i-3)"% r3)%

1 3
elde edilir. Kismi integrasyon yapilarak {Dtz = %ti elde edilir.



Uyumlu Kesirli Tiirev: f:(0,00)— R fonksiyonu t > 0 ve 0 < @ < 1 olmak tizere

f(t) fonksiyonunun . mertebeden uyumlu kesirli tiirevi

fetet™) -1 ()

T, £(£) = lim,_, - (1.10)

esitligi ile tamimlidir. Eger f(t) fonksiyonu « > 0 olmak iizere (0, a) acik araliginda

a. mertebeden diferansiyellenebilir bir fonksiyon oldugu Vetlirgl+ f(t) limiti varsa

3 a — a
lim £() = £(0) CER
esitligi yazilabilir [2].

Teorem 12: 0<a<1 ve t>0 igin f(t) ve g(t) fonksiyonlari « mertebeden

tiirevlenebilir fonksiyonlar olmak tizere asagidaki 6zellikler saglanir [2].
) Va,beR igin T, (af (t) + bg(t)) = aT,(f(t)) + bT,(g(t))

i) VpeRi¢in T, (t?) = ptP~“

iii) Vf(t) = c sabit fonksiyonu i¢in T,(c) = 0

iv) T,(f (D g () = F(OT,(9() + g(OT,(f (D))

F®)Y _ 9OT.(f®)-fOT.(9(®)
V) T (g(t)) = WO

Vi) Ta(f(t)) = tl-a Z—];

Baz1 fonksiyonlarin 0 < o < 1 olmak iizere a. mertebeden uyumlu kesirli tiirevleri

asagida belirtilmektedir.
i) acR olmak iizere T, (e%") = at1™“ e%,
ii) beR olmak iizere T, (sin (bt)) = bt1~“ cos (bt),

iii) ceR olmak tizere T, (cos (ct)) = —ct! ™% sin (ct),



W (S
0 (o () = eos ©).
W (e (£)) = -sm (£)
ayr(e5) =

Tanimm 1.3: 0 < o < 1 olmak {lizere f(t) fonksiyonunun o. mertebeden uyumlu kesirli

integrali

18f(0) = J, x* 7 f()dx (112)
seklinde tanimlanir [2].

Teorem 1.4: t >a olmak iizere f(t) siirekli fonksiyonu icin T,(I¢(f(£))) = f(t)

esitligi gecerlidir [2].

Ornek: f(t) = t* fonksiyonunun a=% mertebeden uyumlu kesirli tiirevini

hesaplayalim.
1 7
p e Rigin T, (tP) = ptP~* i¢in T1(t*) = 4t*72 = 4tz elde edilir.
2

Ornek: f(t) = sin (2t) fonksiyonunun a=% mertebeden uyumlu kesirli tiirevini

hesaplayalim.

b € R olmak iizere T, (sin (bt)) = bt ~%cos (bt) olup
T1(sin (2t)) = 2t 72 cos(2t) = 2tz cos(2t)

elde edilir.



Atangana-Baleanu Kesirli Tiirev: 0 < a < 1 olmak iizere Atangana-Baleanu kesirli

tiirevi agsagidaki gibi tanimlanmaktadir.

B t
Tof(©) = 250 ) f(5)Eq |- = (¢ - )] at. (1.12)
B(a) =1—a+—, B(a) > 0 olmak iizere B(0) = B(1) = 1 esitligini saglayan bir

ra’

normallestirme fonksiyonudur. E, bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonudur [3].



2. BOLUM

KESIR TUREVLI MODIFIYE EDILMIiS KOTU VE iYI BOUSSINESQ
DENKLEMLERININ TAM COZUMLERI

Lineer olmayan olusum denklemlerinin tam ¢oziimlerini elde etmek ¢ok 6nemlidir ve
tam ¢dziimler elde etmek icin bircok ydntem onerilmistir. En bilinen yontemler Ustel

Fonksiyon Metodu [4], Tanh-Metodu [5], Homojen Denge Metodu [6], Deneme
Fonksiyon Metodu [7], (%’) Genlesme Metotlar1 [8], Kudryashov Metodudur [9]. Ustel

fonksiyon yontemi bir¢ok arastirmaci tarafindan gesitli lineer olmayan kismi tiirevli
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinde kullanilmustir [10-13]. Dogrusal olmayan
olusum denklemlerinin yeni tam c¢oziimleri bazi farkli yontemler kullanilarak elde

edilebilir.

Hareketli dalgalar, genellikle kismi diferansiyel denklemlerle tanimlanan birgok fiziksel
sistemde dogal olarak ortaya ¢ikar. 'Solitonlar' olarak da bilinen soliter dalgalar, bazi
ozelliklere sahip belirli bir hareket dalgasi smifidir. Solitonlar, dispersif etkileri iptal
eden bazi1 dogrusal olmayan etkiler nedeniyle genellikle dagilmadan biiyiikk mesafelerde
yayilabilirler. Kiiciik bir faz degisimi disinda, sekil degistirmeden bir ¢carpismadan sonra
ortaya c¢ikacak sekilde diger solitonlarla etkilesime girebilecekleri ek ozellige
sahiptirler. Geleneksel reel problemler tamsay1r mertebeden dogrusal olmayan olusum
denklemleri ile tanimlanir ve bunlar ile karakterize edilir. Bununla birlikte, tamsay1
mertebeden tiirevi olan dogrusal olmayan olusum denklemleri, diizensiz olaylari

tanimlamak i¢in uygun olmayan ideal klasik olaylardir.

Kesirli diferansiyel denklemler ise standart tamsayr mertebeden dogrusal olmayan
olusum denklemlerinden daha gercek sonuclar verdikleri i¢in hesaplamalardaki zorluga
ragmen tercih edilir hale gelmistir. Son yillarda yapilan yeni kesirli tlirev tanimlar1 ve
teoremleri sayesinde kesirli hesaptaki zorluklar agilmaya baslanmistir. Kesirli tiirevin en
popiiler tanimlar1 su sekilde siralanabilir: Uyumlu tiirev, Caputo tiirevi, Riemann-
Liouville tiirevi, Atangana-Baleanu tiirevi. Tam ¢6ziim arastirmalarindaki yeni

egilimler, yeni tam ¢oziimler bulmak ve yeni ¢6ziim mekanizmalar1 gelistirmektir.



Khalil ve arkadaslar1 2014 yilinda, uyumlu kesirli tiirev olarak adlandirilan sinira dayali
bir kesirli tiirev tanimlamistir [2]. Bu yeni kesirli tiirev tanimlarinin yapisi diger popiiler

kesirli tlirevlerden daha basittir.
Uyumlu kesirli tiirevin tanimi1 agagidaki gibi verilmistir.

f:(0,00)>R olmak iizere a. mertebeden uyumlu kesirli tiirevleri su sekilde tanimlanr:
1-a)_
To(f(©)) = lim A=20 @Y

t>0ve a € (0,1]. Eger f,a. mertebeden tiirevlenebilir ve (0,a), a > 0 icin

Jim, T,(f (t)) limiti varsa

(Tof)(0) = lim T, (f (). (2.2)

f[a_l](t+£t[a]_a)—f[a_1](t)
&

Bu tamma ek olarak T,(f(t)) = lirr& ,a € (n,n+ 1] oldugu
E—

bilinmektedir ve f fonksiyonu t > 0 i¢in a. mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyondur.

Burada [. ] tavan fonksiyonu, a dan biiyiik olan en kiigiik tamsayidir [2].

Bu boliimde, kesirli kotii ve iyi modifiye edilmis Boussinesq denklemlerinin uyumlu
tirevli yeni tam ¢oziimleri istel fonksiyon yontemi ile elde edildi. Uyumlu kesirli
tirevin bazi 6zellikleri, iistel fonksiyon yonteminin uygulamasi, kesir tiirevli modifiye
edilmis kotii ve iyi Boussinesq denklemlerinin tam ¢6ziimleri ve Sonuglari bu boliimde

verildi.
2.1. Ustel Fonksiyon Yéntemi

Kismi diferansiyel denklemler matematiksel modelleme igin yararli araglardir. ilk
olarak He ve Wu (2006) tarafindan tanimlanan Ustel Fonksiyon Yonteminin bir¢ok
bilim insan1 tarafindan ¢esitli uygulamalar1 yapilmistir [14-20]. Lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemlerin tam ¢dziimii Ustel Fonksiyon Yontemi ile elde edilir. ilk
olarak, kismi diferansiyel denklem adi diferansiyel denkleme indirgenir ve iistel
fonksiyon yontemi kullanilarak tam ¢oziime yonlendirilir. Ustel Fonksiyon Yontemi

matematiksel fizik, uygulamali matematik ve miihendislik uygulamalarinda ortaya ¢ikan
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lineer olmayan olusum denklemlerinin ¢dziimiinde etkili bir yontemdir. Ustel
Fonksiyon Yontemi ayrica lineer olmayan olusum denkleminin genellestirilmis tek ve
periyodik ¢Oziimlerini verir. Kesirli modifiye edilmis kotii ve iyi Boussinesq
denklemlerinin yardimci denklem yontemi yardimiyla bazi ¢6ziimleri Durur ve ark.

tarafindan bulundu [21].
Genel bir lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemi su sekilde ele alinir:
P =(xy,uU Uy, Uy, Uy, Uy, Uyy, ... ) = 0. (2.3)

Karmasik bir degisken olan ¢ = kx + wt olarak tanimlansin. Burada k dalga sayisi,

w dalga hizidir. (2.3) denklemi &’ye gore yeniden yazilarak
Q(w,u',u",u'"",..)=0. (2.4)

elde edilir. (2.4)’de ¢ ye gore tiirev alinacak olup iistel fonksiyon ydntemine gore,

¢Oziimiin su sekilde ifade edilebilecegini varsayiyoruz:

Z%=_Cane(n€)

u ($) ZW- (2.5)

Burada c,d,p ve q pozitif tamsayilardir, a, ve b,, gozlemlenecek bilinmeyen
sabitlerdir. Genellik kayb1 olmadan, eger d = q = ¢ = p = 1 alirsak, o zaman (2.5)
asagidaki gibi yazilabilir.

u ({.) — a_je S+ ap+ alef. (2.6)

b_1e_f+ b0+ ef

Burada b, sabiti 1 olarak alindi. ay, a; ,a_q; by, b_1; k, w bilinmeyenleri i¢in bir dizi
cebirsel denkleme ulagilacaktir. Bu konu i¢in Ebaid [22] tarafindan bazi yararh

teoremler verilmistir.

Teorem 2.1. u™ ve u®) 'nin sirasiyla lineer olmayan bir adi diferansiyel denklemin
lineer olmayan en yiliksek mertebeden terim ile en yiiksek mertebeden lineer terimin

oldugunu varsayalim. Burada r ve y her ikisi de pozitif tamsayilardir. Ustel fonksiyon
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Zgl=—c aneé ()

W,czdvep=q,V‘r21,
m=-p

yonteminden dengeleme yapilarak u(§) =

vy = 1 elde edilir [17].

D) u® ve u®u® *nin sirasiyla lineer olmayan bir adi diferansiyel denklemin lineer
olmayan en yiiksek mertebeden terimi ile en yiiksek mertebeden lineer teriminin
oldugunu varsayalim. Burada 7,s ve k pozitif tamsayilardir. Ustel fonksiyon

yonteminden dengeleme yapilarak ¢ =d vep = q, Vr,s,k = 1 elde edilir.

i) u™ ve (u®)? mn lineer olmayan bir adi diferansiyel denklemin lineer olmayan en
yiilksek mertebeden terimi ile en yiiksek mertebeden lineer teriminin oldugunu
varsayalim. Burada 7,s ve y pozitif tamsayilardir. Ustel fonksiyon ydnteminden

dengeleme yapilarak c =dvep =q,Vr,s = 1,Vy = 2 elde edilir.

i) u™ ve (u®)Yu® nm lineer olmayan bir adi diferansiyel denklemin lineer olmayan
en yiksek mertebeden terimi ile en yiiksek mertebeden lineer teriminin oldugunu
varsayalim. Burada 7,5,y ve A pozitif tamsayilardir. Ustel fonksiyon ydnteminden

dengeleme yapilarak c =dvep =q,Vr,s,y,1 = 1 elde edilir.
2.2. Kesir Mertebeden Modifiye Edilmis Kétii ve Iyi Boussinesq Denklemleri

Boussinesq denklemi ilk olarak 1870 yilinda Joseph Boussinesq tarafindan ortaya
atilmistir [23]. Bu denklem iyon ses dalgalari, sig su dalgalarinin modellenmesi,
elastik ¢ubuklarda uzunlamasina yayilma dalgalari, sivi-gaz kopiik karigimlarinda
bastirilmig dalgalar ve bu dalgalarin yayilma modeli gibi bir¢ok alanda uygulamalari
olan plazmadaki lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerden biridir. Daha
sonra, Boussinesq denklemi daha derin su problemlerine uyum saglamak icin

degistirilmis ve literatiirde bu denklemin birgok yeni formu elde edilmistir [21,23].
Kesir mertebeden modifiye edilmis kotii Boussinesq denklemi asagidaki gibidir.

DE%y — D2y — D — 3DZ(u?) + 3D, (u2Du) = 0 (2.7)
Kesir mertebeden modifiye edilmis iyi Boussinesq denklemi asagidaki gibidir.

DZPu — D2u + Diu — 3DZ(u?) + 3D, (uDyu) = 0 (2.8)
12



Ustel Fonksiyon Yéntemini kullanarak kesir zamanli modifiye edilmis kétii ve iyi
Boussinesq denklemlerinin ¢oziimlerini bulalim. (2.7) denklemi igin iistel fonksiyon

yontemini uygularsak

Z%z—c ane (n)

u($) = ST (2.9)
Teorem 2.1. ve hareketli dalga doniistimii kullanilarak
ulx,t) =u¢), E=x— w% (2.10)

olmak tiizere (2.7) denklemi adi diferansiyel denkleme doniistiriiliir. Burada a,, ve by,
bilinmeyen sabitlerdir, w dalganin hizin1 gosterir ve fonksiyonlarin §’ye gore tiirevi

alinir.

(2.7) denklemine dalga doniisiimii (2.10) uygulanarak asagidaki adi diferansiyel

denklemi elde edilir:
(—w? — Du" —u” — 6u’® — 6uu’ + 6uu’> + 3u?u” = 0. (2.11)

(2.8) denklemine dalga doniisiimii (2.10) uygulanarak asagidaki adi diferansiyel

denklemi elde edilir:
(—w? — Du” +u” — 6u’? — 6uu” + 6uu’” + 3uu’ = 0. (2.12)

(2.6) ifadesini (2.11) ve (2.12) denklemlerinde yerine yazarsak Maple Yazilimi

kullanilarak bilinmeyen paremetreler elde edilir.

Buradan, koétii ve iyi modifiye Boussinesq denklemleri igin tam ¢oziimleri elde ederiz.
(2.11) denkleminde lineer olmayan en yiiksek mertebeden terim ile en yiiksek
mertebeden lineer terimin dengelenmesine bakilir. u'” ve u?u’" dengelenmesi ile

p=c=1veq =d =1 elde edilir. Buna gére
%[C4e4f + C3e3 + Ce® + Clef +Cop+Cje S +C e + (e3¢ + C_e ] =0 (2.13)

olur. (2.13) denkleminin ¢6ziimleri i¢in biitlin katsayilar sifir olmalidir.
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A == b_l(e_E + b() + ef)s ]

C4_ = _Zao + 3a%a0 - 6a0a1 + 6a%b0 - 3a§b0 + 2a1b0 - Wzao + W2a1b0 y

C3=

—20a_; + 24a?b_, + 20a,b_; + 12a3a_, + 9a3b3 — 6a?b?
—12a3b_, + 12a,a3 — 24a,a_; — 4w?a_, — 10a, b3 + 10a,b,

+4w?a,;b_; + 18a,bgay — w2aghy + w?a b3 — 21a2agh, — 12a3,

9a3 + 4w?ayb_, — 70a;b_1by — 12a2byb_, — w?a, b3
—12a,a_1by — 21a?a_,by + 12a,a?b3 + 18a,ayb3
+78a,a0b_; — 11w?a_,by — 66a,a?b_, — 10ayb3 + 80agh_;
—54a_jay — 10a_1by — 12a2b3 + 33a3byb_, + w2ayb?
+7w?a,bob_; + 10a,b3 — 6a3b, + 54a,aqa_4 ,

—w?a,b; — 84a,a3b_, + 4w?a,b?; — 24a3b?, + 56a,béb_,
—6aya,bd — 78a_,ayby + 3aia, b3 + 3a_,a?bZ — 4w?a_,b_,
+12a_,a,b% + 72a_,a,b_, — 54a3b_1b3 — 11w?a_,b3
+w?aybd — 84a?a_,b_, + 34aybyb_, + 36a3b_, — 48a?,
+2a,bd + 48a_,a3 — 2a,b¢ — 172a,b?, — 3adb, + 48a,a?,
+36a3b?, + 6a2b? + 172a_,b_, — 22a_,b + 84a,a,by b_,

+13w2agbgbh_; — 2w?a,b_,b2 — 18a_,aya by,

110a_,b_,;by — 90a2b? by + 15a_,bya3 + 15a_,a?b_,b,
+75a4a?b?, + 30aya,b?; — 5w2a_,b_1by + 10w2ayb_, b3
+15a,bgadb_, + 10w2ayb?, — 10a_,b3 — 220a,b?,
+30a_,aob_; — 5w?a_;b3 + 15a%,a,by + 110a,b?, b,
—10a,b_1 b3 + 20a,b_,b% — 30a_,b3a, — 5w?a,b?, b,
+60a3b_1by — 90a?,by + 120a_,a;b_1by — Sw?a,;b_, b3

_180a_1a0a1b_1 + 75a0a31 )
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C., =—-172a_,b?; + 172a,b3, — 24a?,b_, + 36a3b?, — 2a_,b¢
—48a%b3, — 54a? b3 + 48a,a3b?; — 22a,b%,b3 + 6aib_,b}
—84a_,a3b_, — 6aga_,b3 — 34ayb?,by + 48a_,a?b?,
+3a?,b3a, + 3ata_,b3 + 4w?a_;b%; — 3a3b_, b,
+72a,a_,b%; —w?a_,b; + 51aga?,by — 4w?a,; b3,
+w2agb_1b3 + 12a_1b3a,b_, + 13w?ayb?,by — 2w?a_,b3b_,
—11w?a,b2b?, + 2ayb_,b3 — 84a%,a,b_, + 84a_,a,b_,b,
—78a,b%,a¢by — 18a_,apa,b_1by + 36a3, + 56a_,b_,bZ,

C_, =9a3b?; — 12a3,b3 + 80ayb3, + 33a3,b, + 12a,a2,b?
+4w?ayb3; + 10a_,b_1b3 — 54a4a,b3; — 70a_,b?%,b,
—12a2,b_,1by — 66a%,aob_, + 78a_,ayb?; — 10a,b3, b,
—6a3b%,by — 10ayb?,bi+18a_,b3a,b_, + w?ayb?,b3
—12a_,bga;b?; — 21a_;byadb_, — 11w?a, b3, b,
+54a_,a,a9b?; —w?a_,b3b_, — 21a%,a,byb_,

+7w?a_1b?, by,

C_3 = 18a_1b0a0b31 - Zlazlaobob_l - 12a31b_1 + 24’(1311931
—20a1bf1 + 10a0b§1b0 - Wzaobilbo + Wza_lbzlbg - 12a(2)b51
+9a3,b3 + 20a_,b3, — 10a_,b?,b¢ + 4w?a_,b3,
+12a31a1b31 - 4W2a1bi1 - 6a31bgb_1 + 12a_1a5b31

—24a_,a.b3,,

C_4 = Wza_lbilbo - Zaobil + 6a31b31b0 + Za_lbglbo - 3a31b0b_1

2 2 3 2, p4
+3aZ,a0bZ; — 6a_ja¢b>;—w*agbZ,

e™ tiim katsayilar1 sifir olmalidir. Maple Yazilimi kullanilarak asagidaki ¢oziimler elde

edilir.
1. Durum: g = albo,a_l = alb_l (214)

esitlikleri saglanir. Bunlar (2.6) denkleminde yerine yazilirsa
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u(é) =a,

elde edilir. Burada a, keyfi parametredir.

48
4.6
44
42

L.

38
36
347
327

Sekil 2.1. Hareketli dalga ¢6ziimlerinin 3D ve 2D grafikleri (1. Durum)

Grafikler (2.15) esitliginde a; = 4 i¢in dalga ¢6ziimlerini gosterir.

2. Durum:

ap=0,by=0, a; =1L, w=2v2l,w=—-2v2[,b_, =0

olup (2.6) denkleminde yerine yazilirsa

a_1e‘5+e5

u(§) =——7

elde edilir. Burada a_, keyfi parametredir.
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Sekil 2.2. Hareketli dalga ¢6ziimlerinin 3D ve 2D grafikleri (2. Durum).
Grafikler (2.17) esitliginde a_; = 3 i¢in dalga ¢6ziimlerini gosterir.
3.Durum:ay = 0,by = 0,a; =1++V2, a;, =1—2,w =12, (2.18)
w=-IV2, a;=—(1+V2)b_y+2b_4,a_,=—(1—-+2)b_y +2b_,
olup (2.6) denkleminde yerine yazilirsa

—(14v2) by +2b_1 e S +(1+v2)e
u(g) = LD oty A (2.19)

elde edilir. Burada b_, keyfi parametredir.

a_
B_
‘_
3 X
2 1 2 1 2
2
44
_6_
_a_
RIE
124
14
16
18
_2‘]—
_22—

Sekil 2.3. Hareketli dalga ¢6ztimlerinin 3D ve 2D grafikleri (3. Durum)

Grafikler (2.19) esitliginde b_; = 5 i¢in dalga ¢oziimlerini gosterir.
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4.Duum:ia_y =0,b_y=0,a,=1+5vV2 a, =1-5v2,w=-IV14, (2.20)

Wz_llm,ao=_(1_l\/§)b0+2b0,a0=_(1+l\/§)b0+2b0
2 2 2
olup (2.6) denkleminde yerine yazilirsa

—(1-3V2)bo+2bg+(1-3V2)e’
b0+ef

(2.21)

u(§) =

elde edilir. Burada b, keyfi parametredir.

Sekil 2.4. Hareketli dalga ¢oziimlerinin 3D ve 2D grafikleri (4. Durum).
Grafikler (2.21) esitliginde b, = 2 i¢in dalga ¢ézlimlerini gosterir.
5.Durum: a_; = 0,by = ap,a; = O,w = INZ,w = —IV2 ,b_y =za?  (2.22)
olup (2.6) denkleminde yerine yazilirsa

u(§) = a# (2.23)

T
3 o2e~$+ag+el

elde edilir. Burada a, keyfi parametredir.
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Sekil 2.5. Hareketli dalga ¢6ziimlerinin 3D ve 2D grafikleri (5. Durum).
Grafikler (2.23) esitliginde a, = 6 i¢in dalga ¢dziimlerini gosterir.

6. Durum:

1
—b02

1 1 1 1 1
SRR T T N e

2
a_, = —ay? +%(1 + %\/E) ag? — (1 + %\/E) boa, + i (1 + %\/E) bo® + 2bya, —%bo2 (2.24)
b_, = bya, —%aoz —iboz,w = %I\/ﬁ, w= —%I\/ﬁ, a; =1 —%\/E, a; =1 +%\/§
olup (2.6) denkleminde yerine yazilirsa

u(é) = (_a02+%(1_%\/i)a02_(1_%&)b0af+%(1:§ﬁ)b02+2boa0_%boz)e‘f+ao+(1_%\/§)ef
(boao—gaoz—;boz)e—f+b0+ef

(2.25)

elde edilir. Burada b, ve a, keyfi parametrelerdir.
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sENERNEY

Sekil 2.6. Hareketli dalga ¢oziimlerinin 3D ve 2D grafikleri (6. Durum ).

Grafikler (2.25) esitliginde ag = 1 ve by = 1 igin dalga ¢6ziimlerini gosterir.

- bo(ai?-a,-1)
7. Durum: a, = % w=,/-6a, +3a;2-2, (2.26)
2 2_ 2 2_
w = —\/—6a1 + 3a12 il 2 , b_1 _ lbg (2(11 4a1+1)’ a_1 - lbo (2(11 4a1+1)a1

8 (—1+a1)2 8 (—1+a1)2

olup (2.6) denkleminde yerine yazilirsa

1b02(2a12— 4a1+1)aq —-&, bo(alz—a]_—l)
(8 (-1+aq)? )e T —1tag
(1b02(2a12— 4a,+1)
8 (-1+aq)?

+alef

u(é) = (2.27)

)e—f+b0+ef

elde edilir. Burada b, ve a, keyfi parametrelerdir.

Sekil 2.7. Hareketli dalga ¢6ziimlerinin 3D ve 2D grafikleri (7. Durum).
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Grafikler (2.27) esitliginde a; = 2 ve by = 1 igin dalga ¢6ziimlerini gosterir.

8. Durum: a_q = _%aoz, bo = O, a; = 1,W = I'\/g,w = _I\/g, b—l = %aoz (228)

olup (2.6) denkleminde yerine yazilirsa

—ag2e~$+8ay+8ef
u(@) = anze‘f+80ef (2.29)

elde edilir. Burada a, keyfi parametredir.

Sekil 2.8. Hareketli dalga ¢6ziimlerinin 3D ve 2D grafikleri (8. Durum).

Grafikler (2.29) esitliginde a, = 1 i¢in dalga ¢6ziimlerini gosterir. Kesir mertebeden
modifiye edilmis kotii Boussinesq denkleminin tam ¢oziimleri elde edildi. Simdi
Ustel Fonksiyon Yontemi ile kesir mertebeden modifiye edilmis iyi Boussinesq

denkleminin tam ¢oziimlerini elde edelim.

(2.12) denkleminde lineer olmayan en yiiksek mertebeden terim ile en yiiksek
mertebeden lineer terimin dengelenmesine bakilir. u' ve u?u’’ dengelenmesi ile

p=c=1veq =d =1 elde edilir.
% [D,e* + Dye3 + D,e?s + Dyef + Dy + D_je™% + D_,e™2¢ + D_se~3¢ + D_,e~*] = 0. (2.30)

(2.30) denkleminin ¢oziimleri igin biitiin katsayilar sifir olmalidir.
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B =(b_1e_$ + bO + ef)S )

D, = w?a;by — 3a3b, —6a,a, + 6a2b, — w?a, + 3a?a,,

D3 == 24‘a%b_1 - 12a1b_1 - 24611(1_1 + 12(1%0,_1 + 12a1bg + 12a1a(2)

—12a3b_, — 4w?a, — 21ayaiby — 6a?b3 — 12a,b, + 4w?a,;b_,

—w?ayby + w2a,; b — 12a% + 12a_, + 18a,bya,,

—12a,b3 — 72aob_; — 12a2b3 — 12a_,b, — 66a2b_,a,

+12ayb3 — 54a_,ay + 9a3 + 18a,b3a, — 11w?a_, b,
+33a3b_,by + 12aga?bZ — 21a2b_,by + 54a_ja4a, — 12a_,a, b,
+84a,b_1by + 4w?agb_, + w?aybhé — 21a,byal

—w2a,b3 + 78a,b_,ay — 12a2b_,by — 6a3by + 7w?a,b_1 by,

—3a3by + 180a,b?, + 36aib_; + 48a_,a3 — 24aib?, + 6a3b?
+48a,a2, + 36a3b?, — 180a_,b_; + 3a_,a?bZ — 18a_,aya, b
—2w?a;b¢b_; — 11w2a_,b3 — 78a_,ayby + 13w2aybyb_,
+84a,b_,aoby + 51aga?b_,by + 72a_,a;b_, — 84a,b_,a3
—54a?b_,b% + 60ayb_,b, + 4w?a,b?, — 6a,a,;b3 — 48a?,
+w?ayh3 + 12a_,a,b% — 84a?a_,b_; + 3ata, b — w?a b}

—60a,b_1b2 — 4w?a_,b_;,

—30a9a,b?, + 75a4a?b?; + 10w?ayb?; + 240ayb2,
+120a_,a,b_1by + 15a?a_,b_1by — 90a2b?,b, — 90a? b,
—30a2,ayb3 + 15a_,bgad — 120a,b2,by — 120a_,b_, b,
—30a,béagh_; + 15a,a%,by — 180aya_,a;b_; + 10w2ayb3b_,
+15a,boa2b_, + 75a4a2, — 5w?a_;b_1by — 5w?a;b3b_,
—5w2a;byb?,; — 5w?a_,b3 — 30a3b_; + 60a3b_, b,
+30apa_1b_q,
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D_, = 36a3, — 6aga_,b; — 4w?a b3, — 3a3b_,b, + 3a3a_,b?
+6a3b_,b5 —w?a_,b§ — 84a*,a,b_, — 84a3a_,b_,
+48a,a3b?, + 60ayb?,b, — 60a_,b_1b3 + 3a*,a,b3
+4w?a_1b?, + 51aya? by + 48a_,a?b?,; + 72a_,a,b?,
+180a_,bh%, — 180a,b3, — 48a?b3, — 54a%,b% — 24a?,b_,
+36a2b?; + w2agbh_1b3 + 13w?ayb?,by, — 78a,b?,ayb,
—11w2a,b3b?, — 18aga_,a,bob_; + 12a_,béa,b_,

—2W2a_1bgb_1 + 84&_1a0b0b_1 )

D_, = w?ayb?,b? + 54a_,aya,b%; — 21a_ja3byb_, — 11w2a, b3, b,
+18a_,b2agb_, + 7w?a_,b?,by — 12a_,bya,b?,
—21a?,a,bob_, — w?a_1b3b_; + 9a3b?, — 72a,b3,
+33a3,by — 12a2,b3 — 66a2,agb_, + 84a_,b2 b,
—12a,b3,by + 78a_,ayb?; — 6a3b2,by + 4w?ayb3,
—12a_,b_1b3 + 12a,b?,b3 + 12a4a?,b% — 54a,b3,a,
—12a?,bob_,,

D_; = 24a%,b?, + 12a,b*; — 12a_,b3; + 9a3,b% — 12a2b3,
—12a3,b_, + 12a_,a%b?, + 12a_,b?,b% — 12a,b3 b,
+w?a_;b%,b3 — 21a?,a9b_1by + 18a_,ayb?,b,
—w2ayb3,by + 12a%,a,b%, — 4w?a,b*, — 6a?,béb_,

+4W2a_1b31 - 24a_1a1b31 )

D_, =w?a_1b3,by — 3a3,b_1by — w?ayb*, — 6a_,auh3, + 6a%,b?,b,

+3a?,a4b?;,

e™ tiim katsayilar1 sifir olmalidir. Maple Yazilimi kullanilarak asagidaki ¢oziimler

elde edilir.
1. Durum: ag = a1b0 ,a_1 = alb_l, (231)

esitlikleri saglanir. Bunlar (2.6) denkleminde yerine yazilirsa
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u(§) = a (2.32)

elde edilir. Burada a, keyfi parametredir.

387
361
341
321

[=1]

28
267
247
227

Sekil 2.9. Hareketli dalga ¢6ziimlerinin 3D ve 2D grafikleri (1. Durum).
Grafikler (2.32) esitliginde a; = 3 i¢in dalga ¢ozlimlerini gosterir.
2. Durum:ay =0,by =0,a;, =1, w=0,b_; =0 (2.33)
olup (2.6) denkleminde yerine yazilirsa

_je~$+eb

u(§) = == (2.34)

elde edilir. Burada a_, keyfi parametredir.

Sekil 2.10. Hareketli dalga ¢éztimlerinin 3D ve 2D grafikleri (2. Durum).
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Grafikler (2.34) esitliginde a_; = 3 i¢in dalga ¢ézlimlerini gosterir.

3.Durum:ag =0,by=0,a, =1+1V2, 0, =1-IN2, w=1/6, w = —I/6
a_q = _(1 + I\/E) b_]_ + 2b_1, a_q = _(1 - I\/E)b_l + 2b_1 (235)
olup (2.6) denkleminde yerine yazilirsa

_ (=(14+1V2) b_y+2b_1)e S+ (1+1V2)e?

u(§) = P (2.36)
elde edilir. Burada b_, keyfi parametredir.
141}
12
10
M_
m-
m-
m-
2 1 [ 1 2

Sekil 2.11. Hareketli dalga ¢oztimlerinin 3D ve 2D grafikleri (3. Durum).

Grafikler (2.36) esitliginde b_; = 1 i¢in dalga ¢6ziimlerini gosterir.

4.Duum: a_y =0,b_; =0, ay =1+5IV2 a, =1—>INZ,w=2IV2, (237)
3 1 1

w = _EI\/E, ao = — (1 _EI\/E) bo + Zbo, ao = — (1 +51\/§) bO + Zbo

olup (2.6) denkleminde yerine yazilirsa

NZ)bg+2bg+(1-3V2D)et
b0+ef

u(e) = 1 (2.38)

elde edilir. Burada b, keyfi parametredir.
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M-

Sekil 2.12. Hareketli dalga ¢oziimlerinin 3D ve 2D grafikleri (4. Durum).
Grafikler (2.38) esitliginde by = 1 i¢in dalga ¢6ziimlerini gosterir.
5. Durum: a_y = 0,by = —ao , @, =0, w =0, b_; = =a? (2.39)
olup (2.6) denkleminde yerine yazilirsa

u@®) = 55— —— (2.40)

5 o2e~$-ag+et

elde edilir. Burada a, keyfi parametredir.

Sekil 2.13. Hareketli dalga ¢oziimlerinin 3D ve 2D grafikleri (5. Durum).

Grafikler (2.40) esitliginde a, = 4 i¢in dalga ¢ézlimlerini gosterir.
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6. Durum: a_, = ay? 3 (1+51v2) ap? + (1 +31V2) boao — > (1 +31V2) by’

_Zboao +%b02 , b_1 = _boao +%a02 +%b02, w = %I\/E,W = _21\/2 (241)

ay = ao? —3(1-31V2) ag? + (1= 3IVZ) boao — 3 (1 = 3IVZ) by* = 2boao +3 by,

a1=1—%1\/§,a1=1,

olup (2.6) denkleminde yerine yazilirsa

ao?—(14+21V2 ) ag?+(1+21V2 )boa
< ° 32( 12 ) ° ( 2 3) o e‘$+ao+(1—lI\/§)ef
2 2 2
(E) _ _Z(1+Elﬁ)b0 —2b0a0+5b0 (2 42)
u = .
(—b()a()'|‘%a()2‘|’%boz)e_$+b0+eE
elde edilir. Burada a, ve b, keyfi parametrelerdir.
1 2

Sekil 2.14. Hareketli dalga ¢oziimlerinin 3D ve 2D grafikleri (6. Durum).

Grafikler (2.42) esitliginde ag = 1, by = 1 igin dalga ¢oziimlerini gosterir.

2_
7.Durum: ap = 2@ Ut o [T6a; + 34,2, w = —/—6a; + 34,2 (2.43)

-1+a4q

_ 1bp*(2a1%- 4a1+3) a. = 1by2(2a,2- 4a;+3)a,
T8 (-1+ap)? ' 17 g (-1+a,)?

b_y

olup (2.6) denkleminde yerine yazilirsa
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(1b02(2a12— 4a1+3)a1)e_5  bo(a12-a1+1)

ae’
8 (—1+aq)? 1

— (2.44)
)e‘5+bo+ef

u(é) =

(1b02 (2(112— 4a41+3)
8  (-1+aq)?

elde edilir. Burada a, ve b, keyfi parametrelerdir.

-
N

Sekil 2.15. Hareketli dalga ¢oziimlerinin 3D ve 2D grafikleri (7. Durum).
Grafikler (2.44) esitliginde a, = 2, by = 1 i¢in dalga ¢ozliimlerini gosterir.

8. Durum: a_q = %aoz, bo 2 O, a = 1,W = I\/§, w = _I\/§, b_1 = %aoz (245)

olup (2.6) denkleminde yerine yazilirsa

u(f) = Zalesaptae! (2.46)

ap?e~$+8eé

elde edilir. Burada a, keyfi parametredir.

Sekil 2.16. Hareketli dalga ¢oztimlerinin 3D ve 2D grafikleri (8. Durum).
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Grafikler (2.46) esitliginde a, = 1 i¢in dalga ¢6zlimlerini gosterir.

Not: Boliim 2’deki (2.11) ve (2.12) denklemlerinin tiim ¢oziimleri Maple yardimiyla
dogrulatildi.

Bu boliimde, kesir tiirevli modifiye edilmis kotii ve iyi Boussinesq denklemlerinin
yeni tam ¢oziimleri elde edildi. Kesir tiirevli modifiye edilmis kotii ve iyi Boussinesq
denklemleri hareketli dalga doniisiimii yardimiyla adi diferansiyel denkleme
dontstiiriildii ve literatiirdeki onceki g¢alismalardan farkli olan {istel fonksiyon
yontemi kullanilarak yeni tam ¢6ziimler elde edildi. Bu sonuglar, iistel fonksiyon
yonteminin matematiksel fizik ve lineer olmayan dinamik sistemlerde olusum
denklemlerinin tam ¢oztimlerini elde etmek igin giiglii ve etkili bir yontem oldugunu

gostermektedir.
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3. BOLUM

SIQRV MODELI, KESIRSEL SIQRV MODELININ UYGULAMASI VE
KARARLILIK ANALIZI

Salgin bir hastaligin matematiksel modellemesi hastaligin dinamikleri agisindan 6nemli
bir aractir. Modellerin olusturulmasi ve analizi; hastaligin seyri i¢in varsayimlarda
bulunmayi, hastalik i¢in ¢esitli parametreler gelistirilmesi ve bu parametrelerin
yorumlanmasi, hastaligin yayilmasi vb. konular1 aydinlatir. Bu boliimde SIQR (Hassas-
Enfekte-Karantina-lyilesmis) salgin hastalik modeline asilanmis bireyler sinifi
eklenerek yeni bir SIQRV modeli elde edildi. Yeni olusturulan SIQRV modelinde
toplam niifus bes boliime ayrilmistir. Duyarli birey sinifi (S), enfektif birey sinifi (1),
karantinada olan birey sinifi (Q), iyilesmis bireylerin sinifi (R) ve asilanmis bireylerin
smift (V) ile ilgili matematiksel analizler yapilarak niimerik sonuglar Euler methodu

yardimi ile elde edildi ve grafikler cizildi.

Pandemi; diinyada birden fazla iilkede veya kitada ¢ok genis bir alanda yayilan ve
etkisini gosteren salgin hastaliklara verilen genel isimdir. Pandemi, Diinya Saglik
Orgiitii (WHO) tarafindan ilan edilir. COVID-19 salgin1 Cin’in Hubei eyaletinin Wuhan
sehrinde Aralik 2019 tarihinde ortaya ¢ikti. O zamandan bu yana yayillmaya devam
etmis ve hala devam eden bir pandemiye neden olmustur. COVID-19 salgini, yayilmasi
ve 6liim oraninin yiiksek olusu nedeniyle diinya genelinde uluslararas1 pandemi olarak
ilan edilmistir. COVID-19 viriisiiniin ¢ok hizli yayilmasi, mutasyonlar gegirerek
giiclenmesi, insanlarin tedbirlere yeterince 0zen gostermemesi ve heniliz hastaligi
onleyecek kesin bir ilacinin bulunamamis olmas: biitiin insanligin endiselerini artirmaya
devam etmektedir. COVID-19 gibi salgin hastaliklarin seyri, salgini etkileyen
parametrelerle yakindan ilgilidir. Bu parametrelere bagli matematiksel modeller ise
gerek mevcut durum gerekse olabilecek senaryolarin takip ve kontrol edilebilmesi i¢in
en giivenilir yontemlerin basinda gelmektedir. Bir salgin hastaligin ilerleyis sekli ve
salginda roli olan faktdrlerin pandemi {izerindeki etkilerinin belirlenmesi, ilgili
otoriteler i¢in hayati 6nem tasir. Cilinkii yapilacak planlamalardan alinacak onlemlere

kadar bir¢ok karar bu sonuglara baglidir [24].
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Matematiksel modeller, bulasici hastaliklarin yayilmasini ve kontroliinii analiz etmede
onemli araglar haline gelmistir. Hastaliklarin dinamiklerini tanimlayan matematiksel
model, epidemiyolojik Oriintiilerin ve hastalik kontroliiniin daha iyi anlasilmasinda uzun
stiredir 6nemli bir rol oynamaktadir. Matematiksel modeller halk sagligi i¢in karar
verme politikalarinda faydalhidir. Matematiksel epidemiyolojinin en Onemli ilgi
alanlarindan biri salgin hastaligin kontrolii ve ardindan tamamen yok olmasini
saglamaktir [25-27]. Son yillarda iletim hizi, tedavi planlari, karantina, asilama, medya
araciligiyla farkindalik programlar1 ve saglik calisanlar1 gibi bazi yeni faktorlerin
eklendigi klasik epidemiyolojik modeller vb. arastirilmistir [28]. Matematiksel
modellemede tedavi yontemlerinin g6z Oniinde bulundurulmasi, salgin sirasindaki
gercek durumlar tanimlamak icin O6nemli bir adim olmustur. Salgin hastaliklarin
matematiksel modellemesi, bir hastaligin yayilmasini etkileyen mekanizmalarin
anlasilmasimi sagladigi gibi hastalik ve kontrol stratejileri Onerir. Bu Sebeple
matematiksel modeller bilgisayar simiilasyonlari, hastaliklarin yayilmasinin incelenmesi
ve kontrol altinda tutulmasi ilgili ¢alismalar i¢in 6nemli ara¢ olmustur. Teknoloji,
mimarlik, miihendislik, saglik-ekonomi politikalari, acil durum planlanmasi, risk
degerlendirmesi, kontrol programi degerlendirmesi ve optimizasyon gibi bir¢ok alanda

matematiksel modelleme kullanilmaktadir [28].

Salgin hastaliklarin modellenmesi popiilasyonun belirli siiflara béliinmesi ile olur ve
birgok modelleme siireci bu sekilde baslar. Bu siniflama bireyleri hassas, enfekte,
karantina, hastaliga maruz kalmis, anneden bagisiklik kazanmis, iyilesmis kisiler vb.
gibi belirgin siniflara boler. Salgin hastalik modelleri zaman igerisinde modifiye
edilerek gelistirilmistir. Salgin hastaliklarla yapilan ¢aligmalar literatiirdeki kaynaklarda
[24-37] yer almaktadir. Salgin hastaliklar literatiirde SI, SIS, SIR, SIRS, SEIS, SEIR,
MSIR, MSEIR, SIQR, SEIQR, SVIR seklinde kisaltmalar kullanilarak kategorize
edilmis ve bunlarin her biri i¢in farkli matematiksel modeller olusturulmustur. Bilinen
ilk klasik salgin hastalik modeli 1920’lerin sonunda Kermack ve Mckendrick tarafindan
gelistirildi [29]. Salgin hastaligi yok etmek veya kontrol altina almak i¢in bir¢ok etkili
strateji, as1 ve ilag tedavisi yontemini kullanir. As1 ve ilag tedavisi, matematiksel
biyolojinin en 6nemli ilgi alanidir. Biz bu ¢alismada SIQR modeline V kompartimanini

(asilama) ekleyerek yeni bir SIQRV matematiksel modeli olusturduk. Bu model, agilama
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ile enfekte sayisinin azalmasi ve salginin erken asamada kontrol altina alinmasinin

Oonemini ortaya koymustur [32-36].

3.1. SIQRV Modeli

SIQRV modeli, bir toplulugu temel olarak bes ana gruba ayirir. Birincisi hassas bireyler,
ikincisi enfekte olmus bireyler, lgciinciisii karantinada olan bireyler, dordiinciisii
lyilesmis bireyler ve besincisi asilanmis olan bireylerdir. Bu modelde kullanilan

degiskenleri agiklayalim.

3.2. Modelde Kullanilan Degiskenler

S, 1, Q, R ve V gruplariin birey sayilarini diferansiyel denklem sistemi seklinde ifade

edelim.

dS—bN bS psI S+ 0V +9R

dt N ’

dl  BSI BIV

E—T—bl—yl—kl‘l'T,

dQ (3.1)
— =kl —-bQ — ,

it Q—vQ

dR
— =yl +yQ — bR — VR,

dt
d =0S—6V —-blV IV
ac ° N’

S(0) =Sy, 1(0) = Iy, Q(0) = Qp, R(O) =Ry, V(0) =V, S+I+Q+R+V =N,

dN _dS dl dQ dR dv
dt dt dt dt dt dt’

Sistemde kullanilan degiskenler:

S(t) : Popiilasyondaki hassas bireylerin sayisi
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1(t) : Popiilasyondaki enfektif bireylerin sayisi

Q(t): Popiilasyondaki karantinada olan bireylerin sayisi
R(t) : Popiilasyondaki bagisikliga sahip bireylerin sayisi
V' (t): Popiilasyondaki asilanmis bireylerin sayisi

N(t) : Toplam popiilasyon sayisi

Sistemde kullanilan parametreler:

[: Bulastirma katsay1si

o: Asilama orani

b: Dogum ve 0liim orani

0: Asinin korumasinin diisme orani

y: lyilesme orani

9: Iyilesenlerin bagisikligini kaybetme orani

k: Enfekte gruptan karantina grubuna gecenlerin orant

Popiilasyonda digsaridan go¢ alimi, disariya gé¢ verme olmadigi diistiniildi. Ayrica

popiilasyondaki her bireyin ayni olasilikta bulastirma oranina sahip oldugu kabul

edilmistir. Yas, cinsiyet, sosyal statii ve irk enfekte olma olasiligini etkilememektedir.

Kalitsal bagisiklik yoktur. Dogal dogum ve 6liim oranlari modele dahil edilmistir. Tiim

dogumlar hassas sinifa girmis kabul edilir [27-29].

3.3. SIQRV Modelinin Niimerik Simiilasyonu

Bu boliimde SIQRV modelinin niimerik simiilasyonunu ve grafiklerini gosterecegiz.

Matematiksel modellerin bir¢ogu lineer olmayan sistemlerden olusur ve bu sistemlerin

¢Oziimlerinin bulunusu oldukca zor olabilir. Bu durumda niimerik ¢6ziimler oldukca

Oonem tagimaktadir. Niimerik yontemlerden bir tanesi de Euler metodudur [40].
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N =200,58=130,1=25,Q=10,R=20,V =15, =0.6,y =0.25,9 = 0.02,
k=0.001, b=0.02, 8 =0.005, o =0.55 parametrelerini ele alalim.

S(k + 1) = S(k) + bN — bS(k) —

BS U1 (k)
N

— aS(k) + 0V (k) + 9R (k)

BI(k)V (k)
N

BS(k)1(k)
N

Ik+1) = I(k) + — bI(k) —yI(k) — kI(k) +
Q(k +1) = Q(k) + kI(k) — bQ (k) —yQ(k) (3.2)

R(k+ 1) = R(k) +yI(k) + yQ(k) — bR(k) — IR(k)

Vk +1) = V(k) + aS(k) — 0V (k) — bV (k) — w

Vk =0,1,..,n — 1i¢in asagidaki tabloyu elde edebiliriz.

Tablo 3.1. S, I, Q, R ve V’nin t anindaki degerleri.

t(gin) | S@& I®  Q®  R®  V(®
0 130,00 25,00 10,00 20,00 15,00
1 83,16 18,58 7,32 27,95 86,08
2 87,85 13,82 5,36 33,31 116,80
3 88,67 10,28 3,93 36,77 130,60
4 89,25 7,64 2,87 38,85 137,33
5 89,62 5,69 2,10 39,93 141,09
6 89,87 4,23 1,54 40,28 143,63
7 90,05 3,15 1,13 40,12 145,64
8 90,18 2,34 0,83 39,58 147,43
9 90,27 1,74 0,60 38,79 149,10
10 90,34 1,30 0,44 37,83 150,70
11 90,39 0,97 0,32 36,75 152,26
12 90,43 0,72 0,23 35,61 153,76
13 90,46 0,53 0,17 34,42 155,22
14 90,48 0,40 0,12 33,22 156,63
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Sekil 3.2. I kompartiman modelinin zamana gore degisim grafigi
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Sekil 3.3. Q kompartiman modelinin zamana gore degisim grafigi
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Sekil 3.4. R kompartiman modelinin zamana gére degisim grafigi
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Sekil 3.5. V kompartiman modelinin zamana gore degisim grafigi
3.4. Sonuclar

Bu bolimde SIQR modeline V kompartman modeli eklenerek yeni bir model elde
edildi. Asilama orant ve asmin koruyuculugu kaybetme orani modellemeye dahil
edilerek, agilama ile birlikte salginin ne sekilde degisecegi niimerik simiilasyonlar
yardimiyla incelendi. Elde edilen grafiklerde hassas bireylerin zamanla azalarak sabit
bir sekilde ilerledigi, enfekte bireylerin zamanla azalarak sifira yaklastigi, karantinada
olan bireylerin zamanla azalarak sifira yaklastigi, iyilesen bireylerin ¢ = 5 zamaninda
maksimum degerini aldiktan sonra zamanla azaldig1 ve asilanan bireylerin zamanla hizli

bir sekilde arttig1 gozlemlenmistir.
3.5. Kesirli Tiirev ve Kesirli Mertebeden SIQRV Modeli

Tanmm 3.1. f(t)fonksiyonu n kez siirekli diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.

n—1< a<n sartim1 saglayan « degeri i¢in f(t) fonksiyonunun «. mertebeden

Caputo kesirli tiirevi $DZ = ﬁ f;(t — x)" 21 (x)dx esitligi ile tanimlidir [29].

3.6. Kesirli Mertebeden SIQRV Modeli

Kesirli mertebeden SIQRV modeli, bir toplulugu temel olarak bes gruba ayirir. Birincisi

hassas bireyler, ikincisi enfekte olmus bireyler, {i¢iincilisii karantinada olan bireyler,
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dordiinciisii iyilesmis bireyler ve besincisi asilanmis olan bireylerdir. SIQRV modelinin

kesirli diferansiyel denklem sistemi olarak ifadesi asagidaki gibidir:

s _ bN — bS At S+6V+9R

dee N ¢ ’

d*l  BSI pIV

—— = bl —yl—kl+——

TR VL v

a“q (3.3)
=kl — b0 —

Jpa kl —bQ —vyQ,

a

=yl — bR — OR

gz V1t YQ —bR —9IR,

v _ S—6V —bV pIV

ate 7 N

Burada % , t zamanina gore Caputo kesirli tiirevidir.

Baslangi¢ degerleri S(0) =S, , I(0)=1,, Q(0) =Q,, R(0) =R, , V(0) =V,,
0 < a <1 seklinde tanimlanirve S + 1+ Q + R +V = N’den

d°N _d°S d°l d°Q d°R  d°V (3.4)
dt® — dte  dt®  dt* @ dt® = dt®

oldugu aciktir. Zaman degiskenine bagli olaylarda kesir mertebeden modeller hafiza
ozelligi tasidigi i¢in tam sayr mertebeden modellere gore daha gercek¢i ve dogru
sonuglar ortaya koyarlar. Bu nedenle kurulan model kesir mertebe olarak olusturuldu
[31-32]. Bu (3.3) sisteminde a = 1 alarak kesirli mertebeden diferansiyel denklemi tam

mertebeden diferansiyel denkleme indirgenir.
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Tablo 3.2. Sistemlerde kullanilan kompartimanlar ve anlamlari

Sistemlerde kullanilan kompartimanlar Anlamlar1
S(t) Popiilasyondaki hassas bireyler
1(t) Popiilasyondaki enfekte bireyler
Q(t) Popiilasyondaki karantinada olan bireyler
R(t) Popiilasyondaki iyilesmis bireyler
V() Popiilasyondaki agilanmis bireyler
N(t) Toplam niifus

Tablo 3.3. Parametreler ve anlamlari

Parametreler Anlamlar1
B Hassas bireylerin enfekte kompartimanina gegis orani
o Asilama orani
y Iyilesme orani
b Dogum ve 6liim orani
0 Asimin korumasinin diisme orani
9 Iyilesmis olanlarin bagisikligini kaybetme orani
k Enfekte gruptan karantina grubuna gegenlerin orani

N popiilasyonu boyutsuzlastirilarak yeni degiskenler yardimiyla asagidaki sekilde

olusturuldu:

(3.5)

=2l

Burada s + i+ q + r + v = 1°dir. Kesirli mertebeden SIQRV modelinin yeni formu
asagidaki gibi yazilir.

D%s(t) = b — bs(t) — Bs(t)i(t) — as(t) + Ov(t) + Ir(t),

D¥i(t) = Bs(t)i(t) — bi(t) —yi(t) — ki(t) + pi(t)v(t),

D%q(t) = ki(t) — bq(t) —yq(t), (3.6)
D%r(t) = yi(t) +yq(t) — br(t) —Ir(t),

D%*v(t) = as(t) — Ov(t) — bv(t) — Bi(t)v(t).
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3.7. Kesir Mertebeden Genellestirilmis Euler Metodu

Bu c¢alismada, Caputo kesirli tiirevi ile baslangic deger problemini ¢ozmek igin
Genellestirilmis Euler Yontemini kullandik. Matematiksel modellerin bir¢ogu lineer
olmayan sistemlerden olusur ve bu sistemlerin ¢ozlimlerinin bulunusu oldukca zor
olabilir. Cogu durumda analitik ¢oziimler bulunamaz ve bunun i¢in sayisal bir yaklagim
diistiniilmelidir. Bu yaklasimlardan bir tanesi de Genellestirilmis Euler methodudur[40].
D% (t) = f(t,y(t)), y(0) =y,, 0<a <1 0<t<a baslangic deger problemini

diisiinelim. h = % adim biiyiikligli olmak iizere [tj, tj+1] araligmij =0,1,..,n—1

olmak iizere n alt aralifa bolelim. Varsayalm ki y(t), D%y(t) ve D?*y(t) [0,a]

araliginda siirekli olsun ve Genellestirilmis Taylor formiilii kullanilarak asagidaki esitlik

elde edilir [40].

y(82) = Y(to) + s f (0, Y(t0) (3.7)

Bu islem bir dizi olusturmak i¢in tekrarlanacaktir. tj,; = t; + h olmak lizere

y(tj+1) = y(tj) + 1"(2—11) f(t-,y(tj)) , J=01,..,n—1 seklinde genellestirilmis

formiil elde edilir. h adim biiytikliigii olmak iizere Vk = 0,1, ...,n — 1 igin

Sk +1) = S(k) + r(ah—:l) (bN — bS(k) — w — aS(k) + 6V (k) + 9R(k))
h* S(k)I(k I1(k)V(k

Itk + 1) = I(k) o 1)(ﬁ (]3 ( )—bl(k) —yI(k) — kI (k) +w)

QU +1) = Q(K) + s (K1) = bQ(K) = ¥Q (k) (38)

a

R(k+1)=R(k) + T (yi(k) + yQ(k) — bR(k) — 9R(k))

(a+1)

he BICk)V (k)
N

Vik+1) =V(k) + et D @500 = OV — bV (k) -

)

elde edilir. Yaptigimiz ¢alismada aldigimiz parametreleri herhangi bir bolgeye gore
degil, yeni buldugumuz kesirli modelin sonug¢larini gérebilmek i¢in keyfi aldik. Kesirli
mertebeden SIQRV modeli yeni bir model olup asilama orani ve asinin koruyuculugunu
kaybetme oranmi igermektedir. Tiim diinyada hazir hale gelmis belli basl asilarin
(Oxford-Astra, Moderna, Sputnik, Biontech, CoronaVac) koruma oranlar1 %90-95
civarindadir. Koruyuculuk oranlar1 ag1 yapilan kisinin yas ile bagisiklik durumuna gore
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degisiklik gosterebilmektedir. COVID-19’a karst gelistirilen ve mRNA teknigini
kullanan BioNTech-Pfizer asisinin etkinlik oraninin 6 ay igerisinde %50'nin altina
distigii, bagisiklik sistemini giliclendirmek icin ileride ekstra doz gerekebilecegi,
BioNTech-Pfizer asisin1 2 doz olduktan sonra koruyuculuk oraninin %88'den %47'ye
diistiigli, sz konusu asinin 2 doz alindiktan sonra delta varyantina karsi ilk ay %93
koruma saglarken, 4 ay sonra bu oranin %53'e geriledigi, diger yeni ¢ikan varyantlara
kars1 asmin koruma oranininsa %97'lerden %67'lere diistiigli yapilan g¢alismalarda
kaydedilmistir [45].

3.8. Kesirli Mertebeden SIQRV Modelinin Niimerik Simiilasyonu

Bu bolimde kesirli  mertebeden SIQRV  modelinin  niimerik  simiilasyonu
Genellestirilmis Euler metodu kullanilarak elde edildi ve grafikleri gosterildi.
N=200, $=130, I =25, Q=10, R=20,V =15, =06 , y=0.25,
9 =0.02, k=0.001, b=0.02, 8 =0.005, ¢ =0.55 parametrelerini ele alalim.
Adim biytikligi h = 1 alinirsa asagidaki tablolar elde edilir.

Tablo 3.4. 5,1, Q, R ve V’nin @ = 1 i¢in t anindaki degerleri.

t(gin) | S(t) I(t) Q) R(t) V(t)
0 130,00 25,00 10,00 20,00 15,00
1 50,62 29,10 7,32 27,95 85,00
2 22,33 33,05 5,37 35,93 103,29
3 12,62 36,55 3,95 44,10 102,75
4 9,43 39,30 2,92 52,47 95,86
5 8,47 41,06 2,17 60,92 87,35
6 8,25 41,74 1,62 69,30 79,07
7 8,29 41,36 1,23 77,37 71,73
8 8,44 40,08 0,93 84,92 65,60
9 8,64 38,12 0,72 91,78 60,71
10 8,86 35,72 0,56 97,82 57,00
11 9,10 33,10 0,45 102,99 54,34
12 9,34 30,43 0,36 107,26 52,59
13 9,57 27,84 0,29 110,67 51,61
14 9,78 25,41 0,24 113,27 51,28
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Tablo 3.5. 5,1, Q, R ve V’nin @ = 0.9 i¢in t anindaki degerleri.

t(gin) | S(t) I(t) Qo) R(t) V(t)
0 130,00 25,00 10,00 20,00 15,00
1 47,46 29,26 7,21 28,26 87,78
2 20,20 33,36 5,22 36,57 104,63
3 11,59 36,95 3,79 45,08 102,58
4 9,01 39,70 2,76 53,79 94,71
5 8,32 41,36 2,03 62,59 85,68
6 8,22 41,83 1,50 71,27 77,16
7 8,31 41,19 1,12 79,57 69,78
8 8,49 39,61 0,85 87,26 63,76
9 8,71 37,38 0,65 94,15 59,08
10 8,95 34,75 0,50 100,12 55,64
11 9,20 31,96 0,40 105,13 53,28
12 9,45 29,19 0,32 109,17 51,85
13 9,68 26,55 0,26 112,30 51,19
14 9,90 24,11 0,21 114,60 51,16
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Tablo 3.6. S, I, Q, R ve V’nin @ = 0.8 i¢in t anindaki degerleri.

t (giin) S(t) 1(t) Q(t) R(t) V(t)
0 130,00 25,00 10,00 20,00 15,00
1 4477 29,40 7,12 28,53 90,15
2 18,52 33,62 5,09 37,11 105,64
3 10,84 37,29 3,65 4591 102,30
4 8,73 40,02 2,63 54,93 93,66
5 8,23 41,58 1,91 64,02 84,23
3] 8,21 41,87 1,40 72,95 75,55
7 8,34 40,98 1,04 81,43 68,18
8 8,54 39,16 0,78 89,21 62,28
9 8,78 36,70 0,59 96,11 57,80
10 9,03 33,89 0,46 101,99 54,60
11 9,29 30,98 0,36 106,83 52,51
12 9,55 28,13 0,29 110,66 51,35
13 9,78 25,47 0,23 113,54 50,96
14 10,00 23,04 0,19 115,56 51,19
140
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Sekil 3.6. S kompartiman modelinin zamana gore degisim grafigi

Hassas bireylerin zamanla azalarak sabit bir sekilde ilerledigi gozlemlenmektedir.

43




45
40
35
30
25
20
15
10

=] a=1

Enfekte

=i=| 0=0.9

== 0=0.8

Sekil 3.7. I kompartiman modelinin zamana gére degisim grafigi

Enfekte bireylerin belli bir t zamaninda maksimum degerini aldiktan sonra zamanla

azaldig1 gozlemlenmektedir.
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4
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2
0

Sekil 3.8. Q kompartiman modelinin zamana gore degisim grafigi

Karantinada olan bireylerin zamanla azalarak sifira yaklastigi gézlemlenmektedir.
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Sekil 3.9. R kompartman modelinin zamana gére degisim grafigi

Iyilesmis bireylerin zamanla hizl bir sekilde arttigi gézlemlenmektedir.
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Sekil 3.10. V kompartman modelinin zamana gére degisim grafigi

Asilanan bireylerin belli bir ¢ zamaninda maksimum degerini aldiktan sonra zamanla

azaldig1 ve sabit bir sekilde ilerledigi gozlemlenmektedir.
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3.9. Kararhlik Analizi

Gergek diinya problemlerinin modellenmesinde kesirli tiirevli diferansiyel denklemlerin
kullanilmasi tercih edilmektedir. Bunun nedenlerinden en 6nemlisi, kesirli mertebeden
modellerin hafiza 6zelligine sahip olmasidir. Ornegin bir salgin hastalik i¢in olusturulan
tamsayr mertebeden modelin, salginin devam ettigi farkli bolgeler {izerindeki
uygulamasinda farklilik yoktur. Ancak salgimin devam ettigi her bir farkli bolgede,
salgina ait farkli sartlarin ve parametrelerin var olmas1 muhtemeldir. Bu ise modelin her
bolgede ayn1 yapida calismast anlamina gelir ki tam olarak gercek¢i olmayabilir. Buna
ragmen, eger model kesir mertebeden ise her bolge icin optimum tiirev mertebesi
belirlenebilir. Boylece olusturulan model, {izerine ¢alisilan bolgeye 6zel bir alt modele

indirgenir. Bu sekilde daha gerc¢ekei ve dogru sonuglarin elde edilmesi saglanir [33-37].

Dogadaki kompleks problemler her zaman tam sayr mertebeden diferansiyel
denklemler tarafindan yonetilemezler. Kesir mertebeden modellerin fizik, kimya ve
miihendislik gibi bir¢ok alanda uygulamalar: goriilmektedir. Ozellikle, salgin hastaliklar
gibi karmagik mekanizmaya sahip problemler i¢in kesir mertebeden modeller ideal birer

modelleme araci olarak kullanilirlar [38-40].

R, (Reproduction) olarak adlandirilan temel c¢ogalma sayisi, tamamen duyarli bir
popiilasyona sokuldugunda tek bir enfekte birey tarafindan iiretilen yeni enfekte olmus
bireylerin sayisidir. Ry, tek bir say1r veya sayr dagilimi olarak belirtilse bile aslinda
enfeksiyonun epidemiyolojik 6zellikleri (bulasma yolu, kulugka siiresi, enfeksiyoz
periyot, toplumun kazandigi immiinite orani, agilama orani, aginin koruyuculugu gibi),
enfeksiydz etkenin biyolojik 6zellikleri, sosyo-demografik degiskenler (enfekte ve
hassas kisiler arasindaki ortamin Ozellikleri, temas riski, yogunlugu ve siiresi) gibi
bircok faktore gore degisebilir. Ry sayisi birgok parametreye baghdir. Ry > 1 ise hasta
bir kisinin hastalig1 birden fazla kisiye bulastirabilecegi ve zamanla hastaligin toplumda
giderek yayilacagi ongoriiliir. Ry < 1 ise her olgu hastaligi baska bir kisiye oransal
olarak bulastiramaz demektir ve hastalik giderek kendini sinirlar, gériilen olgular hizl
bir sekilde azalir. Ancak gerekli onlemler alinmadigi takdirde R, sayisi yeniden
biiyiiyebilir. Ry degerini azaltmak ve salgin kontroliinii saglamak igin as1 ve karantina
gibi miidahaleler yapilabilir [41]. Diinya Saglk Orgiitii (DSO)’niin pandemi uyarist
yaptigt COVID-19 hastaligi i¢in de R, degerleri degisik calismalarda tahmin edilmistir.
46



COVID-19 R, degeri, Ocak-Subat 2020 arasinda, 6zellikle Cin ve diger iilkelerde 1.4-
6.49 arasinda bulunmustur [42].

3.10. Kararhlik ile ilgili Bazi Temel Tanim ve Teoremler

Matematiksel modellemenin en Onemli problemlerinden biri hastaliksiz denge
noktasinin belirlenmesi ve sistemin kararlilik analizinin yapilmasidir. Kararlilikla ilgili

temel tanim ve teoremler asagida belirtilmistir.

Tamm 3.2. Birinci mertebeden adi diferansiyel denklem sistemi

dx
d—tl = f1 (xl(t)’ Xy (t); vy xn(t); t)
3.9
dx
d_tn = fn(x1(8), x2(2), ..., x5 (£), 1)
normal formunda verilir. (3.9) sistemi matris formunda
(3.10)

dXx
T F(X(t),t)

seklinde ifade edilir [43].

Tamim 3.3. (3.9) diferansiyel denklem sisteminde F fonksiyonu ag¢ik bir sekilde t ye

bagli degilse yani sistem

@ = F&) (3.11)
formunda ifade edilebiliyorsa (3.9) sistemine otonomdur aksi halde otonom degildir

denir [43].

Tamm 3.4. Birinci basamaktan lineer homojen sabit katsayili bir diferansiyel denklem
sistemi

X1, = a11x1 + a12x2 + + alnxn
xZ, = a21X1 + azzxz + + aann

: (3.12)
X' = ApiXy + ApaXy + 0+ AppXp,
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formundadir. i = 1,2,...,ni¢in A = [aij] reel degerli bir matris ve X = [xq, X5, ..., Xn]"

olmak tizere (3.12) sistemi
X' =AX (3.13)

seklinde ifade edilir. (3.13) sisteminin ¢6ziimii, 9 R™ de sabit bir vektor ve A bir sabit

olmak iizere X (t) = e**t formunda aranirsa le*%9 = Ae’%9 ifadesinden
(A—AD9 = 0 (3.14)

elde edilir. (3.14) lineer denklem sisteminin asikar olmayan ¥ ¢dziimiiniin mevcut ve
tek olmasi igin det(A — AI) = 0 olmalidir. Bu esitligi saglayan A sayilarina, nxn lik A
matrisinin 6zdegerleri denir. Her bir A 6zdegerine karsilik gelen sifirdan farkli ¢

vektoriine 6zvektor denir.

a1 — A A1n
det(A—AD) =| : =0 (3.15)
An1  Opp — A

seklinde ifade edilir. Buradan, b,, # 0 olmak {izere

Py(A) = by A" 4 by AV 4 o+ by A4 by =0 (3.16)
elde edilir. Bu ifade A matrisinin karakteristik denklemi olarak ifade edilir [43].

Tammm 3.5. F(X) = O esitligini saglayan sabit bir X ¢dziimiine (3.10) diferansiyel

denklem sisteminin kritik noktasi veya denge noktasi ad1 verilir [43].

Teorem 3.1. (Routh-Hurtwitz Kararhhk Kriteri)

a; (i = 1,2, ...,n) reel sabitler olmak tizere

P ="4+a, " "+ tay_A+a, =0 (3.17)

aa 1 0 0
e 1 a 1 0 as a, a; ~ aq
Hy =(ay) ,H; = ( . 2)'1‘13 =las a a |, Hy=|as a, az ™~ az
as a, das : : oo /
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olmak {izere tanimlansin. (3.17) polinomunun negatif reel kisimli koklerinin olmasi igin
H; (j = 1,2,...,n)Hurtwitz matrislerinin tim determinantlar1 pozitif olmalidir. Yani

detH; >0, j=1,2,..,n esitsizligi saglanmalidir [43].

Teorem 3.2. X, Z—f = F(X) sisteminin bir denge noktas olsun. F nin X daki Jakobiyen

matrisi / (X) olmak iizere Jakobiyen matrisinin dzdegerleri i = 1,2, ..., n igin A; olsun.
(i) Vi,i = 1,2,...,nigin Re(4;) < 0 ise X lokal asimptotik kararl1 bir denge noktasidir.
(i) 3i,i = 1,2, ...,nicin Re(4;) > 0 ise X denge noktasi kararsiz bir denge noktasidur.

(iii) 3i,i = 1,2,..,n igin Re(4;) =0 ise X lineerlestirilmis sistemin kararli denge
noktasi olarak kabul edilse bile, (3.9) sisteminin asimptotik kararl, kararli veya kararsiz

denge noktasi olabilir [44].
3.11. Kesirsel SIQRV Modelinin Kararhhk Analizi

Matematiksel modellemenin en 6nemli problemlerinden biri sistemin hastaliksiz denge
noktasinin belirlenmesi ve kararlilik analizi ¢alismasidir. Hastaliks1z denge noktasini
bulmak i¢in (3.3) sisteminde DS = 0,D*I =0, D*Q =0, D*R = 0, D*V = 0 alinur.
(3.3) sisteminde hastaliksiz denge noktasini belirlemek igin I(t) = 0 ve Q(t) = 0 alinir.

Burada
N(6+b) No

Ey=(S0,10,Q0,Ro, Vo) = (—5-,0,0,0,

g+6+b g+6+b

) (3.18)

hastaliksiz denge noktas: elde edilir. Sistemin hastaliksiz denge noktasindaki Jacobian

matrisi
—o—b —b6+b) 0 9 0
o+0+b
0 B—v—k—b 0 0 0
J(Ep) = 0 k —y—>b 0 0 (3.19)
0 y y -9 —b 0
o —bo 0 0 —6-b
o+6+b

elde edilir. Jacobian matrisinden (3.19) elde edilen 6zdegerler
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A =F—-y—k—b,

/12 - _y - b1
A3 =—0—b, (3.20)
/14 = _b,

As=—0—b—0,
olarak elde edilir. Burada 8, b, k,y,9, g, 8 parametreleri pozitif tanimli reel sayilardir.
A, <0,13 <0,44 <0ve A5 < 0 oldugu agiktir. 4; < 0 ise hastaliksiz denge noktasi

yerel asimptotik kararhidir. 4; > 0 ise hastaliksiz denge noktas1 kararsizdir.

B—y—k—b<0ise B<y+k+bdir R,= < 1 temel ¢ogalma oranidir.

y+k+b
Ry < 1 ise hastalik kendini sinirlar ve salgin azalir. Ry > 1 ise hastalik yayillmaya

devam eder ve salgin artar.

Teorem 3.3. Vt=>0 igin (3.3) sisteminin S(0)=S5,=>0 , I1(0)=1,=0,
Q(0) =Qy=0,R(0) =R, =0,V(0) =V, = 0 baslangi¢ kosullarina sahip ¢6ziimleri
(S(0),1(t), Q(t),R(t),V(t))eR? negatif degildir [45].

3.12. Kesirli Mertebeden SIQRV Modelinin Niimerik Simiilasyonu

Genellestirilmis Euler methodu kullanilarak kesirli mertebeden SIQRV modelinin
niimerik simiilasyonu elde edildi. Diinya Saglik Orgiitii (DSO), Tiirkiye Istatistik
Kurumu (TUIK) ve Tiirkiye Cumhuriyeti Saglik Bakanlig1 kaynaklarmdan elde edilen
verilere gore, Tiirkiye'de Ozellikle 29 Temmuz 2022 tarihini dikkate alarak
parametreleri belirleyelim [42].

S =21999069 , [ =593268 , Q =279750 , R =3921347 , V =5682092 ,
p =0.03752,y = 0.89,9 = 0.005, k = 0.7, b = 0.0000364, 8 = 0.0055, 0 = 0.67
olmak iizere adim biyiikligi h = 0.1 olarak alimirsa Euler metodu kullanilarak

asagidaki tablolar elde edilir.
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Tablo 3.7. S,1, Q, R ve V’nin a@ = 1 i¢in t anindaki degerleri.

t (ay) S I(®) Q(t) R(®) 40
0 21999069,00 593268,00  279750,00 3921347,00 56820928,00
1 20557710,42 501033,85  296379,99 3996874,58 58260686,02
2 19213814,42 423139,17  305073,46 4065631,59 59603070,10
3 17960789,02 357354,61  307540,55 4128191,61 60854670,25
4 16792488,25 301797,45  305183,15 4185081,75 62021630,52
5 15703182,01 254877,66  299146,56 4236786,00 63109679,14
6 14687527,84 215252,40  290362,86 4283748,50 64124156,72
7 13740544,75 181787,61  279587,18 4326376,60 65070042,47
8 12857588,72 153525,52  267428,03 4365043,71 65951978,66
9 12034329,88 129657,28  254372,75 4400091,91 66774293,44
10 11266731,29 109499,79  240808,66 4431834,52 67541022,08
11 10551029,07 92476,15 227040,80  4460558,33 68255926,82
12 9883713,96 78099,13 213306,67 4486525,79 68922515,32
13 9261514,05 65957,28 199788,54  4509976,99 69544057,92
14 8681378,77 55703,09 186623,64  4531131,47 70123603,66
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Tablo 3.8. S,I, Q, R ve V’nin @ = 0.9 i¢in t anindaki degerleri.

t (ay) S() I(t) Qo) R(t) V(t)
0 21999069,00  593268,00  279750,00 3921347,00  56820928,00
1 20112377,19  472536,48  301518,12 4020210,17  58705524,70
2 18392676,57 376374,14  309687,83 4107472,64  60423282,10
3 16825183,06  299781,08  308094,62 4184420,91  61988979,90
4 15396421,9 238774,93  299668,97  4252204,85  63416088,50
5 14094111,69 190183,69  286635,0/ 4311851,00 64716885,20
6 12907058,61  151480,90 270667,36  4364274,70  65902559,80
7 11825060,09 120654,23  253013,68 4410291,41  66983310,90
8 10838816,97 96100,87 234592,13  4450626,90 67968433,90
9 9939853,52 76544,17 216066,97 4485926,66  68866400,90
10 9120444,43 60967,31 197908,12  4516764,37  69684933,60
11 8373548,39 48560,38 180437,55 4543649,59  70431069,80
12 7692747,49 38678,28 163865,53 4567034,65  71111224,00
13 7072192,01 30807,21 148318,72  4587320,91  71731242,90
14 6506550,09 24537,92 133861,96 4604864,33  72296454,90
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Tablo 3.9. S,1, Q, R ve V’nin a = 0.8 i¢in t anindaki degerleri.

t (ay) S(t) I(t) Q(®) R(1) 40)
0 21999069,00 593268,00 279750,00 3921347,00 56820928,00
1 19546377,90 436317,56 308048,46 4049868,69 59270895,51
2 17375898,25 320888,73 313365,77 4158785,33  61438908,21
3 15455150,46 235996,90 304128,38 4250923,31 63357436,04
4 13755394,31 173563,43 286178,08 4328718,88 65055209,89
5 12251198,25 127646,89 263509,60 4394267,28 66557652,37
6 10920058,33 93877,70 238804,96 4449366,93 67887258,82
7 9742061,03 69042,22 213819,48 4495558,98 69063934,49
8 8699584,97 50777,02 189659,83 4534162,27 70105292,81
9 7777036,93 37343,92 166983,57 4566304,08 71026919,30
10 6960618,40 27464,56 146141,61 4592946,95  71842605,14
11 6238118,86 20198,81 127279,45 4614912,07 7256455374
12 5598733,03 14855,21 110408,56 4632899,50 73203563,55
13 5032899,05 10925,27 95456,31 4647505,66 73769189,88
14 4532155,38 8035,00 82300,52 4659238,41 74269887,95
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25000000,00
20000000,00
»» 15000000,00
©
@ — S a=1
T
10000000,00 — S =09
s § a=0.8
5000000,00
0,00
0 5 10 15
t

Sekil 3.11. S kompartiman modelinin zamana gore degisim grafigi

Hassas bireylerin zamanla azaldig1 gézlemlenmektedir.

700000

600000

500000

400000
a=1

Enfekte

300000 U a0,

200000 s | 0=0.8

100000

Sekil 3.12. I kompartiman modelinin zamana gore degisim grafigi

Enfekte bireylerin zamanla azaldig1 gézlemlenmektedir.
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350000,00

300000,00

250000,00

200000,00

150000,00

Karantina

100000,00

50000,00

0,00

15

—Q
—aq
Q

a=1
a=0.9
a=0.8

Sekil 3.13. Q kompartiman modelinin zamana gore degisim grafigi

Karantinada olan bireylerin ilk i{i¢ ay artarken takip eden aylarda zamanla azaldigi

gozlemlenmektedir.

4700000,00
4600000,00
4500000,00
4400000,00

Is

4300000,00

= 4200000,00

iyilesm

4100000,00
4000000,00
3900000,00

3800000,00

15

a=1
a=0.9
a=0.8

Sekil 3.14. R kompartiman modelinin zamana gore degisim grafigi

Iyilesmis bireylerin zamanla arttig1 gézlemlenmektedir.
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80000000,00

70000000,00
60000000,00

« 20000000,00

£
£ 40000000,00 —_—V o=l
o
< 30000000,00 eV  a=0.9
\Y a=0.8
20000000,00
10000000,00
0,00
0 5 10 15

Sekil 3.15. V Kompartiman modelinin zamana gore degisim grafigi
Asilanan bireylerin zamanla yavasga arttig1 gézlemlenmektedir.
3.14. Sonuglar

Bu ¢alismada SIQR modeline V' kompartiman modeli eklenerek yeni bir model elde
edildi. Asilama orant ve asmin koruyuculugu kaybetme orani modellemeye dahil
edilerek, asilama ile birlikte salginin ne sekilde degisecegi niimerik simiilasyonlar
yardimiyla incelendi. Enfeksiyonlara, delta ve diger varyantlara karst koruma orani, tam
asilamadan kisa bir siire sonra yiiksekti, ancak belli bir siire sonra koruma orani azaldi.
Elde edilen grafiklerde hassas bireylerin zamanla azalarak sabit bir sekilde ilerledigi,
enfekte bireylerin zamanla azalarak sifira yaklastigi, karantinada olan bireylerin
zamanla azalarak sifira yaklastigi, iyilesen bireylerin belli bir ¢ zamaninda maksimum
degerini aldiktan sonra zamanla azaldig1 ve asilanan bireylerin zamanla hizli bir sekilde

arttig1 gézlemlenmistir.

Bu calismada Diinya Saglik Orgiitii (DSO), Tiirkiye Istatistik Kurumu (TUIK) ve
Tiirkiye Cumhuriyeti Saglik Bakanligi kaynaklarindan elde edilen verilere gore,
Tiirkiye'de 6zellikle 29 Temmuz 2022 tarihi dikkate alinarak COVID-19 igin kesirsel
SIQRV modelinin yeni bir uygulamasi: yapildi ve elde edilen niimerik sonuglar

yardimiyla grafikler cizildi. Asilama orami ve asinin koruyuculugu kaybetme orani
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dikkate alinarak asilama ile birlikte salgimnin ne sekilde degisecegi incelendi. Kesirsel
SIQRV modelinin hastaliksiz denge noktasi elde edilerek kararlilik analizi yapildi ve
temel ¢cogalma orani olan R, sayisinin énemi vurgulandi. Elde edilen grafiklerde hassas
bireylerin zamanla azaldigi, enfekte bireylerin zamanla azaldigi, karantinada olan
bireylerin ilk ti¢ ay artarken takip eden aylarda zamanla azaldigi, iyilesen bireylerin

zamanla arttig1 ve agilanan bireylerin zamanla yavasca arttig1 gézlemlenmistir.
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4, BOLUM

KESIRSEL PSQ, SIGARA MODELI ILE KESIRSEL SAQ ALKOL
MODELININ UYGULAMASI VE KARARLILIK ANALIZi

Sigara kullanimi diinyada en sik goriilen aligkanliklarin basinda gelmekle beraber
icerisinde barindirdig1 zararli maddeler ile birlikte insanlarin sagligini bozarak
6liimlerine neden olmaktadir. Her yi1l pek cok insan sigaradan ya da sigaraya dogrudan
maruz kalarak sagligini kaybetmektedir. Bu ¢alismada sigara kullaniminin kesirsel bir
modeli ile ilgili yeni bir uygulamasi ve kararlilik analizini yapildi. Bu model heniiz
sigara igmeyen ama gelecekte sigara i¢ebilecekler (P), potansiyel sigara i¢enler (S) ve
sigaray1 kesin olarak birakanlar (Q,) olmak iizere li¢ kompartimandan olusmaktadir.
Kesirli tiirev Caputo anlaminda kullanilmaktadir. Sigara kullaniminin matematiksel
modeli i¢in olusturulan kesirsel PSQ, modeli ile ilgili matematiksel analizler yapilarak

nlimerik sonuglar Euler metodu yardima ile elde edildi ve grafikler ¢izildi.

Sigara kullanimi1 diinyada en 6nemli 6liim nedenlerinden biridir. 20. yilizyilda 100
milyon kisi tiitlin kullanim1 nedeniyle hayatin1 kaybetmistir ve her yil 5.4 milyon kisi
tiitlin kullanimina bagl olarak hayatin1 kaybetmektedir. Giiniimiizde 1 milyardan fazla
insanin yasamini tehdit eden kiiresel bir sorun olan sigara kullaniminin hayati tehdit
eden en sik sekiz hastaligin altist i¢in risk faktorii oldugu bilinmektedir [46]. Sigarayi
birakma modellerinin tanimlanmasinda matematiksel modelleme Onemlidir. Bu
modeller, sigaranin yayilmasimi ve kontroliinii analiz edebilecegimiz gercegi goz
oniinde bulundurularak adi diferansiyel denklemler sistemleri kullanilarak incelenmistir.
Sigara igmenin giinlimiiz diinyasinda yaygin durum oldugu iyi bilinmektedir. Sigara
icme yaygmhigmmin artisinda toplumdaki bireylerin sosyal davraniglarinin etkisinin
biiyiilk oldugu oldukg¢a agiktir. Sigara igmek bir popiilasyondaki insanlarin sosyal

davraniglarini son derece etkilemektedir [47-50].

Matematiksel modellemenin temel amaci ger¢cek yasam problemlerini matematiksel
olarak ifade ederek siireglerin isleyisini agiklayabilmektir. Bununla birlikte modellenen
siirecin kontrol edilebilmesi de Onemlidir. Matematiksel modeller, bir sistemi
aciklamaya, cesitli bilesenlerinin etkilerini incelemeye ve davramiglar1 hakkinda

tahminlerde bulunmaya yardimci olmak igin gelistirilmistir. Matematiksel modelleme
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yontemi sadece salgin hastaliklarin ve sigara birakma modellerinin temsilinde degil

farkli dinamiklerin modellenmesinde de kullanilmaktadir [51-54].

Sigara kullanim modeli olusturulurken heniiz sigara i¢meyenler, sigara igenler ve
sigaray1 birakan kisiler ele alinmistir. Bu modelle ilgili uygulama yapilirken Tiirkiye’de
2019 yilindaki TUIK’in sigara kullanim verileri esas alinarak niimerik bir ¢alisma

yapilmustir [55].
4.1. Kesirsel PSQ,, Sigara Modeli

Kesirsel PSQ, modeli, bir toplulugu temel olarak ii¢ ana gruba ayirir. Birincisi heniiz
sigara igmeyen ama gelecekte sigara igebilecekler, ikincisi sigara igenler ve tigiinciisii
sigaray1 kesin olarak birakanlardir. PSQ,modelinin kesirli diferansiyel denklem sistemi

olarak ifadesi asagidaki gibidir.

dopP . BPS

dee VTR N’

d*S BPS (4.1)
T R Ak

d*qQ,

qte =VyS—uQy

Burada % , t zamanina gore Caputo kesirli tiirevidir. Baslangi¢ degerleri P(0) = P, ,

S(0)=S, , Qy(0)= Qp,» 0<as1 seklinde tanimlanir ve P+S+Q, =N
esitliginden

d°N _d°P  d°S  d“Q, (4.2)
dt®  dt®  dt®  dt®

oldugu aciktir. Zaman degigskenine bagli olaylarda kesir mertebeden modeller hafiza
ozelligi tasidigi i¢in tam sayr mertebeden modellere gore daha gercek¢i ve dogru
sonuglar ortaya koyarlar. Bu nedenle kurulan model kesir mertebe olarak olusturuldu

[54]. Bu (4.1) sisteminde a = 1 alarak kesirli mertebeden diferansiyel denklemi tam
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mertebeden diferansiyel denkleme indirgenir. Biitiin kompartiman ve parametreler
Tablo 4.1. ve Tablo 4.2. de gosterildi.

Tablo 4.1. Sistemlerde kullanilan kompartimanlar ve anlamlari

Sistemlerde kullanilan Anlamlar1
kompartimanlar
P(t) t zamaninda heniiz sigara icmeyen ama gelecekte

sigara i¢ebilecek bireylerin sayisi

S(t) t zamaninda potansiyel sigara igen bireylerin sayist
Qp(t) t zamaninda sigaray1 kesin olarak birakan bireylerin
N(t) say1s1

Toplam niifus

Tablo 4.2. Parametreler ve anlamlari

Parametreler Anlamlan

B Yillik sigaraya baslama oram
Yillik dogum ve 6liim orani

Yillik sigaray1 birakma orani

S R T

Yillik sigaraya bagli 6liim oran

Dogal dogum ve 6liim oranlar1 modelde esit olarak kabul edildi. Tiim dogumlar sigara
icmeyen smifa girmis kabul edilir. Modelde tanimlanan parametreler zamana gore
degisim gostermemektedir. Sigaranin neden oldugu bazi hastaliklarla iliskili 61iim oram
yoktur [46-54]. N popiilasyonu boyutsuzlastirilarak yeni degiskenler yardimiyla
asagidaki sekilde olusturuldu.

P S Qp (4.3)
PEN SN T
p+s+q, =1dir. Kesirsel PSQ, sigara modelinin yeni formu asagidaki sekilde

yazilir.
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D*p(t) = p— pp(t) — Bp(O)s(t),

D%s(t) = Bp(®)s(t) — us(®) —ys(6) — Os(0), (4.4)
D%qy(t) = ys(t) — gy, (0.

4.2. Kesirsel PSQ, Modelinin Kararhlik Analizi

Sigarasiz denge noktasimni bulmak igin (4.4) sisteminde Dp = 0, D%s =0, D%q, = 0

alinir. (4.4) sisteminde sigarasiz denge noktasini belirlemek i¢in s(t) = 0 alinir.

EO = (pO »So 'qpo) = (1'01 O) (45)

sigarasiz denge noktasi elde edilir. Sistemin sigarasiz denge noktasindaki Jacobian

matrisi

—u —B 0
](Eo)=<0 B—pu—y—0 0) (4.6)
0 Y —u

elde edilir. Jacobian matrisinden (4.6) elde edilen 6zdegerler

/11=—,Ll,
/12=_,u, (47)
A3=p—u—-y-—90,

olarak elde edilir. Burada fS,u,y,0 parametreleri pozitif tanimli reel sayilardir.
A1 <0, 4, <0 oldugu aciktir. 13 < 0 ise sigarasiz denge noktasi yerel asimptotik

kararlidir. A3 > 0 ise sigarasiz denge noktas1 kararsizdir.

B—u—y—0<0ise f<u+y+0dr R,=

ey < 1temel c¢ogalma oranidir.

Ry < 1 oldugunda potansiyel sigara icenler ile sigara igmeyenler arasindaki temas orant
daha azdir. Ry > 1 oldugunda potansiyel sigara igenler ile sigara icmeyenler arasindaki

temas orani daha fazladir. Bu durumda sigara kullaniminin artmas1 beklenir.
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Teorem 4.1.Vt = 0i¢inP(0) = P, = 0, S(0) =S, =0, Q,(0) = on > 0 baslangig

kosullarina sahip ¢6ziimleri (P(t), S(t), Qy (t)) €R3 negatif degildir [54].
4.3. Kesirli PSQ, Modelinin Tiirkiye i¢cin Niimerik Simiilasyonu

Bu bolimde kesirli PSQ, modelinin niimerik simiilasyonu Genellestirilmis Euler
metodu kullanilarak elde edildi ve grafikleri gosterildi. Tiirkiye’nin 2019 yilindaki
niifusunu dikkate alarak sigara kullanim verilerine gore asagidaki parametreler ele alindi
[55]. 2019 yilinda Tiirkiye’deki sigara kullanim verilerine gore sigara kullanmayan
orani, sigara kullanan ve sigarayr birakan popiilasyon orani asagidaki gibi grafikte

gosterildi.

M Sigara Kullanmayanlarin
Orani
W Sigara icenlerin Orani

m Sigarayi Birakanlarin Orani

M Diger

Sekil 4.1. Tiirkiye’nin 2019 yilindaki Sigara Kullanim Verileri

N = 8300004 , P = 45046935, S = 23003604 , Q, = 11084706, p =0.1798,
y = 0.272, u = 0.0053, 8 = 0.001 olmak iizere adim biiylikliigii h = 1 olarak alind1.

P(k+1) =Pk o N P BPS
(e +1) = POO) + s (1 = P =57

_ h®  (BPS (4.8)
S(k+1)—S(k)+r(a+1)< - —,uS—y.S'—HS),
Qp(k+1)=Qp(k)+m(]/S—qu).
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Euler metodu kullanilarak Yk = 0,1, ... , n — 1 i¢in asagidaki tablolar elde edilir.

Tablo 4.3. P, S ve Q,’nin @ = 1 igin ¢ anindaki degerleri.

t (yrl) P(t) S() Qp(©)
0 45046935,00 23003604,00 11084706,00
1 43003313,11 18846474,36 17282937,34
2 41459623,69 15357172,63 22317578,80
3 40300522,03 12462537,37 26376446,59
4 39438830,45 10082212,26 29626461,59
5 38808331,91 8137705,55 32211803,08
6 38358418,48 6557111,59 34254536,43
7 38050159,45 5277127,07 35856521,75
8 37853417,73 4243478,72 37101860,75
9 37744727,49 3410485,94 38059447,10
10 37705722,14 2740206,23 38785384,20
11 37721960,49 2201428,37 39325157,76
12 37782043,02 1768662,17 39715522,95
13 37876940,71 1421201,19 39986106,78
14 37999481,54 1142292,52 40160747,14
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Tablo 4.4. P, S ve Q,’nin @ = 0.9 i¢in t anindaki degerleri.

t (yil) P(t) S(t) Qp(®)
0 45046935,00 23003604,00 11084706,00
1 42922079,18  18681228,54 17529316,91
2 41336899,50  15081619,35 22715994,05
3 40162300,61  12121756,42 26856076,45
4 39301825,61  9710715,52  30136259,45
5 38683016,76  7760414,90  32716495,15
6 38251079,57  6190996,39  34730943,60
7 37964286,97  4932944,28  36290440,70
8 37790649,64  3927350,33  37485551,69
9 37705493,21  3125213,43  38389682,79
10 37689682,28  2486308,58  39061977,57
11 37728307,18  1977930,08  39549877,60
12 37809704,038  1573672,41  39891313,44
13 37924716,91  1252327,14  40116538,81
14 38066137,83 996925,27 40249642,75
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Tablo 4.5. P, S ve Q,’nin @ = 0.8 igin t anindaki degerleri.

t (yil) P(t) S(t) Qp(t)
0 45046935,00 23003604,00 11084706,00
1 42852759,42  18540218,50  17739561,23
2 41233326,74  14848246,12  23053068,05
3 40047012,16  11835541,04  27258141,48
4 39189031,15  9401456,46 30559461,03
5 38581412,44  7449202,13 33131148,78
6 38165722,72 5891814,66 35118069,54
7 37897846,52  4654330,19 36638867,11
8 37744243,32 3673860,34 37789617,87
9 37679250,05  2898621,36 38647485,63
10 37683121,11  2286531,12 39274072,30
11 37740590,93 1803714,11 39718339,66
12 37839809,32 1423088,38 40019077,90
13 37971545,67 1123111,95 40206947,53
14 38128589,13 886712,44 40306143,50

Temel ¢ogalma oram1 R, = E_ olmak iizere elimizdeki

oy parametrelere gore

Ry, = 0,64606539705 elde edilir. Ry < 1 olurki potansiyel sigara igenler ile sigara
igmeyenler arasindaki temas orani daha azdir. Bu durumda ilerleyen yillarda Tiirkiye’de

sigara kullanim oraninda resmi verilere gore bir diisiis beklenmektedir.
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Sekil 4.2. P kompartiman modelinin zamana gore degisim grafigi
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Sekil 4.3. S kompartiman modelinin zamana gore degisim grafigi
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Sekil 4.4. Q,, kompartiman modelinin zamana gore degisim grafigi

Tablo 4.3., Tablo 4.4. ve Tablo 4.5.te a’nin farkli durumlan igin P,S ve Q, nin

degisimleri goriilmektedir. Yukaridaki grafiklere gore asagidaki yorumlar yapildi.

*Heniiz sigara igmeyen ama gelecekte sigara igebilecek bireylerin sayisinin zamanla

azalarak bir noktada minimum degeri aldiktan sonra arttig1 gozlemlenmektedir.
*Sigara i¢en bireylerin zamanla azaldig1 gézlemlenmektedir.

*Sigaray1 birakan bireylerin zamanla arttig1 gozlemlenmektedir.

4.4. Sigara Kullanimu ile Tlgili Sonuclar

Bu ¢aligmada sigara kullanimma iliskin kesirsel PSQ, modelinin [55] deki veriler
dikkate alinarak yeni bir uygulamasi yapildi ve elde edilen niimerik sonuglar yardimiyla
grafikler ¢izildi. Kesirsel PSQ, modelinin sigarasiz denge noktasi elde edilerek
kararlilik analizi yapildi ve temel ¢ogalma orani olan R, sayist bulundu. Elde edilen
grafiklerde heniiz sigara igmeyen ama gelecekte sigara igebilecek bireylerin sayisinin
zamanla azalarak bir noktada minimum degeri aldiktan sonra arttigi, sigara igen
bireylerin zamanla azaldigi ve sigarayr birakan bireylerin zamanla arttig1

gozlemlenmektedir.
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4.5. Kesirsel SAQ Alkol Modelinin Tiirkiye Uygulamasi ve Kararhlik Analizi

Diinya Saglik Orgiitiine gore alkol bagimliligi, alkoliin yinelenen bir bi¢imde veya
stirekli ~ bigimde  kullamimindan  kaynaklanan  kullanim  bozuklugu olarak
tanimlanmaktadir. Alkol kullanim1 diinya niifusunun sagligi konusunda 6nde gelen risk
faktorlerinden biridir ve birgok hastaliga yol agmaktadir, toplumlar iizerinde sosyal ve
ekonomik agidan pek c¢ok yiik olusturmaktadir. Alkol bagimliligi siklikla farkl
psikolojik veya bedensel sorunlarla birlikte goriiliir. Alkol bagimliligi tanisi alan
kisilerde farkli maddelere bagimlilik riski, duygu durum bozukluklari, depresyon, kaygi
sorunlar sizofreni, kisilik bozukluklar1 gibi ruhsal problemler goriiliirken ayn1 zamanda
bedensel olarak da karacigerde biiylime, yaglanma, sarilik, kanser ve siroz, yiiksek
tansiyon, kalpte biiyiime ve ani kriz, damar tikaniklar1 goriilmektedir [56]. Alkoli
birakma modellerinin tanimlanmasinda matematiksel modelleme Onemlidir. Bu
modeller, alkol kullaniminin kontroliinii analiz edebilecegimiz gergegi goz Oniinde
bulundurularak adi diferansiyel denklem sistemleri kullanilarak incelenmistir. Alkol
kullanmanin giiniimiiz diinyasinda yaygin durum oldugu iyi bilinmektedir. Alkol
kullaniminin bir popiilasyondaki insanlarin sosyal davraniglarini son derece etkiledigini
de biliyoruz. Toplumda siddet ve biling dis1 hareketler olusmasinin en 6nemli sebebi
alkoldiir. Yapilan aragtirmalarda alkol kullannminin geng yaslarda baslayip; toplumda

bulasict hastalik gibi kullanimin yayildigi gériilmektedir [57].

Matematiksel salgin modellerinden yararlanilarak sigara igme, alkol kullanma, internet
kullanma gibi modellemeler olusturulmustur. Bir matematiksel modelin R, ¢ogalma
orani, salginin veya sosyal bulasiciligin artip azalmasi hakkinda bize bilgi sunmaktadir.

Ry, modelin parametrelerinden olusmaktadir [58].
4.6. Kesirsel SAQ Modeli

Kesirsel SAQ modeli, bir toplulugu temel olarak ii¢ ana gruba ayirir. Birincisi heniiz
alkol kullanmayan ama gelecekte alkol kullanabilecekler, ikincisi alkol kullananlar ve
tiglinciisii alkol kullanmayr kesin olarak birakanlardir. SAQ alkol modelinin kesirli

diferansiyel denklem sistemi olarak ifadesi asagidaki gibidir.
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des BAS
= uN —pus - ==,

dt¢ N

C;if:'glvﬁ—uA—wA—mA, (4.9)
Ccl;g = mA — uQ.

Burada % , t zamanina gore Caputo kesirli tiirevidir. Baslangi¢ degerleri S(0) = S, ,

A(0) = Ay, Q(0) = Qp, 0 < a < 1 seklinde tanimlanir ve S + A + Q = N esitliginden

d°N _d“s d“A d°Q (4.10)
dt® — dte  dt* = dte

oldugu aciktir. Zaman degiskenine bagli olaylarda kesir mertebeden modeller hafiza
ozelligi tasidigi icin tam sayr mertebeden modellere gore daha gercekei ve dogru
sonuclar ortaya koyarlar. Bu nedenle kurulan model kesir mertebe olarak olusturuldu
[57]. Bu (4.9) sisteminde a = 1 alarak kesirli mertebeden diferansiyel denklemi tam
mertebeden diferansiyel denkleme indirgenir. Biitiin kompartiman ve parametreler
Tablo 4.6. ve Tablo 4.7. de gosterildi.

Tablo 4.6. Sistemlerde kullanilan kompartimanlar ve anlamlari

Sistemlerde kullanilan Anlamlar1
kompartimanlar
S() t zamaninda alkol kullanmayan bireylerin sayisi
A(t) t zamaninda alkol kullanan bireylerin sayisi
Q) t zamaninda alkol kullanmay1 kesin olarak birakan

bireylerin sayisi

N(t) Toplam niifus

Tablo 4.7. Parametreler ve anlamlari

Parametreler Anlamlari

B Yillik alkole baslama orani

U Yillik dogal dogum ve 6liim oran1
m Yillik alkolu birakma orani
w

Yillik alkole bagli 6liim orani
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Tiim bireyler hassas sinif i¢ine dogar. Daha sonra ergenlik yasini gectiklerinde yasadigi
toplumsal ¢evrenin etkisiyle kotii aligkanliklardan biri olan alkolii taniyip, tiiketmeye
baslayabilir. Boylece alkol ile tanismis olur. Dogal dogum ve 6liim oranlar1 modelde
esit olarak kabul edildi. Tiim dogumlar hassas sinifa girmis kabul edilir. Modelde
tanimlanan parametreler zamana gore degisim gostermemektedir. Alkol kullaniminin
neden oldugu bazi hastaliklarla iligkili 6liim orani yoktur [56-57]. N popiilasyonu
boyutsuzlastirilarak yeni degiskenler yardimiyla asagidaki sekilde olusturuldu.

(4.11)

,a = ,q =

2>
EJES

s+ a + g = 1’dir. Kesirsel SAQ alkol modelinin yeni formu agagidaki sekilde yazilir.

D%s(t) = p— pus(t) — Bs(t)a(d),
D%a(t) = Bs(t)a(t) — ua(t) — ma(t) — wal(t), (4.12)

D%q(t) = ma(t) — uq(t).
4.7. Kesirsel SAQ Modelinin Kararhhk Analizi

Alkolsiiz denge noktasini bulmak i¢in (4.12) sisteminde D%s = 0, D%a =0, D*q =0

alinir. (4.12) sisteminde alkolsiiz denge noktasini belirlemek igin a(t) = 0 alinr.
EO = (SOraOrqO) = (11010) (413)

alkolsiiz denge noktasi elde edilir. Sistemin alkolsiiz denge noktasindaki Jacobian

matrisi

—u —B 0
](E0)=<O B—u—m-—w 0) (4.14)
0 m —u

elde edilir. Jacobian matrisinden (4.14) elde edilen 6zdegerler

ﬂ“l =K
Ay = —u, (4.15)
A= —-—u—m-—w,
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olarak elde edildi. Burada S, u,m,w parametreleri pozitif tanimli reel sayilardir.
A1 <0, 4, <0oldugu aciktir. A; < 0 ise alkolsiiz denge noktasi yerel asimptotik

kararlidir. A3 > 0 ise alkolsiiz denge noktas1 kararsizdir.
B

u+m+w

B—u—m—-w<0 ise f<u+m+w olur. Ry = <1 temel c¢ogalma

oranidir. Ry < 1 oldugunda zamanla alkol kullannm oran1 azalacaktir. Ry > 1

oldugunda zamanla alkol kullanim orani artacaktir.

Teorem 4.2. Vvt >0, S(0)=S5,=>0, A(0) =4,=0, Q(0) = Qy = 0 baslangic
kosullarma sahip ¢oziimleri (S(t), A(t), Q(t)) R3 negatif degildir [57].

4.8. Kesirli SAQ Alkol Modelinin Tiirkiye icin Niimerik Simiilasyonu

Bu boliimde kesirli SAQ alkol modelinin 2019 yili i¢in Tiirkiye alkol kullanimina iliskin
niimerik simiilasyonu Genellestirilmis Euler metodu kullanilarak elde edildi ve

grafikleri gosterildi. [58] deki verilere gore asagidaki parametreler kulanildi.

S =47.236.00, A =13.324.075,Q = 111914, f = 0.0003, m = 0.08, u = 0.022,
w = 0.003 olmak iizere adim biiyiikliigii h = 1 olarak alindi.

Bu durumda Genellestirilmis Euler mekanizma,

a

_ BS(k)A(k)
S(k+1)—5(k)+m —>;

(u—uS(k) - N

(4.16)

Ak +1) = AGR) +— <ﬁ5<k>A(k)

ra+1 N — uA(k) —mA(k) — WA(k)) ,

a

h
Qk+1) =Q(k) + et D (mA(k) — uQ(k)),

olarak yazilir. Buradan Vk = 0,1, ...,n — 1 i¢in asagidaki tablolar olusturuldu.
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Tablo 4.8. S,Ave Q’nun a = 1 i¢in t anindaki degerleri

t (yil) S A(t) Qo)
0 47236000,00 13324075,00 111914,00
1 48020534,09  11847377,52 1255322,34
2 48788026,96 10534374,94  2246579,71
3 49538833,66  9366916,98 3103111,20
4 50273303,06  8328866,40 3840397,62
5 50991777,89  7405875,67 4472191,38
6 51694594,77  6585188,43 5010708,48
7 52382084,20  5855462,94 5466799,10
8 53054570,66  5206615,18 5850099,33
9 53712372,62  4629679,34 6169166,05
10 54355802,55  4116683,74 6431596,82
11 54985167,05  3660540,64 6644136,49
12 55600766,82  3254948,13 6812771,99
13 56202896,76  2894303,02 6942816,54
14 56791846,02  2573623,34 7038984,64
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Tablo 4.9. S,Ave Q’nun a = 0.9 igin t anindaki degerleri

t (yil) S A(t) Qo)
0 47236000,00  13324075,00 111914,00
1 48051719,30 11788678,83  1300772,80
2 48849015,86  10430249,76  2325144,23
3 49628288,72  9228385,98 3204614,99
4 50389929,72  8165038,40 3956499,44
5 51134323,51  7224239,19 4596101,97
6 51861847,62  6391861,78 5136949,05
7 52572872,46  5655408,44 5590994,60
8 53267761,39  5003822,41 5968801,52
9 53946870,75  4427321,72 6279702,46
10 54610549,93  3917252,16 6531941,87
11 55259141,43  3465957,24 6732801,78
12 55892980,89  3066663,10 6888713,00
13 56512397,21  2713376,78 7005353,54
14 57117712,58  2400796,14 7087735,66
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Tablo 4.10. S, A ve Q’nun @ = 0.8 i¢in t anindaki degerleri

t (yi) S A(D) Qo)
0 47236000,00  13324075,00 111914,00
1 48078330,74  11738589,18 1339557,26
2 48901017,27  10341805,13 2391805,87
3 49704498,93  9111258,54 3290226,66
4 50489206,87  8027160,15 4053802,80
5 51255564,10  7072077,09 4699241,80
6 52003985,50  6230652,22 5241246,87
7 5273487791  5489356,88 5692755,89
8 53448640,12  4836273,14 6065151,96
9 54145663,01  4260901,95 6368448,88
10 54826329,51  3753994,17 6611454,43
11 55491014,77  3307401,73 6801914,37
12 56140086,16  2913946,51 6946639,11
13 56773903,38  2567304,87 7051615,42
14 57392818,59  2261905,86 7122104,73

5 __B
Temel ¢ogalma orani olan Ry, R, = pre——

R, = 0,0027027027 elde edilir. Ry <1 oldugundan zamanla alkol kullaniminin

azalacag diistiniilmektedir.

74

olmak {izere aldigimiz parametrelere gore



Alkol Kullanmayanlar
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Sekil 4.5. S kompartiman modelinin zamana gore degisim grafigi

Alkol Kullananlar

14000000

12000000

10000000

8000000

6000000

4000000

2000000

0

10 15

== A o=1
== A a=0.9

Sekil 4.6. A kompartiman modelinin zamana gore degisim grafigi
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Sekil 4.7. Q@ kompartiman modelinin zamana gore degisim grafigi

Tablo 4.8., Tablo 4.9. ve Tablo 4.10.’da a’nin farkli durumlar1 i¢in S, A ve Q 'nun
degisimleri goriilmektedir. Yukaridaki grafiklere gore asagidaki yorumlar yapildi.

*Heniiz alkol kullanmayan ama gelecekte alkol kullanabilecek bireylerin sayisinin

zamanla yavasca artarak sabit bir sekilde ilerledigi gozlemlenmektedir.

* Alkol kullanan bireylerin zamanla azaldig1 gézlemlenmektedir.

* Alkol kullanmay1 birakan bireylerin zamanla arttigi gézlemlenmektedir.
4.9. Tiirkiye’de Alkol Tiiketim Algkanhg ile Tlgili Sonuglar

Bu calismada kesirsel SAQ modelinin 2019 yili i¢in Tiirkiye alkol kullanimindaki
veriler [58] dikkate alinarak yeni bir uygulamasi yapildi ve elde edilen niimerik sonuglar
yardimiyla grafikler ¢izildi. Kesirsel SAQ modelinin alkolsiiz denge noktasi elde
edilerek kararlilik analizi yapildi ve temel iireme orani olan R, sayist bulundu. Elde
edilen grafiklerde alkol kullanmayan ama gelecekte alkol kullanabilecek bireylerin
sayisinin zamanla yavasg¢a artarak sabit bir sekilde ilerledigi, alkol kullanan bireylerin
zamanla azaldigt ve alkol kullanmayr birakan bireylerin zamanla arttig1

gbzlemlenmistir.
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5. BOLUM

KESIRSEL PSIKOLOJIK HASTALIK MODELI, KESIRSEL GLIKOZ-
INSULIN MODELI, KESIRSEL KOPEK POPULASYONU MODELI
UYGULAMASI VE KARARLILIK ANALIZi

Psikolojik hastaliklar, bir kiginin saglikli siirdiirmesi gereken hayatini, saglikli bir
sekilde siirdiirmesine engel olan psikolojik rahatsizliklara verilen genel isimdir.
Psikolojik hastaliklar kisileri zihinsel olarak etkiledigi gibi yaratmis oldugu olumsuz
durumlar fiziksel olarak da kendisini gosterir. Bu durum kisinin yasam tarzini oldukca
fazla etkilemektedir. Psikolojik hastaliklar obsesif-kompulsif bozukluk, depresyon,
sosyal fobi, panik bozuklugu, travma sonrasi stres bozuklugu, bipolar bozukluk, yeme
bozukluklari, eriskin dikkat eksikligi ve hiperaktivite bozuklugu, madde bagimliligi,
yaygin anksiyete bozuklugu, nikotin bagimliligi seklinde siralanabilir [59]. Genetik
nedenler, beyin hasarlari, travmatik yasantilar, dogum esnasinda ortaya c¢ikan
problemler, yogun madde kullanimi, yogun ila¢ kullanimi, kisinin yeterli sekilde
beslenmemesi, yasanan dogal afetler, kotii yasam kosullari, 6liim ve yas siireci,
toplumun yiiksek beklentileri, kisinin yalniz yasamasi, cinsel istismar ya da duygusal
istismar, sosyal uyumda zorluk yasama, gelisen teknoloji, yogun ¢aligma temposu,
ekonomik sikintilar, evrensel problemler, ailevi sorunlar gibi nedenler psikolojik

hastaliklara neden olur [60].

Toplumda psikolojik tedavi goren bireylerin matematiksel modellemesi adi diferansiyel
denklem sistemleri kullanilarak incelenmistir [59-61]. Psikolojik hastaliklarin giiniimiiz
diinyasinda yaygin durum oldugu 1iyi1 bilinmektedir. Ruhsal hastaliklarin bir
popiilasyondaki insanlarin sosyal davraniglarini son derece etkiledigini de biliyoruz.
Psikolojik hastalik nedenleri de tedavi kadar 6nemli bir konudur. Bu tiir durumlar bazen
birbirinden bagimsiz ortaya ¢ikar. Baz1 durumlarda ise psikolojik hastaliklar birbiriyle
baglantili ortaya ¢ikar. Ornegin yogun travmatik yasantilar1 olan kisilerde bedensel
tepkiler de ortaya ¢ikar. Travmatik yasant1 panik atak durumunu da tetikler. Ancak bazi
durumlarda ise psikolojik hastaliklar tek basina ortaya cikar. Bu noktada kisilerin
genetik faktorlerini ve ¢evresel faktorlerini dikkate almamiz gerekir. Diger bir nokta ise
var olan genetik faktor, yasam sartlari nedeniyle tekrardan ortaya ¢ikar. Cekinik bir gen

olan bir hastalik, ilerleyen siireclerde yogun kaygi nedeniyle ortaya ¢ikabilir. Travmatik
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yasantilar bu konuda olduk¢a dnemlidir. Kaygi sorunu olmayan biri yasadigi deprem
yasantis1 sonucunda anksiyete bozuklugu yasar. Bu tiir durumlar ge¢mis yasantilarla da
ortaya c¢ikar [61]. Asagidaki kisimda toplumda psikolojik hastalik orani igin

matematiksel bir model ele alindi ve sonuglar tartisildi.

5.1. Kesirsel SPR Psikolojik Hastalik Modeli

Kesirsel SPR psikolojik hastalik modeli, bir toplulugu temel olarak ii¢ ana gruba ayirir.
Birincisi psikolojik tedavi gérmeyen bireyler, psikolojik destek alan bireyler ve
psikolojik tedaviyi tamamlayarak 1iyilesen bireylerdir. SPR psikolojik hastalik

modelinin kesirli diferansiyel denklem sistemi olarak ifadesi asagidaki gibidir.

d*s

Jra =uN —uS — S,

d*p 5.1
dtaz,BS—,uP—o*P—HP, (61)
d*R

I =0oP — uR

Burada % t zamanma gore « mertebeden Caputo kesirli tlirevidir. Baslangi¢
degerleri S(0) = S, , P(0) = Py, R(0) = Ry, 0 < a < 1 seklinde tanimlandi.

Toplum ii¢ kompartimana ayrildig: icin S + P + R = N olup tiim terimlerin zamana
gore tlirevlenmesiyle

d*N d°S d°P d°R (5.2)
=—4+—+
dte  dt@ | dt® | dt@

elde edilir. Biitiin kompartiman ve parametreler Tablo 5.1 ve Tablo 5.2 de gosterildi.

Tablo 5.1. Modelde kullanilan kompartimanlar ve anlamlari

Sistemlerde kullanilan Anlamlar1
kompartimanlar
S(t) t zamaninda psikolojik tedavi gérmeyen bireylerin

sayist (yillik)

P(t) t zamaninda psikolojik destek alan bireylerin sayisi
(y1llik)

R(t) t zamaninda 1yilesen bireylerin sayist (yillik)

N(t) Toplam niifus
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Zaman degiskenine bagli olaylarda kesir mertebeden modeller hafiza 6zelligi tasidig
icin tam sayr mertebeden modellere gore daha gercek¢i ve dogru sonuglar ortaya
koyarlar [59-61]. Bu nedenle kurulan model kesir mertebe olarak olusturuldu. (5.1)
sisteminde a =1 igin kesirli mertebeden diferansiyel denklem tam mertebeden

diferansiyel denkleme indirgenir.

Tablo 5.2. Parametreler ve anlamlar

Parametreler Anlamlari

B Yillik psikolojik tedaviye baslama orani
U Yillik dogum ve dogal 6liim orani

o Yillik tamamen iyilesme orani
0

Yillik psikolojik hastaliklara bagli 6liim orant

Dogal dogum ve 6liim oranlart modelde esit olarak kabul edildi. Tim dogumlar hassas
siifa girmis kabul edilir. Psikolojik hastaliklarda tedavisi tamamlanan bireylerin biiyiik
bir oran1 yeniden aymi ya da baska tiirden bir psikolojik hastalifa yakalanabilir.
Modelde tanimlanan parametreler zamana gore degisim gostermemektedir. N
popiilasyonu boyutsuzlastirilarak yeni degiskenler asagidaki sekilde olusturuldu.

(5.3)

s = P =—,Tr =

R
N

=2l
=]

Buradan agiktir ki s + p + r = 1°dir. Boylece kesirsel SPR psikolojik modelinin yeni

formu asagidaki sekilde yazilir.

D%s(t) = p—us(t) — Bs(t),
Dp(t) = Bs(t) — up(t) — op(t) — Op(D), (5.4)
D%r(t) = ap(t) — ur(t).

5.2. Kesirsel SPR Psikolojik Modelinin Hastahkh Denge Noktasi ve Kararhhk
Analizi

Denge noktasini bulmak i¢in (5.4) sisteminde D%s =0, D% = 0, D% = 0 olmasi

diistiniilir. Bu durumda kompartimanlarin zamana gore degisimi yoktur. Yani ya
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hastalik bitmis ya da dengeye girmistir. Sistemin psikolojik hastalikli denge noktasini

belirlemek i¢in p(t) # 0 alinir. Ey = (So, o , 1p) olmak tizere

— H Bu op
Eo = (% GrpGuror) Grpurare) (5.9)

psikolojik hastalikli denge noktasi elde edilir. Sistemin denge noktasindaki Jacobian

matrisi
—u—-p 0 0
](Eo)=( B —u—o—0 0) (5.6)
0 o —uU
olarak elde edilir. Jacobian matrisinden (5.6) elde edilen 6zdegerler
ﬂ’l =—u-—- B!
Ay=—u—a-—20, (5.7)
2“3 = U,

seklinde elde edildi. Burada B, u, 0,0 parametreleri pozitif tanimli reel sayilardir.
11 <0, 4, <0ve A3 < 0 oldugu agiktir. Sistemin psikolojik hastalikli denge noktasi
yerel asimptotik kararlidir.

Teorem 5.1. Vt>0,5(0)=S,>0,P(0)=P,=>0,R(0)=R, =0 baslangic
kosullarina sahip ¢oziimleri (S (t), P(t), R(t)) €R3 negatif degildir [61].

5.3. Kesirli SPR Psikolojik Hastalik Modelinin Tiirkiye icin Niimerik Simiilasyonu

Bu boliimde kesirli SPR psikolojik hastalik modelinin 2019 yili Tirkiye verilerine
iliskin niimerik simiilasyonu Genellestirilmis Euler metodu kullanilarak elde edildi ve
grafikleri gosterildi [58]. S = 67.850.000, P = 15.000.000, R = 150.000, g = 0.05,
o =0.01, p =0.022, 6 = 0.15 olmak iizere adim biiyiikliigii h = 0.1 olarak alindi.

Euler yonteminin akis mekanizmasi

a

h
Stk+1) =5(k) +m(ﬂ1\/ — uS(k) — BS(k)),

_ h® (5.8)
P(k + 1) = P(k) + m(ﬁS(l{) - ,Llp(k) — O'P(k) — Hp(k)),

a

h
R(k+1) =R(k) + @t D (aP(k) — uR(K)),
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olarak yazilir. Euler metodunu kullanarak asagidaki tablolardaki sonuglar elde edildi.

Tablo 5.3. S, P ve R ’nin ¢ = 1 igin t anindaki degerleri

t (yil) S(t) P(t) R(t)
0 68750000,00 15000000,00 150000,00
1 68437600,00 15070750,00 164670,00
2 68127449,28 15138650,35 179378,47
3 67819531,64 15203764,16 194122,49
4 67513831,01 15266153,31 208899,18
5 67210331,43 15325878,47 223705,76
6 66909017,04 15382999,14  238539,48
7 66609872,12 15437573,64  253397,70
8 66312881,04 15489659,16 268277,80
9 66018028,30 15539311,77 283177,24
10 65725298,49 15586586,44 298093,57
11 65434676,34 15631537,06 313024,35
12 65146146,67 15674216,46 327967,23
13 64859694,42 15714676,46 342919,92
14 64575304,62 15752967,82 357880,17
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Tablo 5.4. S, P ve R ’nin @ = 0.9 i¢in t anindaki degerleri

t (yil) S P(t) R(0)
0 68750000,00 15000000,00  150000,00
1 68341078,49 15092609,46  169202,55
2 67936010,89 15180336,34  188471,03
3 67534760,87 15263322,19  207798,86
4 67137292,47 15341704,93  227179,65
5 66743570,03 15415618,98  246607,23
6 66353558,26 15485195,30  266075,61
7 65967222,17 15550561,53  285579,01
8 65584527,14 15611842,02  305111,80
9 65205438,85 15669157,93  324668,56
10 64829923,29 15722627,33  344244,02
11 64457946,81 15772365,22  363833,10
12 64089476,05 15818483,67  383430,88
13 63724477,96 15861091,84  403032,59
14 63362919,82 15900296,11  422633,62
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Tablo 5.5. S, P ve R ’nin @ = 0.8 i¢in t anindaki degerleri

t (yil) S(t) P(t) R(t)
0 68750000,00 15000000,00 150000,00
1 68218403,82 15120391,89 174963,23
2 67693320,72 15232532,29 200037,88
3 67174670,87 15336732,14 225209,49
4 66662375,47 15433292,11 250464,17
5 66156356,66 15522502,86 275788,62
6 65656537,54 15604645,42 301170,07
7 65162842,15 15679991,41 326596,28
8 64675195,46 15748803,45 352055,52
9 64193523,38 15811335,35 377536,54
10 63717752,69 15867832,44 403028,57
11 63247811,09 15918531,83 428521,31
12 62783627,17 15963662,67 454004,89
13 62325130,38 16003446,41 479469,87
14 61872251,04 16038097,03 504907,21
70000000
69000000
68000000
5 67000000
£ 66000000
265000000 -5 o=l
:%64000000 =5 003
S 0=0.8

63000000
62000000
61000000

10

15

Sekil 5.1. S kompartiman modelinin zamana gére degisim grafigi
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16200000

16000000

15800000

15600000
o=1
15400000 P 0=00

15200000 P 0=0.8

Psikolojik Destek Alan Bireyler
0

15000000

14800000

Sekil 5.2. P kompartiman modelinin zamana gére degisim grafigi

600000

500000

400000

300000 R o=1

iyilesenler

R a=0.9

200000
R a=0.8

100000

Sekil 5.3. R kompartiman modelinin zamana gore degisim grafigi

Tablo 5.3., Tablo 5.4. ve Tablo 5.5.te a’nmin farkli durumlar1 i¢in S, P ve R ’nin
degisimleri goriilmektedir.Yukaridaki grafiklere gore asagidaki yorumlar yapildi.

*Psikolojik tedavi gormeyen bireylerin sayisinin zamanla azaldig1 gézlemlenmektedir.
*Psikolojik destek goren bireylerin sayisinin zamanla arttig1 gozlemlenmektedir.

*]yilesmis bireylerin sayisinin zamanla arttig1 gozlemlenmektedir.
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5.4. Psikolojik Model icin Elde Edilen Sonuclar

Bu calismada kesirsel SPR psikolojik hastalik modelinin 2019 yili icin Tiirkiye
psikolojik hastalik verileri dikkate alinarak yeni bir uygulamasi yapildi ve elde edilen
nimerik sonuglar yardimiyla grafikler ¢izildi. Kesirsel SPR modelinin psikolojik
hastalikli denge noktasi elde edildi ve kararlilik analizi yapildi. Elde edilen grafiklerde
psikolojik tedavi gérmeyen bireylerin sayisinin zamanla azaldigi, psikolojik destek
goren bireylerin sayisinin zamanla arttig1 ve iyilesen bireylerin sayisinin zamanla arttig1

gbzlemlenmistir.

5.5. Kesirli Glikoz-insiilin Modeli

Yedigimiz besinlerin 6zellikle karbonhidrat iceren besinlerin ¢ogu viicutta enerji igin
kullanilmak iizere glikoza donistiiriiliir. Midenin arka yiizeyinde yerlesik bir organ olan
pankreas, kaslarimizin ve diger dokularin kandan glikozu alip enerji olarak
kullanmalarin1 saglayan insiilin adi1 verilen bir hormon iiretir. Besinlerle kana gecen
glikoz, insiilin hormonu araciligi ile hiicrelere girer. Hiicreler glikozu yakit olarak
kullanir. Glikoz viicudun temel enerji kaynagi olup eger glikoz miktar1 viicudun yakit
ihtiyacindan fazla ise karacigerde yag dokusunda depolanir [62]. insiilin, viicudumuzda
midenin arka tarafinda bulunan bir organ olan pankreastaki beta hiicrelerinde salgilanan
bir hormondur. Kandaki sekerin kandan ayrilarak hiicre icine girmesini saglar.
Boylelikle kandaki seker diizeyi de azalmis olur. Tiim viicut hiicrelerinin enerji igin
glikoza ihtiyac1 vardir, ancak bunlarin i¢inde bazilar1 (beyin, alyuvarlar ve lireme
organlari) enerji ihtiyaclarini sadece glikozla karsilayabilirler. Bunun icin de kan sekeri
seviyesinin her zaman yeterli miktarda olmasi gerekir. Kan sekeri seviyesi, insiilin ve
glukagon isimli pankreastan salgilanan hormonlar tarafindan kontrol edilir. Kan

sekerinin yilikselmesi de diismesi de viicut i¢in tehlikelidir [63].

Glikoz ve insiilin sistemi ile ilgili gecmiste yapilan ¢alismalar goz oniine alinarak 2013
yilinda Lamborte vd. [64] tarafindan olusturulan modelin kesirsel durumu ele alinip
Genellestirilmis Euler Yontemi kullanilarak niimerik sonuglar elde edilmistir. Kesirsel
Glikoz-Insiilin modeli, {i¢ kompartimandan olusmaktadir. Birincisi kandaki glikoz

konsantrasyonu (G), ikincisi kandaki insiilin konsantrasyonu (/) ve iig¢linciisii ince
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bagirsaktaki emilime hazir glikoz konsantrasyonudur (D). Kesirsel Glikoz-Insiilin
modelinin kesirli diferansiyel denklem sistemi olarak ifadesi asagidaki gibidir.
d*l

W = le - k61 f

d*G (5.9)
dta = _k4(1 - Ipi) - kz[ - k3 + koD B

d*D

— = —kaD.

Burada :? , t zamanina gére Caputo kesirli tiirevidir. Baslangi¢ degerleri 1(0) =1, ,

G(0) = Gy, D(0) = Dy ,0 < @ <1 seklinde tanimlanir. Kurulan model kesir mertebe
olarak olusturuldu [62-64]. Bu (5.9) sisteminde a = 1 alarak kesirli mertebeden
diferansiyel denklemi tam mertebeden diferansiyel denkleme indirgenir. Biitiin

kompartiman ve parametreler Tablo 5.6. ve Tablo 5.7.” de gosterildi.

Tablo 5.6. Sistemlerde kullanilan kompartimanlar ve anlamlari

Sistemlerde kullanilan Anlamlar1
kompartimanlar
1(t) t zamaninda kandaki insiilin konsantrasyonu
G(t) t zamaninda kandaki glikoz konsantrasyonu
D(t) t zamaninda ince bagirsaktaki emilime hazir glikoz
konsantrasyonu

Tablo 5.7. Parametreler ve anlamlari

Parametreler Anlamlari
ko Aclik aninda kanda bulunan glikoz oram
k4 Pankreastan insiilin salgilama oram
k, Insiiline bagl olarak dokulardaki glikoz yiikselme orani
ks Insiilinden bagimsiz olarak dokulardaki glikoz yiikselme orani
k, Karacigerdeki glikoz iiretiminin yilikselme orani
ke Kana insiilin gecis orani
kg Glikoz emilim parametresi
I Karacigerdeki degisen glikoz iiretimine bagli olan kandaki insiilin

degisimi

86



Teorem 52. vt>0,1(0)=1,=20,G(0) =G, =0,D(0) = Dy =0 baslangig
kosullarma sahip ¢oziimleri (I1(t), G(t), D(t))€R? negatif degildir [65].

5.6. Kesirli Glikoz-Insiilin Modelinin Niimerik Simiilasyonu

Bu béliimde kesirli Glikoz-Insiilin modelinin niimerik simiilasyonu Genellestirilmis
Euler Metodu kullanilarak elde edildi ve grafikleri gosterildi. [65] deki verilere gore
ko =0.01, k;=0.7 k,=0.0005, kz=1, k4 =0.05, k¢ =0.5 k,=0.15,
I,; = 800 parametre degerleri alindi. G = 150, I =90 ve D = 50 keyfi olmak {izere
adim biylkligi h = 0.01 olarak alindi. Euler methodu ile elde edilen sayisal veriler
Tablo 5.8, Tablo 5.9 ve Tablo 5.10 da verildi.

Tablo 5.8. I, G ve D’nin a = 1 i¢in t anindaki degerleri

t (giin) 1(t) G(t) D(t)
0 90,00 150,00 50,00
1 90,95 150,55 49,88
2 91,90 151,10 49,76
3 92,84 151,65 49,64
4 93,79 152,21 49,52
5 94,74 152,76 49,40
6 95,68 153,31 49,29
7 96,62 153,86 49,17
8 97,56 154,41 49,05
9 98,50 154,95 48,94
10 99,44 155,50 48,82
11 100,38 156,05 48,70
12 101,32 156,59 48,59
13 102,25 157,14 48,47
14 103,18 157,68 48,36
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Tablo 5.9. I, G ve D’nin a = 0.9 igin t anindaki degerleri

t (glin) 1(t) G(t) D(t)
0 90,00 150,00 50,00
1 90,98 150,57 49,87
2 91,97 151,15 49,59
3 92,96 151,72 49,39
4 93,94 152,29 49,19
5 94,92 152,87 48,99
6 95,90 153,44 48,79
7 96,88 154,01 48,60
8 97,86 154,58 48,40
9 98,84 155,15 48,20
10 99,82 155,72 48,01
11 100,79 156,29 47,81
12 101,76 156,85 47,62
13 102,73 157,42 47,43
14 103,70 157,98 47,24
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Tablo 5.10. I, G ve D’nin a = 0.8 igin t anindaki degerleri

20

10

15

t (giin) 1(t) G(t) D(t)
0 90,00 150,00 50,00
1 91,61 150,94 49,79
2 93,23 151,88 49,59
3 94,84 152,82 49,39
4 96,44 153,75 49,19
5 98,05 154,69 48,99
6 99,64 155,62 48,79
7 101,24 156,55 48,60
8 102,83 157,47 48,40
9 104,41 158,40 48,20
10 106,00 159,32 48,01
11 107,58 160,24 47,81
12 109,15 161,16 47,62
13 110,72 162,08 47,43
14 112,29 162,99 47,24
120
b=}
S 100 —_H_i;ﬂ;..rl-l!li
5 V'v":"":‘—-h
£ g0
©
¥ 60 —1 a=1
£
3 —#- | 0=09
£ 40
=z | a=0.8
T
N

Sekil 5.4. I kompartiman modelinin zamana gore degisim grafigi
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Sekil 5.5. G Kompartiman modelinin zamana gore degisim grafigi
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Sekil 5.6. D Kompartiman modelinin zamana gore degisim grafigi

Tablo 5.8., Tablo 5.9. ve Tablo 5.10’da a’nin farkli durumlar igin I,G ve D ’nin

degisimleri goriilmektedir. Yukaridaki grafiklere gore asagidaki yorumlar1 yapabiliriz.
*Kandaki insiilin konsantrasyonunun zamanla yavasca yiikselecegi gozlemlenmektedir.

*Kandaki glikoz konsantrasyonunun @ =1, a = 0.9 igin zamanla yiikselecegi ve

a = 0.8 i¢in daha hizli yiikselecegi gozlemlenmektedir.
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*Ince bagirsaktaki emilime hazir glikoz konsantrasyonunun o =1, a = 0.9 igin

zamanla azalacagi ve ¢ = 0.8 i¢in daha hizli azalacagi gozlemlenmektedir.
5.7. Glikoz-Insiilin Modeli icin Elde Edilen Sonuclar

Bu calismada kesirsel Glikoz-Insiilin modelinin Genellestirilmis Euler Methodu yardimi
ile yeni bir uygulamas1 yapildi ve elde edilen niimerik sonuglar yardimiyla grafikler
cizildi. Elde edilen grafiklerde kandaki insiilin konsantrasyonunun zamanla yiikselecegi,
kandaki glikoz konsantrasyonunun @ =1 ve a = 0.9 icin zamanla yiikselecegi,
a = 0.8 icin daha hizli yiikselecegi ve ince bagirsaktaki emilime hazir glikoz
konsantrasyonunun @ = 1 ve a = 0.9 i¢in zamanla azaldigi, « = 0.8 i¢in daha hizli
azaldign gozlemlenmektedir. Glikoz-Insiilin modelleri 6zellikle diyabet hastalar1 igin
Oonem tasimaktadir. Bu c¢alisma ile diyabet hastasi bir insanin viicudundaki glikoz
miktarinin, instilin  durumunun ve ince bagirsaktaki emilime hazir glikoz

konsantrasyonunun zamana goére degisiminin matematiksel modellemesi yapilmistir.
5.8. Kesirsel Kopek Popiilasyonu Modeli

Kopek popiilasyonu, genel itibariyle sahipli ve sahipsiz kopekler olmak iizere ikiye
ayrilmakta olup sahipsiz kdpekler li¢ ana baslik altinda toplanabilir. Buna gore sahipsiz
kopek popiilasyonunu sahipli oldugu halde kaybolan kopekler, sahibi tarafindan terk
edilen kopekler ve halihazirda sahipsiz olan kopekler olustururlar. Sahipli kopekler ise,
gerek bir kisi tarafindan gerekse birden fazla kisi tarafindan sahiplenilmis, bakimi
tistlenilmis kopeklerdir [65]. Sahipsiz kopekler, belirli bir habitat icerisinde bir araya
gelerek hayatlarini idame ettirmeye calisir. Bu habitatta kdpeklerin tiremesi, disaridan
gelen kopegin habitata kabulii, 6liimleri vb. hususlar ile kopek popiilasyonu olusur.
Sahipsiz kopek popiilasyonuna etki eden bazi etmenler vardir. Buna gore, ¢evredeki
insanlarin tavir ve davranislari, kdpeklerin tireme kapasiteleri, grup i¢indeki kopeklerin
yiyecek ve su gibi kaynaklara erigimi gibi hususlar, popiilasyonun biiytikliiglinii belirler.
Sahipsiz  kopek popiilasyonunun kontrol altinda tutulmamasi, popiilasyonun
bliylimesiyle beraber bazi riskleride beraberinde getirmektedir. Buna gore, bir habitatta
sokak kopegi sayisinin artmasi, zoonoz hastaliklarda artisa neden olmaktadir. Zoonoz
hastaliklar; hayvanlardan insanlara bulasan ve her iki gruba dahil bireylerde ortak olarak

sekillenen hastaliklar diye tanimlanabilir. Zoonoz hastaliklar icerisinde bakteriyel, viral,
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fungal (mantar kaynakli), riketsiyal (paraziter bir mikroorganizma tiirli) ve paraziter
enfeksiyonlar yer almaktadir. Sahipsiz kopekler, insanlara saldirmakla birlikte
yasadiklar1 habitatta trafik kazalarina, kuduz ve zoonoz hastaliklarada neden olmaktadir.
Sonug itibariyle sahipsiz kopek popiilasyonunun kontrol altina alimmamasi, insan

saglhigini tehdit etmektedir [66-68].

Kesirsel kopek popililasyon modeli, iki kompartimandan olusmaktadir. Birincisi
kisirlastirilmayan kopekler (D) ve ikincisi kisirlastirilan kopeklerdir (S). Kesirsel kopek
popiilasyon modelinin kesirli diferansiyel denklem sistemi olarak ifadesi asagidaki

gibidir.

d*D D (5.10)
Jia —rD(l—E)—uD—,BD—HD,

s _ D—uS—6s

dta - ﬁ M .

Burada %, t zamanina gére Caputo kesirli tiirevidir. Baslangi¢ degerleri D(0) = D, ,

5(0) =S,,0 < a <1 seklinde tanimlanir.

Tablo 5.11. Sistemlerde kullanilan kompartimanlar ve anlamlari

Sistemlerde kullanilan Anlamlar1
kompartimanlar
D(t) t zamaninda kisirlastirilmayan kopek sayisi
S(t) t zamaninda kisirlagtirilan kopek sayisi
N(t) Toplam popiilasyon

Tablo 5.12. Parametreler ve anlamlari

Parametreler Anlamlar1
B Yillik kisirlagtirma orani
U Yillik dogal 6liim orani
0 Yillik hastalik, aglik ve diger nedenlere bagli 6liim orani
K Tasima kapasitesi orani

r Yillik bliyiime orani
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N popiilasyonu boyutsuzlastirilarak yeni degiskenler yardimiyla asagidaki sekilde

olusturuldu.

(5.11)

d + s = 1"dir. Kesirsel kopek popiilasyon modelinin yeni formu asagidaki sekilde

yazilir.

ped(t) = rd(t) (1-22) - pd(t) — pd(t) — 6d(t), (5.12)

D%s(t) = Bd(t) — us(t) — 0s(t).
5.9. Parametrelerin Belirlenmesi

Zamana gore lojistik olarak biiyliyen D biiyiikliiginiin u¢ smir degerinin K (D ’nin

alabilecegi en biiyiik deger, maksimum tagima kapasitesi) oldugunu varsayalim. Lojistik
model, %z 0 oldugunda goreceli biiyiime oraninin r oldugunu ve % ~ 1iken D ’nin

lineer fonksiyonu olarak azalarak sifira gittigini varsayar ve

a“D D (1 B B) (5.13)
dte | K)

elde edilir [69].
Kisirlagtirilmamis kopek kompartimaninda dogal 6liimler olacagi i¢in azalma olacaktir.

d*D
dt«

(5.14)

= D(l D) D
=r %)~ #D-

Kisirlagtirllmamis kopek kompartimaninda, 8 kisirlastirma orani olmak iizere yapilacak

kisirlagtirmalardan sonra fD kadar azalma olacaktir.

d*D
dt«

(5.15)

=rD(1—%)—uD—ﬁD.
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Kisirlagtirilmamis kopek kompartimaninda, hastalik, aclik ve diger nedenlere bagh
oliimler olacagi igin 8 bu tiir nedenlere bagli 6liim orani olmak tizere 8D kadar azalma

olacaktir. Buna gore asagidaki denklem elde edilir:

(5.16)

daD—D(l D) D—BD —6D
dee k) H B '

Kisirlagtirilmis kopek kompartimanina, f kisirlastirma orani olmak {izere yapilacak

kisirlastirmalardan sonra SD kadar kdpek girecektir.

d*s 17
dte BD. 40

Kisirlastirilmis kopek kompartimaninda dogal 6liimler olacagi i¢in azalma olacaktir.

d*s 5.18
Jra = BD — uS. (6.18)

Kisirlagtirilmis kopek kompartimaninda, hastalik, aglik ve diger nedenlere bagl 6liimler
olacagi i¢in 8 bu tiir nedenlere bagli 6liim orani olmak tizere S kadar azalma olacaktir.
Buna gore asagidaki denklem elde edilir:

des 5.19
=z = BD — S —65. (5.19)

5.10. Kesirsel Kopek Popiilasyon Modelinin Kararhlik Analizi

Sistemin denge noktasini bulmak i¢in (5.12) sisteminde D%d = 0, D*s = 0 alinur.

_ _ (K@-—u-p-6) BK(r—pu—B-6)
EO - (dO rSO) - ( o ) 2r(u+6) ) (520)
denge noktasi elde edilir. Jacobian matrisi bir sistemin biitliin birinci derece kismi
tiirevlerini igeren matristir. Bu matrisin kare matris yani satir ve siitiin sayis1 esit olan

matris olmasi1 gerekmektedir. Bu sistemde D ve S degiskenlerine gore kismi tiirev

fi N
alinarak  Jacobian  matrisi  olusturulur. J(E;) = g?z g}fz olmak  tizere
ap oD
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fi=rD(A =) —uD—pBD —6D Ve f,=pD—uS—0S olmak iizere sistemin

Jacobian matrisi

_ r—2r§—u—ﬁ—0 0 )
J(Eo) —< P o (5.21)

elde edilir. Sistemin denge noktasindaki Jacobian matrisi

J(Ep) = (g _ MO_ 9) (5.22)

elde edilir. Jacobian matrisinden (5.22) elde edilen 6zdegerler asagida belirtilmistir:

A =0, (5.23)

Ozdegerleri elde edilir. Burada S, , 8, K, r parametreleri pozitif tanimli reel sayilardir.

A1 = 0 ve 4, < 0 oldugundan sistemin denge noktas1 Liapunov kararlidir.

Teorem 5.3.vt>0, D(0) =D, =0, S(0) =S, =0 baslangi¢c kosullarina sahip
¢oziimleri (D(t),S (t))eR_ZF negatif degildir [70-71].

5.11. Kesirli Képek Popiilasyon Modelinin Niimerik Simiilasyonu

Bu boliimde kesirli kopek popiilasyon modelinin niimerik simiilasyonu Genellestirilmis
Euler metodu kullanilarak elde edildi ve grafikleri gosterildi. Tiirkiye’de ortalama 10
milyon kopek bulunmakta olup bu kdpeklerin 1.300.000°1 kisirlastirilmigtir [72]. Buna
gére D =8.700.000 , S = 1.300.000, =015, u=0.1, 6 =0.05, r=0.12,
K = 107 olmak iizere adim biiyiikliigii & = 0.1 olarak alinirsa

ha
r'(a+1)

bt
K

D(k+1)=D(k)+

(rD(k)(1 = =~) —uD (k) = BD(k) — 6D (k)) (5.24)

ha
Stk+1)=5Sk) + m(ﬁD(’f) — uS(k) = 65(k))
seklinde bir model kuruldu. Euler metodunu kullanarak vk =0,1,...,n—1 igin

asagidaki tablolar olusturuldu.
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Tablo 5.13. D, S ve N’nin a = 1 i¢in t anindaki degerleri

t (yil) D(t) S(t) N(t)
0 8700000,00 1300000,00 10000000,00
1 8452572,00 1411000,00 9863572,00
2 8214690,53 1516623,58 9731314,11
3 7985848,73 1617094,58 9602943,31
4 7765574,92 1712625,89 9478200,81
5 7553429,59 1803420,13 9356849,72
6 7349002,69 1889670,27 9238672,96
7 7151911,24 1971560,26 9123471,50
8 6961797,03 2049265,52 9011062,55
9 6778324,75 2122953,49 8901278,24
10 6601180,08 2192784,06 8793964,14
11 6430068,14 2258910,00 8688978,14
12 6264711,98 2321477,37 8586189,35
13 6104851,23 2380625,89 8485477,12
14 5950240,85 2436489,27 8386730,12
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Tablo 5.14. D, S ve N’nin a = 0.9 igin t anindaki degerleri

t (yil) D(t) S(t) N(t)
0 8700000,00 1300000,00 10000000,00
1 8376124,74 1445295,41 9821420,15
2 8068567,59 1581378,88 9649946,47
3 7776201,33 1708751,69 9484953,02
4 7498000,15 1827883,13 9325883,28
5 7233028,43 1939213,13 9172241,56
6 6980430,97 2043154,62 9023585,59
7 6739424,55 2140095,65 8879520,20
8 6509290,42 2230401,25 8739691,67
9 6289367,79 2314415,16 8603782,95
10 6079048,10 2392461,43 8471509,53
11 5877769,90 2464845,77 8342615,67
12 5685014,36 2531856,89 8216831,25
13 5500301,32 2593767,61 8094068,93
14 5323185,68 2650835,99 7974021,67
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Tablo 5.15. D, S ve N’nin a = 0.8 igin t anindaki degerleri

t (y1l) D(t) S(t) N(t)
0 8700000,00 1300000,00 10000000,00
1 8278963,58 1488883,40 9767846,98
2 7885421,04 1662198,73 9547619,77
3 7516922,43 1821045,13 9337967,56
4 7171300,60 1966431,17 9137731,77
5 6846631,34 2099284,34 8945915,68
6 6541200,08 2220459,35 8761659,43
7 6253473,89 2330745,32 8584219,21
8 5982077,96 2430872,12 8412950,08
9 5725775,59 2521515,88 8247291,47
10 5483451,17 2603303,92 8086755,09
11 5254095,66 2676819,06 7930914,72
12 5036794,07 2742603,49 7779397,56
13 4830714,71 2801162,21 7631876,92
14 4635099,86 2852966,10 7488065,96
12000000
10000000
§ 8000000
5
E. 6000000 —0D a=1
< —S o=l
& 4000000 Vel
2000000
0
10 20 30 40 50 60

degisim grafigi.
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Sekil 5.7. D, S kompartiman modelinin ve N popiilasyonunun a = 1 i¢in zamana gore




12000000,00

10000000,00

8000000,00

6000000,00 =D  a=0.9

— S a=0.9
4000000,00

Kopek Popiilasyonu

N a=0.9

2000000,00

0,00

Sekil 5.8. D, S kompartiman modelinin ve N popiilasyonunun a¢ = 0.9 i¢in zamana gore

degisim grafigi.

12000000,00

10000000,00

8000000,00

6000000,00 =D  a=0.8

— S o=0.8
4000000,00

Kopek Popiilasyonu

N a=0.8

2000000,00

0,00

Sekil 5.9. D, S kompartiman modelinin ve N popiilasyonunun ¢ = 0.8 i¢in zamana goére

degisim grafigi.

Tablo 5.13., Tablo 5.14. ve Tablo 5.15.te « 'nin farkli durumlar1 i¢in D,S
kompartimanlarimin ve N popiilasyonunun degisimleri goriilmektedir. Yukaridaki

grafiklere gore asagidaki yorumlar yapildi:
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*Kisirlastirilmamis kopek sayisinin zamanla azalacagi gozlemlenmektedir.
*Kisirlastirilmis kdpek sayisinin zamanla artacagi gozlemlenmektedir.

*Kopek popiilasyonunun sayisinin zamanla yavasea azalacagi gozlemlenmektedir.

5.12. Kisirlastirma Oranina Gore Durumlar

1. Durum: Kopek popiilasyonunda yapilacak kisirlastirmalarin kabul edilebilir sayida
tutulmasi1 6nemlidir. Eger yillik kisirlagtirma orani f = 0.5 alinirsa asagidaki grafikler

elde edilir.

12000000

10000000

8000000

6000000 =D a=1

— o=1
4000000

Kopek Popiilasyonu

N a=1

2000000

Sekil 5.10. D, S kompartiman modelinin ve N popiilasyonunun @ = 1 i¢in zamana gore

degisim grafigi.
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12000000

10000000

8000000

6000000 =D  a=0.9

— S a=0.9
4000000

Kopek Popiilasyonu

| a=0.9

2000000

Sekil 5.11. D, S kompartiman modelinin ve N popiilasyonunun « = 0.9 i¢in zamana

gore degisim grafigi.

12000000

10000000

8000000

6000000 =D  a=0.8

— S 0=0.8
4000000

Kopek Popiilasyonu

e N a=0.8

2000000

Sekil 5.12. D, S kompartiman modelinin ve N popiilasyonunun a¢ = 0.8 igin zamana

gore degisim grafigi.
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Yukaridaki grafiklere gore asagidaki yorumlar yapabiliriz.

*Kisirlastirilmamis kdpek sayisinin zamanla azalarak kisirlastirilmis kopek sayisindan

daha fazla azalacagi gézlemlenmektedir.

*Kisirlastirilmis kopek sayisinin zamanla artarak kisirlastirilmamis kopek sayisindan

daha fazla olacag1 gézlemlenmektedir.

*Kopek popiilasyonunun sayisinin zamanla yavasca azalacagi gézlemlenmektedir.

2. Durum: Eger yillik kisirlastirma oram1 f = 0.05 alinirsa asagidaki grafikler elde

edilir.

12000000,00

10000000,00

8000000,00

6000000,00 =D o=1

— o=1

4000000,00
N a=1

Kopek Popiilasyonu

2000000,00

0,00

Sekil 5.13. D, S kompartiman modelinin ve N popiilasyonunun @ = 1 i¢in zamana gore

degisim grafigi
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12000000

10000000

8000000

6000000 =D  a=0.9

— S a=0.9
4000000

Kopek Popiilasyonu

N a=0.9

2000000

Sekil 5.14. D, S kompartiman modelinin ve N popiilasyonunun « = 0.9 i¢in zamana

gore degisim grafigi

12000000,00
10000000,00
8000000,00
6000000,00 =D  a=0.8

— S o=0.8
4000000,00

Kopek Popiilasyonu

N a=0.8

2000000,00

0,00

Sekil 5.15. D, S kompartiman modelinin ve N popiilasyonunun a¢ = 0.8 igin zamana

gore degisim grafigi
Yukaridaki grafiklere gore asagidaki yorumlar yapabiliriz:

*Kisirlastirilmamis kdpek sayisinin zamanla yavasca azalarak sabit bir sekilde ilerledigi

gozlemlenmektedir.
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*Kisirlastirilmis kopek sayisinin zamanla yavasca artarak sabit bir sekilde ilerledigi

gozlemlenmektedir.

*Kopek popiilasyonunun sayisinin zamanla yavasga azalarak sabit bir sekilde ilerledigi

gozlemlenmektedir.

5.13. Tartisma

Tirkiye’de 10 milyonun iizerinde sahipsiz kopek oldugu tahmin edilmektedir. Sahipsiz
kopek sayisinin 10 yil igerisinde 60 milyona ulasacagi ongorilmektedir [72]. Bu
rakamlar sahipsiz kopek sayisinin Onlenemez bir sekilde asir1 diizeyde artmasina,
sayinin artmasi ile sahipsiz kopek saldirilarinin katlanarak artmasina, Oliimlere,
yaralanmalara, giivenlik sorunlarinin olugmasina neden olacaktir. Sahipsiz kdpeklerin
saldiris1 yiiziinden Olen veya kalict sekilde zarar goren ¢ok sayida insan vardir. Bu
calismada kopek poplilasyonunun kontrol altinda tutulmasi igin kisirlastirma
stratejisinin  onemi vurgulandi ve gerekli analizler yapildi. Sonug¢larimiz kopek
poplilasyonunun kontrolii, matematiksel modelin kurulumu ve uygulamasinin énemini

gostermektedir.

Kopek popiilasyon yonetimi hem kdpeklerin hem de insanlarin sagligin1 ve esenligini
gelistirmek i¢in popiilasyon dinamiklerinin belirleyicilerini (istenmeyen dogumlarin ve
terk edilmelerin azaltilmasi, profilaktik tedavi kapsamindaki artis ve gog¢menlik

kontrolii) degistirmeyi amaglamaktadir [73].

Baquero vd. (2016) vyaptiklari calismada lokal duyarliligi analiz ederek, disi
kisirlagtirmanin ve erkek kisirlastirmanin benzer etkilere sahip oldugunu bulmustur

[74].

Akamine vd. (2012) disi hayvanlarda uygulanan kisirlagtirmanin  erkek
kisirlastirmasindan daha verimli oldugunu ve bu etkinligin baslangic popiilasyon
biiyiikliigiine, biiylime hizina, kisirlastirma hizina ve tireme kontroliiniin siirdiirtildiigii

stireye bagli oldugunu belirtmistir [75].

Kopek popiilasyonu modeli olusturulurken, kdpeklerde dogal oliim orani, biiyiime

orani, kisirlastirma oram1 ve tasima kapasitesi dikkate alinarak degerlendirme
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yapilmistir. Lojistik biiyiime modeli diisiiniilerek kdpek popiilasyon modeli olusturuldu.
Tasima kapasitesi, kopek popiilasyonu modeli simiilasyonlarindaki en etkili
parametrelerden biridir. Popiilasyon biiyiikliigiiniin artmas1 ile kopeklere yapilacak olan
kisirlagtirma iglemlerinin etkisi de azalacaktir. Bu nedenle popiilasyonun kontrol altinda

tutulmasi ¢ok 6nemlidir.

Buldugumuz sonuglar, kisirlastirma islemlerinin kopek popiilasyonunun kontrol altinda
tutulmasinda 6nemini ortaya koymaktadir. Popiilasyon dinamiklerini etkileyen faktorler
uzun siireler boyunca tek bir deger alamayacaktir. Modelde kullanilan parametreler

biyolojik olarak gercekei degerler araliginda alindig1 i¢in degiskenlikte artacaktir.

Gelistirilen model, sahip olunan ve basibos kdpek popiilasyonlari arasindaki etkilesim
géz Onlinde bulundurularak, cesitli faktorlerin kopek popiilasyonu dinamikleri
tizerindeki etkilerini birlikte degerlendirmemize izin verdi. Ele aldigimiz parametreler,
poplilasyonun biiyiikliigiiniin nasil degistigini gérmemizi sagladi. Ayrica, dogal 6liim
orani ve tagima kapasitesi parametrelerinin etkisi ile daha hassas bir model olusturuldu
ve yapilacak olan kisirlastirma islemleri ile potansiyel miidahalelerin etkisi Ol¢iildii.
Kisirlagtirma orani ile lojistik biiylime modelinin yarattigi varyasyon, kisirlagtirmanin
potansiyel etkisini gOstermistir. Tasima kapasitesinin degigmesi, popiilasyon
dinamiginin degismesine neden olacaktir. Sahiplenilen kdpeklerin terk edilmesi de bu
dinamigi etkileyecektir. Terk edilmenin onlenmesi, kisirlagtirma stratejisiyle birlikte ele

elindiginda popiilasyondaki varyasyonu da etkileyecektir.

Olusturdugumuz model, disi ve erkek kopeklerde yapilacak olan kisirlagtirma stratejisi
ile gelecekte kopek popiilasyonu hakkinda 6nemli bilgiler elde etmemizi saglamaktadir.
Basibos kopek popiilasyonlarinin yonetimi, sosyal ve cevresel olarak siirdiiriilebilir
politik, sihhi, etik, ekolojik ve insani stratejiler gerektirir. Bu tiir onlemler hem
hayvanlara hem de toplumdaki insanlara fayda saglayarak kuduz ve leishmaniasis gibi
zoonozlarmm  kontroliinii de igermelidir. Sonuglarimiz, popiilasyon kontrol
programlarinin tasarlanmasinda ve uygulanmasinda insan faktorlerinin 6nemini
gostermektedir. Kopek popiilasyon modelleri ayrica iilke yonetimlerinin kopek yonetim

programlarina da 6nemli katkilar sunmaktadir.
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5.14. Kopek Popiilasyonu Modelinden Elde Edilen Sonuclar

Bu calismada yeni bir kesirsel kdpek popiilasyonu modeli olusturuldu. Kesirsel kopek
popiilasyonu modelinin Genellestirilmis Euler methodu yardimai ile yeni bir uygulamasi
yapildi ve elde edilen nlimerik sonucglar yardimiyla grafikler ¢izildi. Ayrica yeni
olusturulan kesirsel kopek popiilasyonunun kararlilik analizi yapildi. Elde edilen
grafiklerde kisirlastirllmamis kdpek sayisinin zamanla azalacagi, kisirlagtirilmis kopek
sayisinin zamanla artacagt ve kopek popiilasyonunun sayisinin zamanla yavasca
azalacag1 gozlemlenmektedir. Kopek popiilasyonu i¢in kisirlastirma orani1 § = 0.05 ve
B = 0.5 aliarak grafikleri ¢izildi, yorumlamas1 yapildi. Képek popiilasyonu modelleri
ozellikle basibos kopek popiilasyonu i¢in 6nem tagimaktadir. Bu calisma ile kopek

popiilasyonunun kontrol altinda tutulmasinin matematiksel modellemesi yapildi.

Sekil 5.7-5.9’dan da goriilecegi gibi, § = 0.15 igin kisirlastirma ve dogal sebepler
nedeniyle kopek popiilasyonunda kontrollii bir azalma vardir. Kisirlagtirma oran1 ayni
oranda devam ettigi siirece, niifustaki kisirlastirilmis kopek sayis1 yaklasik 43 yil sonra
kisirlagtirllmamis kdpek sayisindan daha fazla olacaktir. Bu durumda niifusun ellinci
yilindan sonra hizla azalmasi beklenmektedir. @ parametresinin artmasiyla, her
bolmedeki azalma daha fazla olacaktir. Eger kisirlastirma oran1 8 = 0.5’e yiikseltilirse,

her bolmedeki kdpek sayisinin daha hizli azaldigi gérilmiistiir (Sekil 5.10-5.12).

Bu durumda yaklasik 31 yilin sonunda, niifustaki kisirlagtirilmis kdpek sayisi,
kisirlagtirilmamis kopek sayisini gegecek ve boylece toplam niifus hizla azalacaktir. Bu

durumda, gelecekte iilkedeki kopek neslinin tiikenmesi tehdit altinda olabilir.

Sonu¢ olarak insanlarla ortak bir ortam kullanan kopek sayisint kontrol etmek
gereklidir. Bunu yapmanin en dogru yolu kisirlastirmadir. Bununla birlikte
kisirlagtirmanin belli bir oranda yapilmasi 6nemlidir. Aksi takdirde, ya kopek niifusu
kontrolstiz bir sekilde artacak ya da kopek popiilasyonunun yok olma tehlikesi olacaktir.
Onerilen modelin sonuglarma gére, mevcut kdpek popiilasyonunun korunmasi igin f8

degeri 0.1 civarinda tutulmalidir.
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6. BOLUM
SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, Kesir tiirevli modifiye edilmis kotli ve iyi Boussinesq
denklemlerinin yeni tam ¢oziimleri elde edildi. Kesir tiirevli modifiye edilmis koti
ve iyi Boussinesq denklemleri hareketli dalga doniisiimii yardimiyla adi diferansiyel
denkleme doniistiiriildii ve literatiirdeki Onceki ¢alismalardan farkli olan iistel
fonksiyon yontemi kullanilarak yeni tam ¢oziimler elde edildi. Bu sonuglar, iistel
fonksiyon yonteminin matematiksel fizik ve lineer olmayan dinamik sistemlerde
olusum denklemlerinin tam ¢oziimlerini elde etmek icin giiclii ve etkili bir yontem
oldugunu gostermektedir. Bu yontem yardimiyla literatiire katilan yeni lineer

olmayan olusum denklemlerinin tam ¢oziimleri elde edilebilir.

SIQR modeline V kompartiman modeli eklenerek yeni bir model elde edildi. Asilama
orani ve asinin koruyuculugu kaybetme oran1 modellemeye dahil edilerek, asilama ile
birlikte salginin ne sekilde degisecegi niimerik simiilasyonlar yardimiyla incelendi.
COVID-19 igin yeni bir kesirsel SIQRV modelinin Diinya Saglhk Orgiitii (DSO),
Tiirkiye Istatistik Kurumu (TUIK) ve Tiirkiye Cumhuriyeti Saghk Bakanlig
kaynaklarindan elde edilen verilere gore, Tiirkiye'de 6zellikle 29 Temmuz 2022 tarihini
dikkate alarak yeni bir uygulamasi yapildi ve elde edilen niimerik sonuglar yardimiyla
grafikler ¢izildi. Asilama orani ve asinin koruyuculugu kaybetme orani dikkate alinarak
asilama ile birlikte salginin ne sekilde degisecegi incelendi. Kesirsel SIQRV modelinin
hastaliksiz denge noktasi elde edilerek kararlilik analizi yapildi ve temel ¢ogalma orani
olan R, sayisinin onemi vurgulandi. Bu modele giincel gelismelere bagl eklentiler
yapilarak model gelistirilebilir. Ayrica baska salgin hastalik modelleri i¢in kaynak bir

calisma olarak da alinabilir.

Sigara kullanimina iliskin yeni bir kesirsel PSQ, modeli olusturuldu ve [55] deki
veriler dikkate alinarak yeni bir uygulamasi yapildi. Elde edilen niimerik sonuglar
yardimiyla grafikler ¢izildi. Kesirsel PSQ, modelinin sigarasiz denge noktas1 elde
edilerek kararlilik analizi yapildi ve temel ¢gogalma orani olan R, sayis1 bulundu. Giincel

gelisme ya da verilere bagl olarak yeni sonuglar arastirilabilir.
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Alkol kullanimina iligkin yeni bir kesirsel SAQ modeli olusturuldu ve [58] deki veriler
dikkate alinarak yeni bir uygulamasi yapildi. Elde edilen niimerik sonuglar yardimiyla
grafikler ¢izildi. Kesirsel SAQ modelinin alkolsiiz denge noktasi elde edilerek kararlilik
analizi yapildi ve temel ¢ogalma orami olan R, sayisi bulundu. Bu modeldeki
parametreler degistirilerek farkli senaryolar i¢in popiilasyonun alkol kullanimina etkisi

detayli olarak arastirilabilir.

Yeni bir kesirsel SPR psikolojik hastalik modeli olusturuldu ve 2019 yili Tirkiye
psikolojik hastalik verileri dikkate alinarak yeni bir uygulamas: yapildi. Elde edilen
niimerik sonuglar yardimiyla grafikler ¢izildi. Kesirsel SPR psikolojik hastalik
modelinin psikolojik hastalikli denge noktasi elde edildi ve kararlilik analizi yapildi.
Iyilesmis bireylerin yeniden hastalanabilmesi gibi farkli durumlar i¢in bu model

gelistirilebilir.

Kesirsel Glikoz-Insiilin modelinin Genellestirilmis Euler metodu yardimi ile yeni bir

uygulamasi yapildi ve elde edilen niimerik sonuglar yardimiyla grafikler ¢izildi.

Kesirsel kopek popililasyon modeli i¢in yeni bir model gelistirilerek niimerik
uygulamast yapildi ve elde edilen niimerik sonuclar yardimiyla grafikler c¢izildi.
Kesirsel kopek popiilasyon modelinin denge noktasi elde edilerek kararlilik analizi
yapildi. Ozellikle kisirlastirma oranmin kdpek popiilasyonunun optimal degerde

tutulmasi i¢in almasi gereken degerler detayli olarak ele alinabilir.
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