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OZET

Son yillarda cebirsel yapilarin 6zellikleri lizerine graf tanimlamalari, elde edilen graf
tirlerinin siiflandirmalar1 ve o6zellikleri ilging aragtirma konularindan biri haline
gelmistir. Dolayisiyla "Siklikla kullanilan cebirsel yapilardan grup veya halkanin farkl
elemanlart lizerine graf tanimlanabilir mi? Eger graf yapis1 elde edilirse hangi graf
ailesine ait olur? Elde edilen graflarin, graf parametreleri, matrisleri ve spektrumlari
belirlenebilir mi? Cebirsel olarak halka veya gruplarin alt grup, alt halka yapilar
olusurken graflarin alt graflar1 olusturulabilir mi? Benzer cebirsel yapilarin graflari
arasinda da benzer yapilar olusur mu?" sorularin1 dogurmustur. Merak uyandiran bu
sorular dogrultusunda bazi graf tanimlamalar1 yapilmistir. Sifir-bdlen graflar, nilpotent
graflar, nilradikal ve non-nilradikal graflar, total graflar ve birim graflar gibi halka iizerine
taniml1 bir¢ok graf yapisi literatiire kazandirilmastir.

Bu tez ¢alismasinda tam sayilar halkasi tizerinde nilpotent, total ve birim graflarin analog
yeni graf yapilar1 tamimlanmis ve spektral incelemesi yapilmistir. 2. boliimde graf
parametreleri ve halka parametreleri ile ilgili temel tanim ve kavramlar derlenmistir. 3.
boliimde sifir-bdlen, nilpotent, nilradikal, non-nilradikal, total ve birim graf yapisi ve bu
graflarin bazi siniflandirmalarina dair literatiirde yer alan bilgiler verilmistir. 4. boliimde
ise tam sayilar halkasi lizerinde insa edilen nilpotent, total ve birim graflarin analog graf

yapilar1 ve spektral 6zellikleri ile ilgili sonuglar elde edilmistir.

Anahtar kelimeler: Nilpotent, Sifir-bolen, Total ve Birim Graf ,Spektrum.

Tez Damisman: Prof. Dr. Sezer SORGUN
Sayfa Adeti: 120
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ABSTRACT

In recent years, graph definitions on algebraic structures, classifications of obtained graph
types, and their properties have become interesting research topics concerning the
properties of algebraic structures. Consequently, the question of whether graphs can be
defined on different elements of frequently used algebraic structures such as groups or
rings has emerged. If a graph structure is obtained, to which graph family does it belong?
Can the graph parameters, matrices and spectra of the obtained graphs be determined?
Can graphs be formed as subgraphs of algebraic structures such as subgroups or subrings?
Do similar structures emerge among the graphs of similar algebraic structures? These
questions have raised curiosity and led to the formulation of certain graph definitions.
Various graph structures defined on rings, such as zero-divisor graphs, nilpotent graphs,
nilradical and non-nilradical graphs, total graphs and unit graphs have been introduced in

the literature.

In this thesis study, new graph structures analogous to nilpotent, total and unit graphs
over the ring of integers are defined and their spectral analysis is performed. In the second
chapter, fundamental definitions and concepts related to graph parameters and ring
parameters are compiled. The third chapter provides information from the literature about
zero-divisor, nilpotent, nilradical, non-nilradical, total and unit graph structures and some
classifications of these graphs. In the fourth chapter, results regarding the analog graph
structures and spectral properties of nilpotent, total and unit graphs constructed over the

ring of integers are obtained.
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1. BOLUM
GIRIS

Bazi biiyiik bilimsel teoriler ¢ok basit sorulara aranan ¢éziimlerden dogmustur. Bunlardan
birisi de matematigin bir dali olarak bilinen graf teori veya ¢izge kuramidir. Bu teorinin
dogusuna neden olanlar eski Prusya'daki Konisberg kentinin merakli halkidir.
Konisberg'in i¢inden gecen Pregel irmagi kent icinde bir ada ile bir yarimada olusturur.
Adanin bir yaninda iki kol halinde, 6teki yaninda tek kol halinde devam eder. Irmak

tizerinde sekilde goriilen yedi koprii vardir.

Sekil 1. 1. Konisberg'in Yedi Kopriisii

Konisbergliler merak ya da eglence amaciyla bir oyun oynamaya basladilar. "Kentin
belirli bir noktasindan hareket edip her kopriiyii bir ve yalniz bir kez gecerek baslangic
noktasina doniilebilir mi?" Kent halki farkli noktalardan hareket ederek basladiklari
noktaya donmeyi denediler. Hig birisi bu geziyi basaramadi. Kentin ortak meraki haline
gelen bu problem o donemin iinlii matematikg¢isi Leonhard Euler (1707-1783)' in ilgisini
cekti. Euler, 1735 yilinda kent akademisine s6z konusu gezinin imkansizligini kanitlayan
matematiksel ispatin1 sundu. 1741 yilinda bu ispat "Solutio problematis ad geometriam
situs pertinentis (Konum geometrisiyle ilgili bir problemin ¢éziimii)" adiyla akademinin
dergisinde yayinlandi. Makalenin adindan da anlasilacagi iizere, Euler, i¢inde uzaklik ve
Olcli kavrami olmayan ama konumlarla ilgilenen yeni bir geometriden sdz ettiginin
farkindaydi. Euler, kopriileri yiirtimek yerine problemi kagit ve kalemle ¢cozmeye bagladi.
Once su basit tespiti yapti. Problemin 6zii, geziye baslayacak birinin hangi dzel noktada

1



durdugu ile degil, irmagin hangi kiyisinda oldugu veya hangi ada da oldugu ile ilgilidir.
O halde irmagimn iki yakasini ve adalar1 birer nokta ile kopriileri ise birer ¢izgi ile
gostermek miimkiindiir. Boyle diisiiniince Konisberg' in kopriileri basit bir ¢izim ile
gosterilebilir. Euler, problemi ¢dzerken somut bir olayr modelleyip soyut bir sekle

dontistiirerek adina graf teorisi denilen yepyeni bir teorinin temellerini atmstir.

et =
EC = {\D
Sy

Sekil 1. 2. Konisberg kopriilerinin graf gosterimi

Graf, bir noktalar kiimesi ve bu kiimedeki noktalar1 birbirine baglayan kenarlardan olusur.
Giinliik hayatta karsilasilan durumlar, bireyler, davranislar, nesneler veya problemler
noktalarla ve nesneler arasindaki iligskilerde kenarlarla ifade edilerek graf modellemeleri
olusur. Graf teori her seyden 6nce ¢ézliimii aranan bir problemi ya da bir sorunu en iyi
sekilde modellemeye, diizenlemeye ve ¢ozmeye yardimci olur. Bir problem grafa
dontstiiriildiikten sonra en hizli ve en kolay yolu bulmak i¢in sistematik yontemler aranir.
Bu durumun dogal bir sonucu olarak, graf teori farkli uygulama alanlarma sahiptir.
Ulasim aglar1 optimizasyonunda, elektrik sebekeleri kavraminda, haberlesme aglarinda,
istatistiksel mekanikte, kimyasal yapilarda, bilgisayar kuraminda, toplumsal bilimlerde,
cografyada, mimarlikta, tipta, genetikte, ¢evre biliminde,... vb. alanlarda

kullanilmaktadir.

Euler' den sonra bir¢ok yazar graf teoriyi farkli alanlarda kullanmislardir. 1847' de
Kirchhoff, Matrix-Tree teoremini olusturarak graf teoriyi elektrik devrelerine
uygulamistir. Cayley ve Sylvester baz1 6zel graflarin birkag 6zelligini kesfederek bunlari
aga¢ olarak adlandirmuslardir. 1850" li yillarda Cayley aga¢ kavramini kullanarak
molekiilde karbon atomlarmnin olast durumlarina gore kac farkli kimyasal diyagram
olusacagini gostermistir. 1852' de Thomas Gutherie meshur dort renk problemini
bulmustur. 1913' de H. Dudeney bir puzzle probleminden bahsetmistir. Dort renk
problemi olusturulduktan bir asir sonra Kenneth Appel ve Wolfpang Haken tarafindan
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cOziilmiistiir. 1930' larda Erich Hiickel, "Hiickel Molekiiler Yoriinge (HMO) Teorisi"
olarak literatiire giren model ile kuantum kimyada birlesik hidrokarbonlardaki
elektronlarinin davraniglarini incelemistir. Burada elektronlarin enerji seviyelerini
belirtmek i¢in graflarin 6z degerlerini kullanmistir. Graf teorinin bir¢ok bilim dalina

uygulanmasi ile yeni bilimsel veriler elde edilmistir.

Cebir ve graf teorinin kombinasyonundan meydana gelen cebirsel graf teori, 1974' ten
bugiine gelisimine devam etmektedir. Bu dal, cebirsel 6zellikleri graflarla iligkilendirir
ve cebirde kullanilan araglarla graf ozelliklerini g¢esitlendirir. Bu konuda literatiirde
yazilmis birgok kaynak bulunmaktadir. Ozellikle son yillarda graf teorinin alt
branslarindan cebirsel graf teori ve spektral graf teori olmak iizere iki dnemli bransta
caligmalar siklikla yapilmaktadir. Spektral graf teori, graflara iligkin matrislerin spektral
ozellikleri ile graf yapisi arasindaki iligkileri incelemeye ve anlamlandirmaya

calismaktadir.

Son yillarda cebirsel yapilarin 6zellikleri lizerine graf tanimlamalari, elde edilen graf
tirlerinin siniflandirmalar1 ve ozellikleri ilging arastirma konularindan biri haline
gelmistir. Dolayistyla "Siklikla kullanilan cebirsel yapilardan grup veya halkanin farkli
elemanlar1 lizerine graf tanimlanabilir mi? Eger graf yapisi elde edilirse hangi graf
ailesine ait olur? Elde edilen graflarin, graf parametreleri, matrisleri ve spektrumlari
belirlenebilir mi? Cebirsel olarak halka veya gruplarin alt grup, alt halka yapilar
olusurken graflarin alt graflar1 olusturulabilir mi? Benzer cebirsel yapilarin graflar

arasinda da benzer yapilar olusur mu?" sorularini dogurmustur.

Anderson ve Livingston (1999), "R birimli, degismeli halka olsun. R' nin sifir bolenlerinin
kiimesi Z (R) olsun. R' nin sifir bélen grafi I'(R), Z(R)* = Z(R) — {0} nokta kiimesi ile
bir graftr. Oyle ki x # y ve x,y € Z(R)* igin x ve y komsudur gerek ve yeter sart xy =

0' dir" tanimu ile literatiire sifir bolen graf tanimini kazandirmislardir.

R bir halka ve N(R) kiimesi halkanin biitiin nilpotent elemanlarin kiimesi olmak iizere;
Chen (2003), R halkas1 iizerinde R' nin biitiin elemanlarini noktalar kabul eden ve "x ve
y noktalarinin komsu olmasi igin gerek ve yeter kosul xy € N(R)" Onermesini

saglayacak sekilde yeni bir graf yapisi tanimlamastir.



Li(2010), "R birimli bir halka olmak iizere R' nin nilpotent grafin1 genisleterek asagidaki

gibi tanimlamistir:

I'y(R) nilpotent grafi, 0 #y € R i¢in Vy(R)* ={0#x € R|xy € N(R)} grafin
noktalar kiimesi olmak iizere " farkli iki x ve y noktasi komsudur ancak ve ancak xy €

N(R)" dnermesini saglayan bir yapidir.

Sifir-bolen graflar s6z konusu oldugunda graflarin kenari i¢in halkanin elemanlariin
carpimi kullanilirken bunun bir varyasyonu olarak halkanin elemanlarinin toplami
kullanilarak bir graf olusturulmustur ve buna degismeli halkalarin total grafi
denilmektedir. i1k olarak 2008' de D.F. Anderson ve A.Badawi tarafindan [34] de total

graf tanimlanmustir:

"R degismeli, birimi sifirdan farkli bir halka olsun. T'(R) ile gosterilen total graf,
noktalar1 R' nin biitlin elemanlar1 olan basit bir graftir. Burada farkli x,y € R i¢in x ve y

komsudur ancak ve ancak x + y € Z(R)' dir. "
R bir halka olmak iizere; Bishop, Cuchta, Lokken, Pechenik (2008)'de;

"Tyi1(R) ile gosterilen nilradikal graf, R' nin sifirdan farkli nilpotent elemanlar1 grafin
noktalar1 olmak iizere; iki nokta bir kenar ile baglantili oldugunda ancak ve ancak

carpimlar1 0' dir."

"N)(R) ile gosterilen non-nilradikal graf, R' nin nilpotent olmayan sifir bélenleri grafin
noktalar1 olmak iizere; iki nokta bir kenar ile baglantili oldugunda ancak ve ancak
carpimlar1 0' dir." Onermelerini saglayan sifir bolen grafin alt grafi olan iki yeni graf

tanimlamislardir.

Ashrafi, Maimani, Pournaki ve Yassemi (2010) ' da komaksimal grafin alt grafi olan birim

grafi ;

"R bir halka ve U(R), R halkasinin birimsel elemanlarinin kiimesi olsun. R' nin G(R)ile
gosterilen birim grafi, R' nin tiim elemanlar1 grafin noktalar1 olmasi ve farkli x ve y
noktalar1 komsudur ancak ve ancak x + y € U(R) olmasi kosuluyla elde edilen graftir."

Onermesini saglayacak sekilde tanimlamiglardir.



Bir G graft icin komsuluk, Laplasyan vb. matrisler tanimlanir. G' nin spektrumu,
tanimlanan matrisin spektrumudur ve komsuluk spektrumu, Laplasyan spektrumu vb.
olarak isimlendirilir. Genelde graflarin spektral karakterizasyon problemi, cebirsel graf
teorisi alaninda zor problemlerden biridir. Kisaca agiklamak gerekirse herhangi bir G
grafinin spektrumunu hesaplamak kolay olmasina ragmen herhangi bir spektruma gore
graflarin belirlenebilecegini tahmin etmek oldukga zordur. Ozellikle nilpotent, nilradikal,
nilradikal olmayan ve birim graflarin graf ¢api, dis merkezligi, girth vb. parametreleri ile
ilgili ¢ok az sayida caligma bulunmaktadir. Fakat spektral karakterizasyonlar1 ile ilgili

herhangi bir calisma olmamas1 bu konuyu daha ilgi ¢ekici hale getirmistir.

Bu tez calismasinin ikinci boliimiinde, oncelikle ¢aligma boyunca kullanilacak olan ve
hem lisans hem de lisansiistii 6grencilerin faydalanacagi sekilde temel bilgilerden ve graf

teorideki bazi temel kavramlardan ve bagintilardan bahsedilmektedir.

Ugiincii béliimde literatiir incelemesi sonucu sifir-bolen graf, nilpotent graf, total graf,
nilradikal, nilradikal olmayan ve birim graflarinin, graf parametreleri ve graf tiirleri

lizerine yapilan ¢aligmalar1 derleme olarak anlatilmaktadir.

Doérdiincii boliimde nilpotent, total ve birim graflarin yeni analog graf yapilari
tanimlanmistir. Tam sayilar halkasi iizerinde yeni tanimlanan graflarin spektrum

incelemesi, graf tiirleri ve 6zellikleri anlatilmaktadir.



2.BOLUM
TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boliimde verilen temel tanim, kavram ve teoremler bir¢ok graf ve cebir kitaplarinda
bulunmasina karsilik lisans ve lisansiistii 6grencilerin yararlanmasi amaciyla bilimsel

disiplin gozetilerek verilmistir.
2.1. Graf Teori ve Degismezleri
Bu alt boliimde tanimlarda [1-6] kaynaklarindan faydalanilmistir.

Tamm 2.1.1. Bir G grafi, V = {v;, v,, ..., v, } noktalar kiimesi ve V kiimesindeki farkli
nokta giftlerinin siralanmasi ile elde edilen E = {e,, ey, ..., €,,} kenarlar kiimesi olmak
tizere; G = (V,E) sirali ikilisi seklinde tanimlanir. G grafinin nokta ve kenar kiimesi
V(G) ve E(G) ile gosterilir. |V| = nve |E| = m ise G' ye n-noktali ve m-kenarli bir graf

denir. Nokta sayisina kisaca G' nin mertebesi denir.

Tamm 2.1.2. G = (V, E) bir graf ve u, v € V olsun. Eger, e = {u, v} olacak bi¢imde bir
e € E kenar1 varsa u ve v noktalar1 komsu noktalardir denir ve u~v ile gosterilir. Eger
e = {v} ise v noktasi kendisine komsudur denir. v € V olmak iizere v’nin komsuluk

kiimesi
N;(v) ={u e V:u~v} (2.1)
seklinde tanimlanir.

Tanim 2.1.3. Sonlu sayida noktasi ve sonlu sayida kenari olan graflara sonlu graf denir.

Aksi takdirde ise sonsuz graf denir.

Tamm 2.1.4. G = (V, E) bir graf ve v € V olsun. Bir v noktasinin derecesi, v noktasina
komsu olan noktalarin sayisidir. deg(v) ya da d(v) ile gosterilir. G = (V, E) grafinin
noktalar1 vy, vy, -+, v, olsun. Buna gore bu grafin maksimum ve minimum dereceleri

sirastyla

A(G) = max{deg(v;):1 <i <n} (2.2)



ve
§(G) = min{deg(v;):1 <i <n} (2.3)
olarak tanimlanir. Herhangi bir v € G olmak tizere; 6(G) < deg(v) < A(G) 'dir.

Tanim 2.1.5. Derecesi sifir olan noktaya ayrik nokta (isolated vertex) ve derecesi bir olan
noktaya sarkit nokta (pendant vertex) ve bu noktaya baglanan kenara sarkit kenar

(pendant edge) denir.

o e )

Sekil 2. 1. x noktas1 ayrik nokta, y ve z sarkit nokta

Tamm 2.1.6. Bir grafin derecelerinin azalan bi¢cimde siralandirilmasiyla olusturulan

diziye derece dizisi denir.

Teorem 2.1.7. Bir grafin derecelerinin toplami1 kenarlarinin iki katina esittir. Yani, d;, i

noktasinin derecesi ve e , grafin kenar sayis1 olmak {izere

d; = 2e (2.4)

n
i=1
esitligi saglanir [1].

2|E|

Teorem 2.1.8. Herhangi bir G grafi i¢in §(G) < ™

< A(G) ' dir [1].

Teorem 2.1.9. Herhangi bir G grafinda tek dereceli noktalarin sayisi1 daima cifttir [1].

Tamm 2.1.10. ¢ = (V,E) bir graf ve u,v € V olsun. G grafinin bir noktasin1 kendisine
baglayacak bicimde bir e € E varsa e’ ye bir ilmek (loop)denir. Eger E kiimesinde g =
{u, v} = f olacak bi¢cimde farkli iki g ve f kenar1 varsa bu kenarlara katli kenar (multiple

edge) denir.
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Sekil 2. 2. Ilmek ve katl1 kenar

Tamm 2.1.11. G grafi, herhangi bir ilmek (loop) ve katli kenar icermiyorsa bu grafa basit

graf denir.

Tanim 2.1.12. G grafinda alinan herhangi iki nokta cifti arasindaki en biiyiik uzakliga

G’nin ¢ap1 (diameter) denir ve diam(G) bigiminde gosterilir.
diam(G) = sup {d(x,y)|x,y € G} (2.5)

Tamm 2.1.13. ¢ grafinda alinan herhangi iki nokta cifti arasindaki en kisa dongii
uzunluguna G’nin c¢evresi (girth) denir. gr(G) ile gosterilir. Eger G grafi dongi

icermiyorsa gr(G) = oo' dur.

Tammm 2.1.14. G grafinda keyfi bir v €V icin herhangi bir nokta ile arasindaki

maksimum uzakliga v noktasinin dis merkezligi denir ve e(v) ile gosterilir.

Tanim 2.1.15. G grafinda herhangi bir noktanin minimum dis merkezligine grafin yar1

capi (radius) denir ve r(G) ile gosterilir.
Tanim 2.1.16. G grafinin merkezi; c(G) = {v € V: e(v) = r(G)} seklinde tanimlanir.

Tamm 2.1.17. G grafinin her noktasinin dis merkezligi ayni ise 6z-merkezli graf (self-

centered) denir. Yani c¢(G) = G yada r(G) = diam(G)' dir.

Tanmm 2.1.18. G = (V,E) grafinda E = {x,y € V:e = x~y} olmak lizere; G grafinin
ayn1 nokta kiimesi ve E = {x,y € V:x~y & E} kiimesi iizerinde tamiml1 olan G = (V, E)

grafina tiimleyen graf denir.



Sekil 2. 3. Tiimleyen graf

Tanmim 2.1.19. G = (V, E) grafina; V = @ ise bos graf, |V| = 1 ise asikar graf, E = @ ise
sifir (null) graf denir. N,, ile gosterilir. |V| = 1 ve |E| = 0 ise tek nokta (singleton)
grafi denir. Genellikle K; ile gdsterilir. Bundan dolay1 bir noktali bos graf da denilir.

®
& & ® ®
@ ® ¢ @+ @&

Sekil 2. 4. Ny, Ny, N, N,

Tanim 2.1.20. Bir yol (path), v; ’ ler birbirinden farkli olmak tizere V = {vg, vy, -, v}
ve E = {vyv,,v1Vy, +, Vk—1 Vi } seklinde bostan farkli graftir. P, ile gosterilir. G de
alinan i, j noktalarmin uzakligi G’ de en kisa i — j yol uzunlugudur ve d(i,j) olarak

gosterilir.

. - s B ® ® &
SekllZ.S.Pl, PZ, P3) P4

Tamm 2.1.21. G bostan farkli bir graf olmak iizere G’ nin herhangi iki noktas1 bir yol

olusturuyorsa G’ ye baglantili (connected) graf denir. Baglantili olmayan grafa

/A

Sekil 2. 6. Baglantili ve baglantisiz graf

baglantisiz graf denir.
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Tanim 2.1.22. G bostan farkli bir graf olmak tizere her bir farkli nokta ¢iftinin sadece bir

tek kenar olusturdugu grafa tam graf denir ve nokta sayisi n olmak {izere K, ile gosterilir.

GHAE@

Sekil 2. 7. Ky, Ky, K3, K, Ks

Tanim 2.1.23. G grafinin V noktalar kiimesi V; ve V, bagimsiz iki kiimeye
pargalanabiliyorsa, G grafina iki pargali graf (bipartite) denir. V; bagimsiz kiimesindeki
her nokta V, bagimsiz kiimesindeki her noktaya komsu ise G grafina iki pargali tam graf
(complete bipartite) denir. Iki par¢ali graflar |V;| = n ve |V,| = m olmak iizere K, ,
biciminde gosterilir. Daha da genellenirse, bir grafin V noktalar kiimesi r tane kiimeye

parcalanabiliyorsa, grafa r —pargali graf (¢ok parcali graf) denir.

M W

Sekll 2. 8. K3,4_ Ve KZ'S

Tamm 2.1.24. n noktali bir grafta, bir noktasinin derecesi n — 1, diger noktalarinin

derecesi 1 olan grafa yildiz (star) graf denir. K, ,_; ya da S, ile gosterilir.

K7

Sekil 2.9. S, S,

Tanim 2.1.25. Bir G grafinda her noktanin derecesi ayni ise G grafina diizenli (regiiler)
graf denir. G grafindaki V v € V(G) i¢in deg(v) = k ise k —diizenli graf denir. Her tam
graf (n — 1) —diizenli graftir.

10
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Sekil 2. 10. Diizenli graf 6rnekleri

Tamm 2.1.26. Bir G grafinda baslangi¢ ve bitis noktasi ayn1 olan bir yol varsa G grafina

dongii graf denir. C,, ile gosterilir.

A

Sekil 2. 11. Cs, C, ve Cs

Tanim 2.1.27. Dongii icermeyen baglantili basit bir grafa agac denir. Bilesenlerin hepsi

agac olan bir grafa ise orman denir.

LA

Sekil 2. 12. Agag ornekleri

Tanim 2.1.28. G = (V,E) grafiiginV' € V ve E' € E olmak tizere, H = (V', E") grafina
G'nin bir alt grafi denir ve H € G ile gosterilir. G grafinin noktalarindan bazilarinin ve bu
noktalara bagli biitiin kenarlarin silinmesi ile elde edilen alt grafa nokta indirgenmis alt
graf denir. Kisaca indirgenmis alt graf denir. Baz1 noktalar sabit kalarak bagli kenarlarin

silinmesi ile elde edilen alt grafa G' nin kenar indirgenmis alt grafi denir.

11



Sekil 2. 13. Alt graf 6rnekleri

Tanmm 2.1.29. G = (V,E) grafinn H = (V',E") alt grafi i¢in V' kiimesindeki tim
noktalar birbirine komsu ise H alt grafina G grafina ait bir klik denir. Bir kligin mertebesi
klikteki nokta sayisidir. Bir G grafinin en biiyiik mertebeli kligine maksimum klik denir.

G grafindaki maksimum kligin nokta sayisina klik sayis1 denir ve w(G) ile gosterilir.

Tamm 2.1.30. G grafinin bagimsiz nokta kiimelerinden eleman sayis1 en fazla olana G'
nin maksimum bagimsiz nokta kiimesi denir. Maksimum bagimsiz nokta kiimesinin

kardinalitesine bagimsizlik sayist denir ve a(G) ile gosterilir.

Tamm 2.1.31. G grafinin komsu olan iki noktast ayni renk olmayacak sekilde grafin
noktalarini renklendirmek i¢in gerekli olan en kiigiik renk sayisina G grafinin kromatik
sayis1 denir ve y ile gosterilir. G grafinin ayni noktasina gelen iki kenarin ayni renge sahip
olmamasi i¢in her bir kenar1 renklendirmek icin gereken en az renk sayisina kromatik

indeks ya da kenar kromatik sayisi denir. y' ile gosterilir.

. —
( o
o o
*
x(K;) =6 ¥(5.)=2 x(W;) =4

Sekil 2. 14. Graf renklendirme 6rnekleri

Tanmm 2.1.32. G = (V,E) ve G' = (V',E") graflar igin bir birebir ve orten f:V = V'
dontisiimii asagidaki kosulu sagliyorsa, bu doniisiime G ve G’ arasinda bir izomorfizma

denir.

VuveVigihu~ve f(u),f(v) EVivef(u) ~ f(v) (2.6)
12



Aralarinda en az bir izomorfizmanin tanimli oldugu herhangi iki G ve G’ grafina izomorf

graflar denir. G = G' ile gosterilir.

Tamm 2.1.33. G grafinda her bir noktadan sadece bir kere gegen bir yol varsa iki nokta
arasindaki bu yola Hamilton yolu denir. G'nin tiim noktalarin1 kapsayan bir alt grafi dongii
olusturuyorsa bu alt grafa G' nin bir Hamilton dongiisii denir. Hamilton dongiisii i¢eren

bir grafa ise Hamilton graf denir.

.'..4' _-.
(1 — 2 |

\/
/\

Sekil 2. 15. Hamilton graf

Tamm 2.1.34. G bir graf olmak iizere bagimsiz bir kiimeye ve klige boliinebilirse
boliinmiis graf (split graph) denir. Oyle ki bagimsiz kiimedeki her nokta klikteki her

noktaya komsu ise tam boliinmiis graf (complete split graph) denir.

Sekil 2. 16. Split graf

Tanim 2.1.35. G bir graf olmak iizere diizlemde iki kenarin birbirleriyle kesistikleri nokta
haricinde birbirlerini karsilamayacak sekilde ¢izildiginde G' ye diizlemsel graf (planar

graph) denir. Boyle bir ¢izime G' nin diizlemsel ¢izimi denir.

Planar

Sekil 2. 17. Diizlemsel ve diizlemsel olmayan graf
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Tamm 2.1.36. G grafinin noktalar1 kenarlar1 kesismeyecek sekilde bir ¢ember iizerine
yerlestirilebilirse gembersel (toroidal) graf denir. Yani diizlemsel olmayan kenar gecisleri

bir ¢ember iizerinde olan graflardir.

Tanim 2.1.37. Bir grafin her kenarindan bir kez ve sadece bir kez gegmek sartiyla gidilen
yola Euler yolu (Eulerian trail) denir. Baglanilan noktadan farkli bir nokta da bitirilebilir.
Bu tiir graflara ¢aprazlanabilir denir. Bir dongii iceren Euler yolu varsa Euler dongiisii
(Eulerian circuit) denir. Oyle ki ayn1 noktada baslar ve biter. Euler déngiisii igeren bir

grafa ise Euler graf (Eulerian graph) denir.

Sekil 2. 18. Euler graf

Tamim 2.1.38. n noktal1 bir G grafinin eslestirilmis olanlar disindaki tiim noktalarinin bir
kenar ile baglandig iki sira eslestirilmis noktalardan olusan grafa kokteyl parti graf

(cocktail party) denir ve CP ile gosterilir. Aynm1 zamanda hiperoktahedral graf olarak da

L : I.
n=1 n=2
=3

Sekil 2. 19. Kokteyl parti graf

adlandirilir.

Tamm 2.1.39. R birimli, degismeli bir halka ve R' nin elemanlar1 grafin noktalar1 olmak
tizere iki farkli eleman a ve b komsudur ancak ve ancak Ra + Rb = R sartin1 saglayan

grafa komaksimal graf denir.

Tamm 2.1.40. Bir grafin parametrelerinden bazilar1 arasindaki iliskileri gosteren bir

matrise graf matrisi denir.

14



Tanim 2.1.41. M(G) ya da kisaca M, G grafina ait bir graf matrisi ve I,, birim matris
olmak {izere det(x] — M(G)) polinomuna G' nin M (G) karakteristik polinomu denir ve
K ar(M (G))(x) ile gosterilir. Bu polinomun koklerinden yani M(G) matrisinin 6z
degerlerinden olusan kiimeye ise G' nin M(G) spektrumu denir ve spec(M(G)) ile
gosterilir. Ya da matrisin adina gore komsuluk spektrumu, Laplasyan spektrumu v.b. de

denir.

Tamm 2.1.42. G grafinin bir graf matrisi M(G) ve A € spec(M(G)) olsun.(x — 1)*/
(Kar(M(G))(x)) olacak bigimde en bilyiik k pozitif tamsayisina 6z degerine cebirsel

kat1 denir.

Tanmm 2.1.43. G = (V,E) grafi verilsin ve V = {1, ...,n} olsun. Vi € V i¢in d(i), i
noktasinin derecesini gostermek tizere n X n tipinde D(G) = diag(d(1),...,d(n))

kdsegen matrise G grafinin derece matrisi denir.

Ornek 2.1.44. Bir G grafi ve derece matrisi asagidaki gibidir.

oo oD W
o0 owo
(o B e W T e Rl
oM o0 0
o Wwo oo o
=l R o W e Rl e

I3

0
Sekil 2. 20. Grafin derece matrisi

Tanim 2.1.45. G = (V, E) grafi n noktali m kenarli bir graf olmak tizere Vi,j € V i¢in G
grafinin komsuluk matrisi asagidaki gibi tanimlanan ve A(G) ile gosterilen n X n tipinde
bir matristir.

1, eger i~j ise

A(G) = [a;;] dyle ki a;; = {o eger i+ j ise @7

Ornek 2.1.46. Bir G grafinin komsuluk matrisi asagidaki gibidir.
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Sekil 2. 21. Bir grafin komsuluk matrisi

== = =]
[l = e == T ==
=D = = ]
= = = == Y
= oQ QD
RO QR Q

Tanim 2.1.47. G = (V, E) grafinin Laplasyan matrisi asagidaki gibi tanimlanan ve L(G)

ile gosterilen n X n tipindeki bir matristir.

d(i),egeri =jise
L(G) = [b;] dylekiby ={ —1,egeri~jise (2.8)
0,egeri+ jise

Buradan goriildiigii tizere L(G) = D(G) — A(G) olur.

Ornek 2.1.48. Asagida bir G grafi ve Laplasyan matrisi verilmistir.

3 0 -1 -1 -1
0 3 -1 -1 -1

L(G)=|-1 -1 3 0 -1
-1 -1 0 2 0
-1 -1 -1 0 3

Sekil 2. 22. Grafin Laplasyan matrisi

Tanim 2.1.49. G grafinin komsuluk matrisi A(G) ve A(G)' nin spektrumlari A4, 4,,.., 4,

olmak tizere; graf enerjisi £(G) = X.i~,|4;| seklinde tanimlanir.

Tamm 2.1.50. G, = (V,E;) ,..., G, = (V,, E,,) nokta ve kenar kiimeleri ayrik kiimeler
olan graflar verilsin. V' =V, UV, U ..UV, ve E' = E; UE, U ...U E,, olmak iizere G =
(V',E") grafina G; graflarinin ayrik birlesimi denir ve G = G;UG,U ... UG, seklinde

gosterilir.
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Sekil 2. 23. Ayrik graf birlesimi

Tanim 2.1.51. G, = (V3,E,) ..., G, = (V,, E,) nokta ve kenar kiimeleri ayrik kiimeler
olan graflar verilsin. V i,j € {1,2,...,n} ve i # j olmak tizere V; kiimesindeki her bir

noktanin V; kiimesindeki her bir noktaya bir kenar ile baglanmasina graflarin birlesimi

ol

Gy G =G, +6,
Sekil 2. 24. Graf birlesimi

denir. G = G; + G; ile gosterilir.

Tanim 2.1.52. G; = (V, E,) ve G, = (V,, E;) ayrik graflar olmak tizere; keyfi u € V3,
v € V, noktalarinin c¢akistirilmas: ile elde edilen yeni grafa G; ve G, graflarinin

kaynastirilmast denir. G = G; © G, ile gosterilir.

G

G= G,oG,

Sekil 2. 25. Graflarin kaynastirilmasi
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2.2. Halka Teori
Bu alt boliimde tanimlarda [3-13] kaynaklarindan faydalanilmistir.
2.2.1. Temel Halka Degismezleri

Tanmm 2.2.1.1. ~, @ # A kiimesi lizerinde bir bagint1 olsun. Eger her a, b, c € A igin
asagidaki sartlar saglanirsa bu durumda ~ bagintisina A kiimesi tizerinde bir denklik

bagintis1 denir.

e a~a (Yansima 6zelligi)
e a~b = b~a (Simetri ozelligi)

e a~bveb~c = a~c (Gegisme o6zelligi)

Tanmm 2.2.1.2. A bostan farkli bir kiime olmak iizere f:4A — A, 1 —1 ve lizerine
dontistimiine A kiimesinin permiitasyonu denir. A kiimesinin biitiin permiitasyonlarinin
kiimesi S, ile gosterirsek o halde bu kiime doniisiimlerin bileske islemine gore bir grup

teskil eder.

Tamm 2.2.1.3. n > 1 tam sayis1 olmak iizere n’ yi gegmeyen ve n ile aralarinda asal olan
sayilarin sayisina Euler fonksiyonu denir. ¢(n) ile gosterilir. Euler fonksiyonunun

ozellikleri asagidaki gibi siralanmaktadir.

e pasalise;p(p)=p—-1=p (1 —%)’ dir.

e pasalvea € Z' ise; p(p*) = p* — p* 1 =p? (1 — i)’ dir.

e Euler fonksiyonu ¢arpimsaldir. Yani (a, b) = 1 i¢in ¢(ab) = d(a)d(b)’ dir.

e p;’ ler farkli asallar ve a; = 1 olmak lizere n = p;*t.p,%2 ... p,.%" ise;

d(n) = d(p1*)p(P.*?) ... (P ) (2.9)
= p, @, p ar (1 - %) (1 - i) (1 - %) (2.10)
Yada
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d(n) = ljpl-“i (1 - %) (2.11)

dir.

Tanim 2.2.1.4. G bir grup, e, G ’nin birim eleman1 ve g € G olmak lizere g = e olacak
sekilde n € Z* tamsayisi1 varsa, g elemanina sonlu mertebedendir denir. Eger g™ = e
olacak sekilde n € Z* yoksa o halde g elemanina sonsuz mertebedendir denir. g € G
sonlu mertebeden olmak lizere g™ = e olacak sekildeki en kiigiik n € Z* tamsayisina g

’nin mertebesi denir ve 0(g) ya da |g| ile gosterilir.

Tanmim 2.2.1.5. Bostan farkli bir R kiimesi iizerinde toplama (+) ve ¢arpma () denilen
iki ikili islem tanimlanmis olsun. Eger asagidaki sartlar saglanirsa o zaman (R, +,")

cebirsel yapisina bir halka denir .

e (R, +) degismeli bir gruptur.

¢ R kiimesi ¢arpma islemine gore kapalidir. Yani Va, b € R i¢cin ab € R dir.

e R kiimesi carpma islemine gore birlesme Ozelligine sahiptir. Yani Va,b,c €
R i¢in a(bc) = (ab)c dir.

e (Carpma isleminin toplama islemi iizerine sagdan ve soldan dagilma o6zelligi

vardir. Yani Va, b, ¢ € R igin;

a(b+c)=ab+ac (2.12)
ve

(b+c)a=ba+ca (2.13)
dir.

Tanimm 2.2.1.6. (R,+,) cebirsel yapisi bir halka olmak iizere ¢arpma islemine gore
degismeli ise yani Va,b € R i¢in ab = ba ise o takdirde (R, +,) halkasina degismeli

halka denir. Carpma islemine gore birim elemana sahip ise yani Va € R i¢in;
alp =1za=a (2.14)
olacak sekilde bir 1z € R varsa o zaman (R, +,") halkasina birimli halka denir.

Omek 2.2.1.7. (Z,+,), (Q,+,), (R, +,-), (C, +,) cebirsel yapilar1 birer halkadur.
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Ornek 2.2.1.8. R bir halka olmak iizere M,,(R) elemanlar1 R halkasina ait olan biitiin n X
n karesel matrislerin kiimesi olsun. O takdirde bu kiime iizerinde toplama islemi olarak
matrislerin bilinen toplama islemi ve ¢carpma iglemi olarak da bilinen matris ¢arpimini
g6z oniine alinirsa o zaman (M,,(R), +,") cebirsel yapisi birimli fakat degismeli olmasi
gerekmeyen bir halka teskil eder. Buna gore M, (Z), M,,(Q), M,,(R) ve M,,(C) kiimeleri
de birer halkadur.

Tamim 2.2.1.9. (R, +,") birimli bir halka olmak iizere bir a € R' nin ¢arpmaya gore tersi

varsa o zaman a elemanina tersinirdir denir. a € R tersinir ise a' nin tersi tektir ve a1

ile gosterilir.

Tanim 2.2.1.10. R birimli bir halka olmak tizere R' nin merkezi M (R) seklinde gosterilir

ve
M(R) = {x € R:ax = xa,Va € R icin} (2.15)
olarak tanimlanir.

Tanim 2.2.1.11. R bir halka ve a € R igin a™ = 0 olacak sekilde n € N — {0} varsa a'
ya R halkasmin nilpotent elemani denir. Oyle ki a? = a olacak sekilde bir a € R varsa

halkanin idempotent elemani denir.

Ornek 2.2.1.12. Z4 = {0,1,2,3,4,5,6,7,8} halkasinin elemanlarina bakilirsa;
32=0,62=0

Zq halkasinin sifirdan farkli 2 tane {3,6} nilpotent elemani vardir.

Tanim 2.2.1.13. R bir halka ve 0 # a € R olmak iizere ab = 0 olacak sekilde 0 # b €
R varsa a elemanina sol sifir bolen denir. Yine 0 # a € R olmak iizere ba = 0 olacak
sekilde 0 # b € R varsa a elemanina sag sifir bolen denir. Eger a eleman1 hem sag sifir

bolen hem de sol sifir bolen ise kisaca a' ya sifir bolen denir.

Ornek 2.2.1.14. (M,(Z), +,") halkasinda;
[0 0 00
A= 1 O]VeB—[O 1
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elemanlar1 goz Oniine alindiginda A # 0 ve B # 0 olmasmna karsihlk AB =0 dir.

Gergekten;

0 0110 01_p10 O

[1 0”0 1]_ 0 0]

O halde A matrisi sol sifir bolen B matrisi sag sifir bolen olur.

Tamm 2.2.1.15. R bir halka olsun. p, halkanin ne tersinir ne de sifir bolen olan bir
elemani olsun. Her x, y i¢in p = xy esitligi x ya da y' nin tersinir olmasini gerektiriyorsa,
0 zaman p' ye indirgenemez denir. Bu bir anlamda p eleman1 ger¢ekten bagka elemanlarin

carpimi olarak yazilamiyor demektir.

Tanim 2.2.1.16. Birimli, degismeli ve sifir bolensiz bir halkaya tamlik bolgesi denir. Bu
tanima gdre bir tamlik bolgesindeki bir carpimda sadece ¢arpanlardan biri sifir oldugunda

carpim sifirdir yani sadece a = 0 ya da b = 0 oldugunda ab = 0 dur.
Ornek 2.2.1.17. p asal say1 olmak iizere (Zp, +,-) halkasi da bir tamlik bolgesidir.

Ornek 2.2.1.18. (Z, +,) tam sayilar halkasi, (Q, +,) rasyonel sayilar halkas1 ve (C, +,")

kompleks sayilar halkasi birer tamlik bolgesidir.

Tanim 2.2.1.19. R bir tamlik bolgesi olmak iizere a € R i¢in ab = 1 sartina karsilik b €
R varsa a elemanina R' nin bir aritmetik birimi denir. Buna goére R' nin biitlin aritmetik

birimlerinden olusan kiime A(R) ile gosterilirse;
a € A(R) ©a|l (2.16)
elde edilmis olur.

Tamm 2.2.1.20. Birimli ve degismeli bir halkanin sifirdan farkli her elemaninin ¢arpma
islemine gore bir tersi varsa o zaman bu halkaya bir cisim denir ve genel olarak [ ile

gosterilir.

Ornek 2.2.1.21. (Q,+,"), (R, +,), (C, +,") cebirsel yapilar1 bir cisim olmasina karsilik
(Z, +,") halkasi bir cisim degildir. Gergekten; 2 € Z' nin ¢arpmaya gore tersi ; olup % &
Z oldugundan (Z, +,") halkasi bir cisim olamaz.
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Sonug 2.2.1.22. Her cisim bir tamlik bolgesidir [7].

Teorem 2.2.1.23. Her sonlu tamlik bdlgesi bir cisimdir [7].
Sonug 2.2.1.24. p asal say1 olmak lizere (Zp, +,-) halkas1 bir cisimdir [7].

Tamm 2.2.1.25. R bir halka olmak iizere her a € R i¢in na = 0 olacak sekilde bir n
pozitif tamsayis1 varsa o takdirde bu Ozelligi saglayan en kiigiik pozitif tamsayiya
halkanin karakteristigi denir. Eger boyle bir pozitif tamsay1 yoksa yani her a € R i¢in
na = 0 olmasi n = 0 olmasini gerektiriyorsa o zaman R halkasinin karakteristigi sifirdir

denir. Bir R halkasinin karakteristigini kisaca Kar(R) ile gosterilmektedir.

Ornek 2.2.1.26. (Z,+,"), (Q,+,"), (R, +,"), (C, +,”) halkalarmnin karakteristikleri sifirdir.

Yani;

Kar(Z) = Kar(Q) = Kar(R) = Kar(C) =0

dir.

Ornek 2.2.1.27. Z,, halkasin karakteristigi n' dir. Yani Kar(Z,,) = n'dir.

Tanim 2.2.1.28. R bir halka ve I, R' nin bir alt halkas1 olmak {lizere her r € R Va € [ i¢in
ra € I ve ar € [ ise o takdirde I' ya R halkasinin bir ideali denir. Boylece I, R' nin bir alt
halkas1 olmak tizere her r € R i¢cin vl € I ve Ir € I ise o zaman I, R' nin bir idealidir.

rl € [ ise I' ya R' nin sol ideali Ir € [ ise I' ya R' nin sag ideali denir.

Tanmm 2.2.1.29. R bir halka ve I, R' nin bir ideali olmak iizere I, R' nin hakiki bir alt

kiimesi ise yani I C R ise o zaman I' ya , R' nin bir hakiki ideali denir.

Teorem 2.2.1.30. R bir halka ve I, R' nin bostan farkli herhangi bir alt kiimesi olsun.

Buna gore eger asagidaki sartlar saglanirsa o takdirde I, R halkasinin bir idealidir.

e Vabeligina—bel

e VaelveVreRicinar €l vera €I dir [7].

Tamm 2.2.1.31. R bir halka olmak tizere {0} ve R' nin kendisi R halkasinin birer ideali

olup bu ideallere asikar ideal denir.
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Ornek 2.2.1.32. I = {0,3,6,9} alt halkas1 Z,, halkasinin bir idealidir.
Tanim 2.2.1.33. R birimli, degismeli bir halka ve a € R olsun. Bu durumda;
(a) = {ra:r € R} (2.17)

kiimesi R halkasinin bir ideali olup bu ideale a elemani tarafindan iiretilen esas ideal

denir.
Teorem 2.2.1.34. (Z, +,) halkasinin her ideali bir esas idealdir [7].

Tanim 2.2.1.35. R bir halka ve I, R' nin bir ideali olmak iizere I* = 0 olacak sekilde k €

N varsa I' ya R' nin nilpotent ideali denir.

Tamm 2.2.1.36. R degismeli bir halka ve I, R' nin hakiki bir ideali olmak tizere xy € I
olmasi x € [ ya da y € I olmasini gerektiriyorsa bu durumda I' ya R' nin bir asal ideali

denir.

Ornek 2.2.1.37. Z tamsayilar halkasi ve p asal bir tamsay1 olmak iizere pZ ideali Z
halkasinin bir asal idealidir. Yani xy € pZ ise o takdirde ya x € pZ ya da y € pZ' dir.
Gergekten xy € pZ ise bu durumda pt = xy olacak sekilde t € Z vardir. Buradan p|xy.
Halbuki p asal oldugundan p|x ya da p|y olmalidir. Bdylece x ya da y, p' nin bir katidir.
Bundan dolay1 ya x € pZ ya da y € pZ olur ki bu da asal ideal tanimindan pZ' nin Z

tamsayilar halkasinin asal ideali oldugunu gdsterir.
Tanim 2.2.1.38.

a) M degismeli olmas1 gerekmeyen herhangi bir R halkasinin bir hakiki ideali olsun.
Bu durumda M € I € R olacak sekilde R' nin bir ideali oldugunda ya I = M ya
dal = R oluyorsa o zaman M idealine R' nin maksimal ideali denir.

b) R halkasimin biitlin maksimal ideallerinin kesisimine Jacobson radikal denir.

J(R) =N M ile gosterilir.

Tanim 2.2.1.39. Her ideali esas ideal olan (yani bir tek eleman tarafindan iiretilen) bir

tamlik bolgesine esas ideal bolgesi denir.
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Tanim 2.2.1.40. R birimli, degismeli bir halka ve I, R' nin bir ideali ve I,7 € R
elemanlarindan olugmak iizere; V x € I i¢in 0 € R oldugunda r.x = 0 ise I’ ya yok eden

(annihilator) ideal denir.

Tanim 2.2.1.41. (R, +,") ve (S, +,7) iki halka olmak tizere

@:R—S

doniisiimii asagidaki sartlari saglarsa ¢' ye bir halka homomorfizmi denir.

e Vx,y€Ricingp(x+y)=0¢x)+eo®)
e Vx,yERiginp(xy) =px)p(y).

Tanim 2.2.1.42. ¢: R — S, 1 — 1 ve iizerine bir halka homomorfizmi ise 0 zaman ¢' ye
bir halka izomorfizmi denir. Bu durumda R ve S halkalarina izomorftur (ya da

izomorfiktir) denir ve R = § ile gosterilir.
2.2.2. Ozel Halkalar

Tanmim 2.2.2.1. R bir halka ve I, R' nin bir ideali olmak tizere (R/I, +,") halkasina R' nin

I' ya gdre boliim halkasi denir.

Ornek 2.2.2.2. 5Z = {5k: k € Z} kiimesi Z tamsayilar halkasinin bir ideali olup Z/57Z

boliim halkasindan s6z edilebilir. Burada;
Z/57 ={0+ 57,1+ 5%Z,2+ 5Z,3 + 5Z,4 + 57}

Z/57Z bolim halkasinin toplama iglemine gore birim elemani 0 + 5Z = 5Z ve ¢arpma

islemine gore birim eleman1 1 + 5Z' dir.

Tanim 2.2.2.3. R bir halka olsun. Her a € R i¢in axa = a olacak sekilde bir x € R varsa

R halkasina bir (von Neumann) regiiler halka denir.

Ornek 2.2.2.4. Bir Boole halkas1, her eleman1 a? = a kosulunu karsilayan bir halkadur.

Her Boole halkasi (von Neumann) regiiler halkadir.

Tanim 2.2.2.5. R bir halka ve S maksimal ideali olmak tizere tek maksimal ideali olan

halkalara lokal halka denir. (R, S) ile gosterilir.
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Ornek 2.2.2.6. Tiim cisimler lokal halkadir. Ciinkii bu halkalarin tek maksimal ideali {0}’
dir.

p asal ve n = 1 olmak tizere Z/p"Z halkasi lokal halkadir. Tek maksimal ideal p’ nin

biitiin katlarindan olusur.

Tamm 2.2.2.7. Her ideali esas ideal olan degismeli bir halkaya esas ideal halkas1 denir.

Bir tamlik bolgesi olan esas ideal halkas1 ayn1 zamanda esas ideal bolgesidir.

Ornek 2.2.2.8. Z tamsayilar halkas1 ve Z/nZ bodliim halkas1 genel halka islemlerine gore

esas ideal halkasidir.

Tanmm 2.2.2.9. R degismeli, birimli bir halka ve S, R’ nin sifir-bélen olmayan
elemanlarinin kiimesi olsun. O halde S sifir igermeyen c¢arpimsal kapali bir kiimedir.
Dolayisiyla toplam boliim halkasini elde etmek i¢in S kiimesinde R halkasi yerellestirilir.
Toplam béliim halkasi K(R) = S™R seklinde gosterilir. Eger R tamlik bolgesi ise o
zaman S = R — {0} ve toplam boliim halkast ile kesirler cismi aynidir. Yerellestirme, bir
halkaya c¢arpimsal tersler eklemenin sistematik bir yontemidir. Yerellestirme, bir R
halkas1 ve § alt kiimesi verildiginde S kiimesinin goriintiisiiniin birimlerden (ters
cevrilebilir elemanlar) olusmasini saglayacak sekilde bir halka homomorfizmi ile elde

edilir.

Tanim 2.2.2.10. R bir halka olsun. R halkasinin sifir ideali indirgenemez ise halkaya
indirgenemez halka denir. Yani I ve J sifirdan fakli R’ nin iki ideali olsun.a € [ ve b € |
stfirdan farkli elemanlar1 olmak iizere; 0 # ab € I N ]’ dir. Dolayisiyla indirgenemez

halka sifir olmayan iki idealin kesisiminin her zaman sifir olmadig1 halkadir.

Tanim 2.2.2.11. R bir halka olsun. R sifir olmayan nilpotent elemanlara sahip degilse R’

ye indirgenmis halka denir.

Tamm 2.2.2.12. Azalan bir zincir I; 2 I, 2 I3 2 -+, R halkasindaki sol (sag) idealleri
sonlu ise veya tim n > k i¢in I, = I}, olacak sekilde bir k indeksi varsa sonlanir. R’ nin
sol (sag) ideallerinin azalan her zinciri sona ererse R azalan zincir kosulunu

saglamaktadir. Azalan zincir kosulunu saglayan halkaya Artin (Artinian) halka denir.
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Tanmm 2.2.2.13. Artan bir zincir I; € [, € I3 € --- , R halkasindaki sol (sag) idealleri
sonlu ve ideallerin bir maksimum eleman1 varsa dyle bir n indeksi vardir ki I, = I,,,; =
.- dir. R’ nin sol (sag) ideallerinin artan her zinciri sonlu olarak iiretilirse R artan zincir

kosulunu saglamaktadir. Artan zincir kosulunu saglayan halkaya Noeter (Noetherian)

halka denir.

Ornek 2.2.2.14. Z tamsayilar halkasi bir Noeter halkasidir fakat Artin halka degildir.

Clinkii her ideal tek bir eleman tarafindan iiretilir. Mesela;
(5Z) D (25Z) o (125Z) o --- D (5"Z) D -+’ dur.

Tanim 2.2.2.15. R bir halka olmak iizere agsagidaki kosullar1 sagliyorsa nilpotent halka

olarak adlandirilir.

1. xq1,%y, ..., Xc Xe41 € R’ deki herhangi bir eleman se¢imi i¢in dyle bir ¢ sabiti
vardir ki ve herhangi bir a4, a, ..., a., a.41 dizisi i¢in a; = x; ve @11, Qi Xizq
veya X; 1. a; ¢arpimlarindan biri olacak sekilde a.,; = 0 olmalidir.

2. Xq,Xy, ..., Xy, € R’ deki herhangi bir eleman se¢imi igin dyle bir m sabiti vardir ki
her x;’ yi tam olarak bir kez igeren herhangi bir ¢arpim 0 degerine sahiptir.

3. R’ nin iist merkez serisi, sonlu bircok adimda R’ ye ulasir.
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3.BOLUM
DEGISMELIi HALKALARDA TANIMLI GRAF YAPILARI

Bu boliimde degismeli halkalar {izerine taniml1 graflarin literatiir incelemesi sonucunda

derleme yapilmustir. [14-42] kaynaklarindan faydalanilmistir.
3.1. Sifir-Bolen Graflar

Degismeli bir R halkasinin sifir-bdlenleriyle iliskilendirilen [, (R) ile gosterilen bir graf
fikri, 1988' de 1. Beck tarafindan bu tiir graflarin renklendirmelerini ¢alistig1 yerde ortaya
atildi [16]. Beck, bu grafi tanittiktan sonra [} (R)' in klik sayisi1 ile kromatik sayisinin esit
oldugunu tahmin etti. 1993 yilinda D.D. Anderson ve M. Naseer bir karst 6rnek
saglayarak Beck' in varsayimini olumsuz olarak belirlediler [17]. Tanim, sifir-bdlen graf
adiyla birlikte Beck ' in tanimin1 degistirdikten sonra D.F. Anderson ve P.S. Livingston
tarafindan 1999' da tanitildi [14]. Ayrica degismeli bir halkanin halka-teori 6zellikleri ile
sifir-bolen grafin graf-teori 6zellikleri arasindaki etkilesimi de verilmistir. Anderson v.d.
tarafindan verilen tanimda, Beck, degismeli R halkasinin tiim elemanlarini I}, (R) grafinin

noktalar1 olarak aldi [16]. Sifir-bdlen grafin degistirilmis tanimi asagidaki gibidir.

Tanmm 3.1.1. R birimli, degismeli halka olsun. R' nin sifir bdlenlerinin kiimesi Z(R)
olsun. R' nin sifir bolen grafi I'(R), Z(R)* = Z(R) — {0} nokta kiimesi olmak iizere “x #
yvex,y € Z(R)" i¢in x ve y komsudur gerek ve yeter sart xy = 0” kosullu bir graftir
[14].

Ornek 3.1.2. R = Zg ise o zaman Z(R) = {0,2,3,4}' tiir. [, (Z) ve I'(Zg) graflan Sekil

3.1." de verilmistir.

|
=il
=

I'(Z;)

—
TL,(Z.)
oldg)

Sekil 3. 1. Ty (Ze) ve I'(Ze)
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['(R)' nin sonsuz olabilecegi unutulmamalidir. Yani bir R halkasinin sonsuz sayida sifir-
boleni olabilir. Fakat muhtemelen I'(R) sonlu oldugunda en ¢ok ilgiyi ¢ekmektedir.

Ciinkii o zaman I'(R) ¢izilebilir.

Teorem 3.1.3. R degismeli bir halka olsun. Bu durumda I'(R) sonludur gerek ve yeter
sart R sonludur veya tamlik bolgesidir. Ozellikle 1 < [T'(R) | < o ise R halkas1 sonludur

ve cisim degildir [14].

Teorem 3.1.4. R degismeli bir halka olsun. O zaman I'(R) ' nin her noktasina komsu olan
bir noktas1 vardir ancak ve ancak ya R = 7Z, X A, burada A bir tamlik bolgesidir ya da

Z(R) bir yok eden idealdir (dolayisiyla asaldir) [14].

Sonug 3.1.5. R bir degismeli Noeter halka olsun. O zaman I'(R)'nin her noktasina komsu
olan bir noktasi vardir ancak ve ancak ya A bir (Noetherian) tamlik bolgesi ya da Z(R),
R'nin bir (asal) ideali olmak tizere R = Z, X A’ dir. Ek olarak dim(R) = 0 ise o zaman
A bir cisim oldugunda ya R = Z, X A ya da {0}, R' nin asikar idealidir (yani Z(R) =
N(R)) [14].

Sonug 3.1.6. R sonlu, degismeli bir halka olsun. O zaman I'(R) ' nin her noktasina komsu
olan bir noktas1 vardir ancak ve ancak F sonlu bir cisim ya da R lokal olmak iizere R =
Z, X F’ dir. Ayrica bazi p asallar1 ve n > 1 tam sayilari i¢in R = Z, X F ise [[(R)| =
|F| = p™ ve R lokal ise |T'(R)| = p™ — 1" dir [14].

Teorem 3.1.7. R degismeli bir halka olsun. O zaman I'(R) tam graftir ancak ve ancak

R =7, X7Z,veyaVx,y € Z(R) i¢in xy = 0 [14].

Ornek 3.1.8. R = Z4o halkas! incelenirse Z(R)* = {7,14,21,28,35,42}' tiir. Vx,y €
Z(R)*i¢in xy = 0 oldugundan I'(R) tam graftir.

42

q
-
[&]

-y
-
[X]
[=i]

Sekil 3. 2. T'(Zyo)
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Sonug 3.1.9. R degismeli bir halka olsun. x,y € Z(R) iginxy = 0 veyax = y ise x~y

seklinde ve xy = 0 ise x~"y seklinde tanimlansin.

a) ~ bagintis1 gecislidir (esdeger olarak, denklik bagintis1) & I'(R) tam graftir.
b) ~* bagintis1 gegislidir (esdeger olarak, denklik bagintisi) & I'(R) tam graftir ve
R %7, X Z, [14].

Teorem 3.1.10. R sonlu, degismeli bir halka olsun. Eger I'(R) tam graf ise o zaman ya
R =7, X7, ya da Kar(R) = p (veya p?) olacak sekilde R lokaldir ve p asal, n > 1
oldugunda |[I'(R)| = p™ — 1' dir [14].

Lemma 3.1.11. R sonlu, degismeli bir halka olsun. Eger I'(R) ' nin tam olarak bir noktasi
diger her noktasina komsu ve baska komsu noktast yoksa o zaman ya F sonlu cisim ve
|F| = 3 olacak sekilde R = Z, X F ya da S maksimal ideali R/S = Z,, S3 = 0 ve |S?| <
2 olacak sekilde R lokaldir. Dolayisiyla bazi p asali ve n > 1 tamsayilari igin [T'(R)| ya
p™ yada 2™ — 1'dir [14].

Teorem 3.1.12. R sonlu, degismeli bir halka |[I'(R)| = 4 olsun. O zaman ['(R) yildiz
graftir ancak ve ancak F sonlu bir cisim oldugunda R = Z, x F' dir. Ozellikle I'(R) y1ldiz
graf ise 0 zaman bazi p asali ve n > 1 tamsayilari i¢in [['(R)| = p™ dir. Tersine her p™

mertebeli y1ldiz graf I'(R) olarak anlasilabilir [14].

Ornek 3.1.13. R = Z, X Z, halkasinda Z sonlu bir cisim oldugu i¢in I'(R) y1ldiz graftir.
Bu halkanin Z(R)* = {(1,0), (0,1), (0,2), (0,3),(0,4),(0,5),(0,6)} dir. I'(Z, X Z)

incelenirse;

Sekil 3. 3. T(Z, X Z,)
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Sekil 3.3. ' den goriildiigii tizere I'(Z, X Z,) = K, ¢’ dir.

Teorem 3.1.14. R bir tamlik bolgesi olmayan degismeli bir halka ve I'(R)' nin her noktas1

sonlu dereceye sahipse R sonludur [15].

Teorem 3.1.15. R sonlu, degismeli bir halka olsun. I'(R) diizenli bir graf ise o halde ya
I'(R) = K, yal'(R) = K, dir [15].

Teorem 3.1.16. R degismeli bir halka olsun. I'(R) bir dongii i¢eriyorsa I'(R) baglantilidir
ve gr(I'(R)) < 7' dir [14].

Omek 3.1.17. R =7Z,,; halkastm alalm. T'(Z;,;)'nin nokta kiimesi Z(R)* =
{11, 22,33,44,55,66,77,88,99, 110} olup grafi gizilirse;

22 33
11 ~ *

. o 44

110 & & 53
99 *
L ]

. 66

28 iy

Sekil 3. 4. T(Zy457)

Sekil 3.4. deki gibi olur. V v € Z(R)" i¢in d(;,;) = 9 oldugundan diizenli graftir. Teorem
3.1.15'den I'(Z, ;) tam graf olur. Teorem 3.1.16' dan gr(I'(Z,,,) ) = 3' tiir.

Teorem 3.1.18. R degismeli bir Artin halka olsun (6zellikle R sonlu, degismeli bir halka
olabilir). I'(R) bir dongii i¢eriyorsa o zaman gr(I'(R) ) < 4' tiir [14].

Teorem 3.1.19. R tamlik bolgesi olmayan degismeli bir halka olsun. O zaman tam olarak

asagidakilerden biri saglanir.

a) grT(R)) <4
b) T'(R) bir yildiz graftir;

¢c) R=7Z,x7Z,veyaR = 7, X Zy[x]/{x?) [18].
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Lemma 3.1.20. K(R) toplam boliim halkasi olacak sekilde R degismeli bir halka olsun.
O zaman diam(I'(K(R)) ) = diam(I'(R) ) ve gr(I'(K(R)) = gr(I'(R))’ tir [19].

Teorem 3.1.21. R indirgenmis degismeli halkasi i¢in asagidaki ifadeler esdegerdir.

a) gr(T(R)) <4;
b) T(R) = F; X F,, her F;, |F;| = 3 olacak sekilde bir cisim oldugunda;
¢) T(R) = Kyn, m,n = 2[19].

Teorem 3.1.22. N(R) # {0} olmak tizereR degismeli halkasi i¢in asagidaki ifadeler
esdegerdir.

a) gr(T(R)) = 4;

b) R=D X B; |D| =3 olacak sekilde D bir tamlik bolgesi ve B = Z, veya
Z,[x]/{x?) oldugunda (dolayisiyla K (R) = K(D) X B).

¢) T(R) =Kpms m > 2[19].

Teorem 3.1.23. R indirgenmis degismeli halkasi i¢in asagidaki ifadeler esdegerdir.

a) T'(R) bos degildir ve gr(I'(R) ) = oo;
b) F bir cisim olmak tizere, K(R) = Z, X F;
¢) Bazin > 1i¢inI'(R) = Ky, [19].

Teorem 3.1.24. N(R) # {0} olmak tiizere R degismeli halkasi i¢in asagidaki ifadeler
denktir.

a) gr(F'(R)) = oo;

b) B = Z, veya Z,[x]/{(x?) oldugunda veya TI'(R) bir yildiz graf ise R = B veya
R =7, X B;

¢) Bazin > 1 i¢in I['(R) tek noktalidir, K, 3 veya Ky ,,' dir [19].

Teorem 3.1.25. R degismeli bir halka olsun. Bu durumda diam(I'(R) ) < 3' tiir [14].

Ornek 3.1.26. R = 7Z,, halkas1 olsun. O halde;
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Sekil 3. 5. T(Z,,)

Teorem 3.1.25." den diam(T'(Z,,)) = 2' dir.

Teorem 3.1.27. R; ve R, her ikisi de tamlik bdlgesi olmayan birimli, degismeli halkalar

olsun. O zaman diam(I'(R; X R,)) = 3'tiir [20].
Ornek 3.1.28. R; = Z, ve R, = Z olsun. Boylece;

. _ ((0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(0,5),(1,0),(2,0),(3,0),(1,2),(1,3), (1,4),
Z(Zy X L) ‘{ 2.1),(22), (23), (2.4), (2.5), (3.2). (3.3), (3.4) }

dir. I'(Z, X Z¢) asagidaki gibidir.

(1.2)(1.4)(3.233.4) (3.3)

(0.4)
(0.1)
(0.5) (2.3)
(2.1)
(2.53) 2.4)

Sekil 3. 6. T(Zy X Ze)
dlam(F(Z4 X ZG)) = 3 veE gT‘(F(Z4 X ZG)) == 3'tﬁl‘.

Teorem 3.1.29. R, R,, ..., R, degismeli halkalar1 (birimli olmak zorunda degil) ve
diam(T'(R;)) = diam(T'(R,)) = - =diam(I'(R,))) =1 ve R=R;{XR, X ..X
R, (n > 2) olsun. O zaman asagidaki ifadeler gecerlidir:

a) diam(T(R)) =1 Vi=1,..,ni¢cinR; = Z(R;) ;
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b) diam(T'(R)) =2 & baz1i,j € {1,..,n}icin R; = Z(R;) ve R; # Z(R;);
¢) diam(T(R)) =3 e Vi=1,..,nicinR; # Z(R,) [21].

Teorem 3.1.30. Ry, R,, ..., R, degismeli halkalar1 (birimli olmak zorunda degil) ve
diam(I'(R;)) = diam(I'(Ry)) = - =diam(I'(R,)) =2 ve R =R;{XR;X..X

R, (n > 2) olsun. O zaman asagidaki ifadeler gecerlidir:

a) diam(T'(R)) # 1;
b) diam(I'(R)) =2 & bazii=1,..,ni¢in R; = Z(R;);
¢) diam(T'(R)) =3 e Vi=1,..,niginR; # Z(R;) [21].

Teorem 3.1.31. R, R,, ..., R, degismeli halkalar1 (birimli olmak zorunda degil) ve
diam(T'(R;)) = diam(T'(R,)) = - =diam(I'(R,)) =3 ve R=R;{XR, X ..X
R,(n > 2) olsun. O zaman diam(T'(R)) = 3 [21].

Teorem 3.1.32. Ry, R,, ..., R,, degismeli halkalar1 (birimli olmak zorunda degil) verilsin.
Bazi i,j € {1, ...,n} igin diam(T'(R;)) = 1 ve diam(F(Rj)) = 2 ve diam(T'(Ry)) =3
olacak bigimde en az bir k € {1, ..., n} olmasin. BudurumdaR = R; X R, X ... X R,(n >

2) i¢in asagidaki ifadeler saglanir.

a) diam(T'(R)) # 1;
b) diam(T'(R)) =2 & baz1i=1,..,ni¢in R; = Z(R;);
¢) diam(T(R) =3 & Vi=1,..,nicinR; = Z(R,) [21].

Teorem 3.1.33. Ry, R,, ..., R,, degismeli halkalar1 (birimli olmak zorunda degil) verilsin.
Bazi i,j € {1, ...,n} i¢in diam(T'(R;)) = 1, diam(T'(R;)) = 3 ve diam(I'(R;)) = 2
olacak bigimde en bir k € {1, ..., n} olmasin. Bu durumda R = R; X R, X ... X R,(n >

2) halkasi i¢in asagidaki ifadeler gecerlidir:

a) diam(T'(R)) # 1;

b) diam(T'(R)) =2 & bazii = 1, ...,ni¢in diam(T(R;)) = 1 ve R; = Z(R));

¢) diam(T(R)) =3 & diam(T(R;)) = 1olani € {1, ...,n} yoktur veR; #
Z(R;) [21].
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Teorem 3.1.34. Ry, R,, ..., R, degismeli halkalar1 (birimli olmak zorunda degil) olsun.
Bazii,j € {1, ...,n} i¢in diam(T'(R; )) = 2 ve diam(T'(R; )) = 3 ve diam(T'(R; )) = 1
olacak bigimde en az bir k € {1, ..., n} olmasin. BudurumdaR = R; X R, X ... X R,(n >

2) halkas1 i¢in asagidaki ifadeler gecerlidir:

a) diam(T'(R)) # 1;

b) diam(I'(R)) =2 & bazii =1,..,nicin diam(I'(R;)) = 2 ve R; = Z(R;);

¢) diam(T'(R)) =3 & diam(T'(R,)) = 2olani € {1,...,n} yoktur ve R;#
Z(R;) [21].

Teorem 3.1.35. Ry, R,, ..., R,, degismeli halkalar1 (birimli olmak zorunda degil) olsun.
Bazi i,j,k € {1, ..,n} icin diam(T'(R;)) = 1, diam(T'(R;)) = 2, diam(T'(R;)) = 3

olsun. R = R; X R, X ... X R, (n > 2) olmak lizere asagidaki ifadeler gecerlidir:

a) diam(T'(R)) # 1;

b) diam(I'(R)) = 2 @ bazui = 1,..,ni¢in diam(I'(R;)) < 2 ve R; = Z(R));

c) diam(F(R)) =3 diam(F(Ri)) <2olani €{1,..,n} yoktur ve R;#
Z(R) [21].

Sonu¢ 3.1.36. R, R,, ..., R,, birimli, degismeli halkalar ve R = R; X R, X ... X R,(n >
2) olsun. O zaman diam(T'(R)) = 3 [21].

Ornek 3.1.37. R = Z, X Z, X Z5 birimli, degismeli halka olsun. O zaman Sonug 3.1.36.'

dan da anlasilacag tlizere;

Sekil 3. 7. T'(Z, X Z, X Z3)

diam(T(Z, x Z, X Z3))) = 3' tiir.
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Teorem 3.1.38. R degismeli bir halka olsun (birimli olmak zorunda degil). Bu durumda;

a) diam(T'(R)) € {0,1,2,3} olacak bigimde I'(R) baglantilidir;

b) gr(T(R)) € {3,4,};
¢) T(R) tam graftr & R = 7, X Z, veya Z(R)? = {0};
d) Z(R) # {0} ise 0 zaman I'(R) sonludur < R sonludur [22].

Ornek 3.1.39. R = Z,, ve R = Z,q halkalarmin sifir-bolen graflarini inceleyelim.

Z(Zyo)" =1{2,4,5,6,8,10,12,14,15,16,18} olmak lizere;

Gzl
B mi=t="

Sekil 3. 8. T'(Zy)

Teorem 3.1.38." de belirtildigi tizere Z(Z,,) # {0} oldugu igin I'(Z,,) sonludur ve
baglantilidir. diam(T'(Z,,)) = 3 ve gr(I'(Z,,)) = 4' tiir.

Z(Z4g)* = {7,14,21,28,35,42} olmak lizere;

Sekil 3. 9. T'(Z,0)

Z(Z49) # {0} oldugu i¢in I'(Z,4) sonludur, baglantilidir ve tam graftir. diam(I'(Z49)) =
1 veE gT(F(Z49)) = 3' tﬁr.

Teorem 3.1.40. R sonlu, degismeli birimsiz bir halka olsun. O zaman;

a) R=2Z(R);
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b) R, bir birime sahip ve R, = Nil(R,) # {0} oldugu zaman ya R = Nil(R) ya da
R =R, X Ry;

c) diam(F(R)) € {0,1,2} olacak sekilde I'(R) baglantilidir;

d) gr(T'(R)) € {3, 0} [22].

Teorem 3.1.41. R = Z(R) olacak sekilde R degismeli bir halka olsun.

a) ['(R) tam graftr & V x,y € R igin xy = 0;

b) gr(T(R)) € (3,00}

c) diam(F(R)) = 3 ise 0 zaman gr(F(R)) =3;

d) gr(F(R)) = o0 ise 0 zaman p asal, n = 1 tamsay1 ve m sonsuz kardinal sayisi

olmak tizere I'(R) ya K1, K, = Ky 1, Ky 5, K1 2pn—5 yada Ky " dir [22].
Teorem 3.1.42. p ve q farkl asallar ise o zaman )((F(quz)) = q[23].
Teorem 3.1.43. p ve q farkli asallar ise o zaman )((F(szqz)) =pq — 1[23].
Teorem 3.1.44. p,, p,, p3 ve py farkli asallar olmak iizere X(F(Zplpngm)) = 4' tiir [23].

Teorem 3.1.45. n pozitif tam say1 ve p asal say1 ise 0 zaman;

n tek ise, p( 2

x(T(Z,m)) = (3.1)

n
n cift ise, p(i) -1
dir [23].

Ornek 3.1.46. Z,,,Z,5,73,, Zsghalkalarinmn sifir-blen graflarinin kromatik sayilart

incelenirse;

g
Sekil 3. 10. T'(Zy5)
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Teorem 3.1.42." den Z;, = Z; ,2 oldugundan y(I'(Z,,)) = 2'dir.

Sekil 3. 11. T(Z4)

Teorem 3.1.43." den Z3¢ = Zs2 ,2 oldugundan y(I'(Zze)) = 5' dir.

Sekil 3. 12. T(Zys) ve I'(Zs5)

Teorem 3.1.45." den Z,5 = Zg2 ve Zz, = Z,s oldugundan y(I'(Z,5)) = x(I'(Z3,)) = 4'

tur.
Teorem 3.1.47. R sonlu, degismeli bir halka ve F; sonlu bir cisim olsun. O zaman;

a) a)(F(R)) = 2 & R asagidaki 8 tip halkadan birine izomorftur:
Fy XF,, FX1Z,, FXZ,[x]/{(x?), Zg, Zo, Zs[x]/{(x?), Z,[x]/{x3),
Z4[x]/(2x, x* = 2);

b) a)(F(R)) = 3 & R asagidaki 31 tip halkadan birine izomorftur:
Ly X Ly, Ly X Ly[x]/(x?), Zy[x]/(x?) X Zy[x]/(x?), Fy X Fy X F3, F; X F; X
Ly, Fiy X Fy X Zy[x]/{(x?), F X Zg, F X Ly, F X Z3[x]/{x?), F X Z,[x]/{x3),

F X Z4[x]/(2x, x2 —2), L1e, Z, [x]/{x*), Ly[x]/(2x, x3 —2),
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Zalx]/4x? = 2),  Zalx]/{x? + 2x +2),  Fulx]/(x?), Zs[x]/(x* +x + 1),
Lo, 1/, 902, Zalx]/(2,%)?,  Zpy,  Zslx]/{x®).Ze[x]/(3x, x*—3),
Zo[x]/(3x, x*—6), Zox,y1/(x?, y* — xy), Zox,y1/{x?%, y?),
Zg[x]/(2x — 4, x?), Z4[x]/(x?), Zy[x]/(x* — 2x),
Zalx, y1/4x%, xy =2, y%, 2x, 2y),

Zylx,v]/(x? xy — 2, x? —xy, 2x, 2y)[24].

Ornek 3.1.48. R = Z,, olsun ve asagidaki sekilde goriildiigii {izere w(F(Z27)) = 3" tiir.

Sekil 3. 13. T'(Zy,)

Teorem 3.1.49. R degismeli bir halka olsun.

a) a)([‘ (R)) = oo & I'(R) sonsuz klige sahiptir.
b) w(T'(R)) < ® & |Nil(R)| < o ve Nil(R) asal ideallerin sonlu kesisimidir [24].

Teorem 3.1.50. R degismeli bir halka, 0 # x € Nil(R) ve x™ = 0 olacak sekilde n en

kiigiik pozitif tam say1 olsun.

a) n = 2k ise o zaman w(I'(R)) = 2k — 1;
b) n =2k + 1ise o zaman w(T'(R)) = 2k [24].

Teorem 3.1.51. Ry, R,, ..., R, tamlik bolgeleri (n = 2) ve R = R; X ... X R, olsun. Bu
durumda w(T'(R)) = n’ dir [24].

Ornek 3.1.52. R = Z, X Z, X Z, olsun. O halde Teorem 3.1.51." den w(F(Zz X Zy X
Z,)) = 3 olur.
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L
Sekil 3. 14. T (Zy, X Z, X Z)

Teorem 3.1.53. R ve S cisim olmayan sonlu, indirgenmis, degismeli halkalar olsun. Bu

durumda I'(R) = I'(S) & R = S' tir [24].

Teorem 3.1.54. Biitin i € I ve j € ] i¢in F; ve F;’ ler sonlu cisimler oldugunda R =

[lie; Fi ve S = [1j¢; F; olsun. T(R) = I'(S) ise 0 zaman R = ' tur [23].

Teorem 3.1.55. n,m > 2 i¢in R, R,, ..., R, ve 54, S,, ..., S, sonlu lokal halkalar olsun.
O zaman '(Ry X R, X .. X R,) =T(5§; XS5, X ..X §,) & n=mve {1,2,..,n} nin

@ permiitasyonu vardir 6yle ki herhangi 1 <i <n i¢in |R;| = |S(p(i)| ve I'(R;) =

I(Syq)' tur [15].

Teorem 3.1.56. R sonlu indirgenmis bir halka ve S tamlik bdlgesi olmayan bir halka

olsun. T'(R) = T'(S) ise R = Z, X Z,, Zgve S lokal halka olmadik¢a R = S' tur [15].

Teorem 3.1.57. K(R) toplam boliim halkasi olacak sekilde R degismeli bir halka olsun.
Bu durumda I'(R) = I'(K(R))' tur [25].

Teorem 3.1.58. R sonlu, degismeli R; X R, bi¢iminde yazilabilen bir halka olsun. I'(R)

bir Hamilton graf ise o zaman bazi n dogal sayilari igin I'(R) = K, " tur [15].

Ornek 3.1.59. R = 73 X 75 olmak iizere;

(0.1) (1.0
[ ] L ]
L ]
(2,00 (0,2)

Sekil 3. 15. [(Z3 X Zs)
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I'(Z3 X Z3) Hamilton graf oldugu i¢in I'(Z3 X Z3) = K, ,dir.

Teorem 3.1.60. R sonlu esas ideal halkasi olsun. I'(R) Hamilton graf ise 0 zaman ya tam

graftir ya da iki par¢ali tam graftir [15].

Sonug 3.1.61. I'(Z,,) bir Hamilton graftir & p, 3' ten biiyiik bir asal oldugunda n = p?'
dir. Bu durumda, I'(Z,) = K,_,' tur [15].

Omek 3.1.62. R = Z, o olsun. n = 132 olmak iizere;

117
Sekil 3. 16. T'(Z;69)

['(Z49) bir Hamilton graftir. Dolayisiyla I'(Z;49) = K;,'dir.

Teorem 3.1.63. R sonlu, birimli ayrigtirilabilir bir halka olsun. O zaman I'(R) Hamilton

graftir & q # 2 ve Fg, q elemanli cisim oldugunda R = F, X [F,' tur [23].

Teorem 3.1.64. I'(Z,,) Euler graftir ancak ve ancak ya n tek ve karesel olmayan bir

sayidir ya dan = 4' tiir [23].

Ornek 3.1.65. R = Z,g ve Zgs halkalarinin sifir-bolen graflari;

) ]
e .

8
#b ‘ [
.12 14 w12
oie NG
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25

Sekll 3.17. F(Zzs) ve F(Z65)
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n = 28 oldugunda n|p? olacak sekilde p asali vardir. Bu nedenle soldaki I'(Z,g) Euler
graf degildir. n = 65 oldugunda ise n|p? olacak sekilde p asali yoktur ve n tektir.
Dolayisiyla sagdaki I'(Zg5) Euler graftir.

Teorem 3.1.66. R sonlu sifirdan farkli nilpotent halka olsun. O zaman I'(R) Euler

graftr& R' nin gift eleman sayilidir ve V x € R igin x% = 0' dir [23].
Teorem 3.1.67.

a) m = 2 asal olmamak iizere; R = Z, olsun. O zaman I'(R) diizlemseldir & n €
{8,12,16,18,25,27} U {2p, 3p: p asaldir};

b) r=2 ve 2<n; <--<n, olmak lizere; R = Zp, X Zyp, X ... X Z,_ olsun. O
zaman ['(R) diizlemseldir & p = 2 ve q = 3 oldugunda R, Z, X Z4, Z, X Zg,
Ty X Tg, Ty X Loy Ty X Ty, Ly X Ty Ty X Ty Ty X Ty, Ly X Ty X L, Ty X Ty X
Z+ halkalarindan biridir [24].

Omek 3.1.68. T'(Zyg), T'(Zy X Z,), T(Z, xZg) ve T(Z, X Zy) graflar1 asagida

verilmektedir.

‘ B
12
E [(Zy X L)

g I(Z, X Zg)

T(Z, X Zg)

Sekil 3. 18. I'(R) diizlemsel 6rnekleri

Sekil 3.18." de goriildiigii lizere nokta c¢iftleri arasindaki kenarlar higbir sekilde birbirini

kesmemektedir. Dolayisiyla graflar diizlemseldir.
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Teorem 3.1.69. m,n > 2 olmak iizere R, ,,, = Zp[x]/(x™) olsun.

a) T'(R,;) diizlemseldire n < 5;
b) T'(R,3) diizlemseldir= n < 3;
c) F(Rn,4) diizlemseldire n = 2;

d) m =5 oldugunda F(Rn,m) diizlemsel olamaz [24].

Ornek 3.1.70. Zp[x]/{x®), Zslx]/{x?), Zs[x]/(x?), Zs[x]/(x®), Zp[x]/(x*) ve

Z.4[x]/{x?) halkalarinin sifir-bdlen graflarini inceleyelim.

3 o
A — o = ] [ k2
& o
o . a
D(Z,04/(x%) D(Z,lx]/ %) Y @G

Sekil 3. 19. I'(Z,[x]/{x™)) diizlemsel drnekleri

Teorem 3.1.69." da verilen degerler dogrultusunda yukarida verilen Sekil 3.19." da
['(Z,[x]/{x™)) graflar diizlemsel graflardir.

Teorem 3.1.71. R sonlu, degismeli lokal olmayan bir halka ve F sonlu bir cisim olsun. O

halde I'(R) diizlemsel graftir & R asagidaki halkalardan birine izomorftur:

Ly X F, Ty X F, Ty X Ly, Ty X Lp[x)/{X*), L3 X Ly, Ly X Lp[x]/{x?), Ly X L X Ly,
Ly X Ty X L3, Ly X Lg, Ly X Lp[x]/{x?), Ly X Lyu[x]/(2x, x* =2), Ly X Ly, Ly X
Z3x]/(x?), L3 X Lo, Tz X L3[x]/{x?) [26].
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Teorem 3.1.72. R cisim olmayan sonlu, degismeli bir halka ve F sonlu bir cisim olsun.

O halde I'(R) diizlemsel graftir & R asagidaki 44 tip halkalardan birine izomorftur:

Ly X F, Ty X F, Ly X Ly, Ly X Ly[x]/{x?), 03 X Ly, Lz X Ly[x]/(x?), Ly X Ly X Ly,
Ty X Ty X Lz, Ly X Lg, Ty X Lp[x]/{x3), Ty X Zy[x]/(2x, x*—2), Zp X Lo, Ty X
Z3[x)/(x?), T3 X Lo, Tz X L3[x]/(x?), Ly, Lp[x1/x?), Zo, Zs[x]/(x?), , Zsg,
Lo[x)/(x%),  Zalx)/2x, x* =2),  Lis,  Lp[x]/(x®),  Zalx]/(2x, x®—2),
Zy[x]/{(x? = 2), Zy[x]/(x? + 2x + 2), F,[x]/(x?), Z4[x]/{x?* + x + 1),

Z,[x,y]/(x, }’>2 Zy[x, }’]/(2:35)2’ Ly, Zg[X]/(X3>, Zg[x]/(x2 -3, 3x),
Zo[x]/{x* — 6, 3x), Zy[x,y1/(x%, y?—xy), Zy[x, y1/{x?, y?),
Zglx,y1/(2x — 4, x?), Z4[x]1/(x*),Z5[x]/{x* — 2x),

[
[
[
[
[
[
Lolx,y)/(x%, xy =2, y* —xy, 2x, 29)Ly[x,¥1/x% xy =2, y?, 2x, 2y), Lss,
Zs[x]/{x*) [26].

Sonu¢ 3.1.73. |R| = 28 ya da |Z(R)| = 10 olacak sekilde R cisim olmayan sonlu,
degismeli lokal bir halka olsun. O halde I'(R) diizlemsel graf degildir [26].

3.2. Nilpotent Graflar

Ik olarak 2003'te nilpotent graf tanimi Chen tarafindan [27]' de yapilmustir. Chen, R
halkasinin biitiin elemanlarini grafin noktalar1 olarak kabul ederken 2010'da A.Li ve Q.Li
tarafindan R halkasinin sifirdan farkli elemanlar1 grafin noktalar1 olarak kabul edilmistir.
Nilpotent graf yeniden diizenlenerek incelenmistir. Sifir-bdlen graf nilpotent grafin alt
grafidir. Bu alt bolimde nilpotent graf iizerine literatiirde yapilmis ¢aligmalar ile

tarafimizdan da elde edilen sonuglar sunulmaktadir.

Tanim 3.2.1. R birimli bir halka olsun. R' nin Iy (R) ile gosterilen nilpotent grafi, nokta

kiimesi;
Vy(R)* ={0 #x € R|[xy € N(R),0 # y €ER} (3.2)

olmak tizere kenarlar arasinda, " N(R), R' nin biitiin nilpotent elemanlarmin kiimesi
olmak tizere iki farkli nokta x ve y komsudur & xy € N(R)dir " kosulunu saglayan bir

graftir.
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Ornek 3.2.2. R = Z, X Z, X Z, halkasinin nokta kiimesi ve nilpotent grafi asagidaki gibi

verilmektedir.
Vy(Z, X Z, X Z,)* = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,0), (0,1,1),(1,0,1)}

N(R) ={(0,0,0)}

(0,1.1)

(1.1.0y% < (1.0.1)
(0,0.1) (0.1,00

Sekil 3. 20. Ty(Z, X Z, X Z,)

Aciklama 3.2.3. R halkasi tamlik bolgesidir < Ty (R) bos graftir. Aslinda R bir tamlik
bolgesi ise 0 zaman Vy (R)* = @' dir. Dolayisiyla I’y (R) bostur. Tersine Iy (R) bos ise o
zaman Ty (R)' nin tanimindan R' nin sifirdan fakli sifir bolenleri yoktur. Boylece R bir

tamlik bolgesidir [28].

Ornek 3.2.4. p asal say1 olmak iizere (Zyp, +,7) halkas1 bir tamlik bolgesidir. Fakat sifirdan
farkl1 hi¢bir nilpotent ve sifir-bolen elemana sahip olmadig i¢in nilpotent grafi bos graf

olmak zorundadir. (Z-, +,-) halkasinin nilpotent grafi agagidaki gibidir.

" %
Sekil 3. 21. Ty (Z,)

Agciklama 3.2.5. Varsayalim ki R diizenli halka ve birimli olsun. O zaman R/Z(R)' nin
her elemani birimdir. Gergekten her x € R i¢in xyx = x olacak bi¢cimde bir y € R vardir.

Eger x € Z(R) ise xy = 1 dir. Dolayistyla x aritmetik birimdir [28].

Aciklama 3.2.6. R degismeli veya diizenli halka olsun. Eger R indirgenmis ise 0 zaman
IR| < |Z(R)|? = |Vy(R)|?, aksi takdirde |Vy (R)*| = |R| — 1. Aslinda R indirgenmis ise
Iv(R) =T(R) olur. Bodylece |R|<|Z(R)|?>=|Vy(R)|* esitligi saglanir.

R indirgenmemis degismeli halka ise o zaman her r € R* ve x € N(R)" i¢in r ve x
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komsudur. Bu nedenle Vy(R) = R. Varsayalim ki R indirgenmemis diizenli halka
olsun. r, R*" in keyfi bir eleman1 olsun. r € Z(R) ise Vy(R) = R dir. Ciinkii Z(R) S
Vy(R)dir. Aksi halde Aciklama 3.2.5." den r aritmetik birimdir ve ters eleman1 1 ile
gosterilir. x sifirdan farkli nilpotent eleman olsun. 7 ~1x # 0 oldugunu gérmek kolaydir

ve 7, 7" 1x' e komsudur. Dolayisiyla r € Vy(R)' dir ve bdylece |Vy(R)| = |R| olur [28].

Ac¢iklama 3.2.7. R' nin merkezinde sifirdan farkli bir nilpotent eleman varsa R' nin
sifirdan farkl biitiin elemanlar1 nilpotent elemana komsudur. Bu nedenle herhangi bir R

halkasi i¢in R' nin merkezi en az bir nilpotent eleman igerirse;

i.  TIy(R) baglantilidir ve diam(Ty (R)) < 2
ii. gr(Iy(R)) = 3 veya o [29].

Ornek 3.2.8. R = Zq igin nilpotent graf incelenirse;

VN(Z9)* = {112131415161718}

N(R) = {0,3,6}
'1 .2 -4 05 .
'} B

Sekil 3. 22. Ty (Zo)
Iy (Zy) baglantihidir, diam(Ty (Zg)) = 2 ve gr(Ty(Zy)) = 3.
Teorem 3.2.9. R degismeli, diizenli ve birimli halka olsun. Bu durumda:

i.  Iy(R) baglantilidir.
ii. diam(T'y(R)) < 3.
iii.  Eger Ty(R) bir dongii igeriyorsa, o halde gr(Iy(R)) < 4. Buna ilaveten R

indirgenemez ise o zaman gr(I'y(R)) = 3 [28].

Teorem 3.2.10. R indirgenemez degismeli halka olsun. Iy(R) tek noktali kiime

(singleton) olmasin. O halde asagidaki ifadeler denktir:
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i.  gr(Iy(R)) = co.
ii. Ty(R) bir yildiz graftir.
iii. R ya 3 mertebeli bos halkadir ya da [N(R)| = 2 olacak bicimde N(R), R' nin asal
idealidir [28].

Teorem 3.2.11. R indirgenemez diizenli bir halka ve Iy (R) yildiz graf olsun. O zaman:

i.  Ty(R) tam olarak iki noktaya sahip olmasi igin gerek ve yeter sart R halkasi 3
mertebeli nilpotent halkadir.
ii.  Ty(R) en az li¢ noktaya sahiptir. Bu durumda |N(R)| = 2 olmak tizere N(R), R'

nin asal idealidir [28].

Lemma 3.2.12. R basit bir graf olsun. Her u noktasinin maksimum derecesi i¢in bir u —
v kenar1 vardir oyle ki; A(R) —d(v) + 2, R' deki maksimum dereceli noktalarin

sayisindan daha fazladir. O zaman y'(R) = A(R)' dir [28].

Teorem 3.2.13. R sonlu, indirgenemez ve degismeli bir halka olsun. R ¢ift mertebeli

nilpotent bir halka olmadikga

X' (n(R)) = A(Tw(R)) (33)
dir [29].

Sonug¢ 3.2.14. R sonlu, birimli, degismeli bir halka olsun. O zaman;

X' (v(R)) = A(Ty (R)) (3:4)
dir [29].

Teorem 3.2.15. R sonlu, degismeli, birimli bir halka 6yle ki I'y(R) baglantili olsun. O
zaman I'(R)€, Ty (R)' nin alt grafidir ancak ve ancak R lokal halkadir [29].

Teorem 3.2.16. R sonlu, degismeli, birimli bir halka ve Iy (R) baglantili olsun. O zaman,

I’y (R) iki pargali tam graftir gerek ve yeter sart I'(R) tam graftir [29].

Ornek 3.2.17. R = Z35 halkasinin nilpotent grafi iki pargali tam graftir.
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Sekil 3. 23. Ty (Zss)

Teorem 3.2.18. R sonlu, degismeli, birimli bir halka ve Iy (R) baglantili olsun. O halde
asagidaki esitlikler saglanir:

i.  Ty(R) bir yildiz graftir.
ii. Ty(R) bir agactir.
iii. R = 7Z, veya Z,[x]/{(x?) [29].

Ornek 3.2.19. R = Z,, ve Z, halkalar1 sonlu degismeli birimli ve baglantilidir. Bu
nedenle Sekil 3.24." de de goriilecegi tizere [y (Z1o) = Ky 4 ve Iy(Z,¢) = K; 4, dir.

[¢] o
[4 h24 q@
o
E
ERNG @ %

°I I

d

Iy (Z10) Iy (Z26)
Sekil 3. 24. Ty (R) 6rnekleri

Teorem 3.2.20. (R, S) cisim olmayan sonlu lokal halka olsun ve |[R| = p™, p asal say1 ve
n > 1. Eger |S*| = 2 ile Iy (R) baglantili ise 0 zaman Iy (R) Euler graf olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul |R| tektir ve biitiin x € S* i¢in x2 = 0 ' dir [29].

Teorem 3.2.21. Rsonlu, degismeli, birimli, lokal olmayan bir halka ve 'y (R) baglantili
olsun. O zaman I'y(R) Euler graftir gerek ve yeter sart |R| tek sayilidir ve biitiin x €
J(R)* igin x2 = 0 [29].
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Teorem 3.2.22. (R, S) cisim olmayan sonlu lokal halka ve |R| = p™ > 4, p asal say1 ve
n > 1 olsun. Bu durumda I’y (R) Hamilton yoluna sahip olmasi igin gerek ve yeter sart

R/S = 7Z,. Dolayisiyla |R| ¢ifttir [29].

Sonug 3.2.23. (R, S) cisim olmayan sonlu lokal halka olsun. Bu durumda Iy (R) Hamilton
graf degildir [29].

Teorem 3.2.24. (R, S) sonlu lokal halka, p asal say1 ve n = 2 olmak iizere |R| = p™
olsun. O zaman Ty (R) split graftir [30].

Teorem 3.2.25. R sonlu, degismeli, birimli bir halka ve Iy (R) baglantili olsun. O zaman
Iy (R)diizlemsel olmasi i¢in gerek ve yeter sart R;Z,, Z,[x]/{x?), Zo, Zg[x]/{x?)

halkalarindan birine izomorftur [29].
Teorem 3.2.26. F bir cisim olmak tizere;

i. n = 3isediam(Ty(M,(F))) = 2.
ii.  diam(Ty(M,(F))) < 3 [31].

Lemma 3.2.27. F bir cisim ve x tam kare olmayacak bicimde x € F alalim. O halde

diam(Ty (M, (F))) = 3 [31].

Lemma 3.2.28. Fsonlu bir cisim olsun. O zaman |F| ¢ift sayidir gerek ve yeter sart [F '

nin biitlin elemanlar1 tam karedir [31].
Sonug 3.2.29. F bir sonlu cisim ve |F| tek say1 ise diam (T (M, (F))) = 3" tiir [31].
Lemma 3.2.30.

i. T bir cisim ve Kar(IF) = 2 ise 0 zaman diam(Ty (M, (FF))) = 3.
ii. diam(Iy(M,(F,))) = 3'tiir [31].

Teorem 3.2.31. F bir cisim ise diam(Ty(M,(F))) = 3' tiir [31].

Lemma 3.2.32.
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Fy, ..., Fj sonlu cisimler olmak iizere R = [[¥, M, (F;) ve1<i<kiginn; =
3 ise o zaman diam(Ty(R)) = 2.
ii.

F,, ..., F) sonlu cisimler olmak iizere R = []¥, M, (F)vei=1,.., kicinn; <

2vel <j<kicinn; = 2isediam([y(R)) = 3'tiir [31].
Teorem 3.2.33. R sonlu halka ise diam(Ty (R)) < 3'tiir [31].

Ornek 3.2.34. R = Zs, halkasi ele aliirsa; sonlu halkadir. Dolayisiyla diam(Ty (Zsg)) =
2.

][ =

[13]

18]
19]

28
31
33|
37)

10
40

49 48
= 20

Sekil 3. 25. Ty (Zs,)

Sonug 3.2.35. R sonlu halka olsun. J(R) # 0 ise diam(Ty(R)) < 2 [31].

Sonug¢ 3.2.36. F4, ..., F; cisimler ve n4, ..., ng, k ' lar pozitif tam sayilar olmak tizere R =

K M, (F;) asagidaki sartlar saglanir:

i. Bazii'leriginn; > 3 ise diam(Iy(R)) = 2.
ii. Viiginn; < 2vebaz j'lericin n; = 2 ise diam(Iy(R)) = 3.
iii. k=2ven; =n, = 1isediam(Iy(R)) € {1,2}.
iv. k=>=3ven; =-=mn,=1isediam([y(R)) = 3'tiir [31].

Lemma 3.2.37. F,, ..., [F; cisimler ve n4, ..., n;, pozitif tam sayilar ve k = 3 i¢gin R =

121 My, (F;) ise gr(Ty (R)) = 3" tiir [31].

Lemma 3.2.38.

i.  Fbircisimve n > 2 ise gr([y (M, (F))) = 3.
ii. VIF; bir cisim ve baz1 i' ler igin |F;| =3, R = M, (F;) X M,,(F;) olsun.
nq,ny = 2 ise gI‘(FN(R)) = 3.
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iii.  [Fy,F, cisimve n > 2 ise gr(ly(F; x M, (F,))) = 3.
iv.  gr(Ty(My, (Z;) X My, (Z;)) € {3, 00} dir [31].

Teorem 3.2.39. (R;, S;) bir lokal halka ve n > 2 olmak ilizere R = R; X ... X R,, sonlu

degismeli birimli halka olsun. O zaman gr (T (R)) = 2' dir [30].
Sonug 3.2.40. (R, S) sonlu lokal halka olsun. O halde asagidaki sartlar1 saglamaktadir:

i. |S*]=3 e gr(FN(R)) >2 ise o =zaman R =TF,[x]/(x?) veya
Zyx]/{(x* + x + 1).
ii. |S§*| =4 ise ozaman gr(FN(R)) > 2'dir [30].

Aciklama 3.2.41. R lokal halka olsun fakat cisim olmasin. O halde nilpotent graf
tanimindan [y (R) baglantilidir ve diam(Ty (R)) = 2' dir [29].

Teorem 3.2.42. R; bir lokal halka ve n > 2 olmak iizere R = R; X ... X R,, sonlu,
degismeli, birimli bir halka olsun. Iy (R) baglantilidir gerek ve yeter sart V i i¢in R; cisim
degildir. Ayrica diam(T'y(R)) = 2' dir [29].

Teorem 3.2.43. R sonlu, degismeli, birimli bir halka ve Iy (R) baglantili olsun.

i. gr(Ty(R)) = oo gerek ve yeter sart R = Z, ve Z,[x]/{x?).
ii. gr(Ty(R)) = 4 gerek ve yeter sart Z(R)? = 0 ve |Z(R)*| = 2 ile R lokaldir.
iii. gr(Ty(R)) =3 gerek ve yeter sart R % Z,, Z,[x]/{(x?) ve Z(R)> =0 ve
|Z(R)*| = 2 ile R lokal halka degildir [29].

Teorem 3.2.44. gr(I'y(R)) = 2 olan sonlu lokal R halkas1 yoktur [29].

Ornek 3.2.45. R = Z, x Z, halkasinin ¢ap ve gevresi asagidaki gibi incelenmektedir.

Sekil 3. 26. Ty (Zy X Z,)
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Vy(Zy X Zg)" =
{(0,1),(0,2), (0,3), (1,0), (1,1), (1,2), (1,3),(2,0), (2,1), (2,2), (2,3), (3,0), (3,1), (3,2), (3,3)}
ve N(Z4 X Z4) = {(0,0), (012)' (2'0)' (2'2)}

Herhangi iki nokta arasinda keyfi bir se¢imle ¢ap ve ¢evre incelenirse;

Ornek 3.2.46. R = Z,5 halkasimin;

Sekil 3. 27. Ty (Z4s)

diam(Ty(Z,5)) = 2 ve gr(I'y(Z,5)) = 4 olmaktadir.

Teorem 3.2.47. F; ve F, cisim olmak iizere R = F; X [F, sonlu, degismeli olsun. O

zaman [y (R) iki parcali tam graftir ve dolayisiyla Iy(R) = Kp, *| |, tur [30].

Sonug 3.2.48. (R, S) sonlu lokal halka, p asal say1 ve n > 2 olmak lizere |[R| = p™ olsun.
O zaman R* = R\S, R' nin biitlin aritmetik birimlerinin kiimesi olmak iizere Ty (R) =

K|s*| + Kgx|" tur [30].

Teorem 3.2.49. (R;, S;) bir lokal halka ve [F; bir cisim olmak tizere R = Ry X ... X Ry, X
F; X ... X [F,, cisim olmayan, sonlu, degismeli, birimli halka olsun. O zaman I'y (R) split

graftir gerek ve yeter sart R asagidaki halkalardan birine izomorftur.
R lokaldir veya Z, X [ veya Z, X Z, X Z,' dir [30].

Aciklama 3.2.50. R sonlu degismeli halka olsun. O zaman Iy (R) tam olmasi igin gerek
ve yeter sart ['y(R) = Z, X Z,' tur [30].

(0.1) (1.0)

Sekil 3. 28. Ty (R) = Ty (Z, X Z,)
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Teorem 3.2.51. Her bir i i¢in (R;, S;) bir lokal halka ve [F; bir cisim ve m,n = 1 olmak
tizere R = Ry X ... X R, X F; X ... X [F,;, sonlu degismeli birimli halka olsun. O zaman
Iy (R)diizlemseldir gerek ve yeter sart R, Z, X Z, veya Z,[x]/{x?) X Z, halkalarina

izomorftur [30].

Sekil 3. 29. Ty (Zy X Zy) = Ty (Z,[x]/{x?) X Z,)

Ornek 3.2.52.

T i

Sekil 3. 30. Ty (Z,) = Ty (Zy[x]/(x%))

Sekil 3. 31. Ty (Zo) = Ty (Zs[x]/(x2))

Sonug 3.2.53. Her bir j i¢in [F; bir cisim ve m = 2 olmak lizere R = [F; X ... X [F,, sonlu
degismeli birimli bir halka olsun. O zaman [y (R) diizlemseldir gerek ve yeter sart R

asagidaki halkalardan birine izomorftur [31].
IF sonlu cisim olmak tizere; Z, X IF, Zz X F, Z, X Z, X Z, veya Z, X Z, X Z5.

Sonug 3.2.54. Her bir j i¢inlF; bir cisim ve m = 2 olmak tizere R = [F; X ... X Fp, sonlu
degismeli birimli bir halka olsun. O zaman gr(FN(R)) =1 gerek ve yeter sart R

asagidaki halkalardan birine izomorftur;
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F, X F,, Fy X Zs, Fy X Z, Zs X Ls, Ty X Tg X L, Ly X Ly X L, Ty X Ty X Fy, Ty X
Ty X Ls, Ty X Ly X Ly veya Ly X Ly X Ly X L, [30].

Teorem 3.2.55. Her bir i ve j igin (R;,S;) bir lokal halka ve [F; bir cisim ve m,n =1
olmak iizere R = R; X ... X R,; X F; X ... X [F,; sonlu degismeli birimli halka olsun. O

zaman gr(F N (R)) = 1 gerek ve yeter sart R agagidaki halkalardan birine izomorftur;
Ly X T3, Ly [x)/(x?) X Ls, Ly [x]/{x?) X Fy veya Z, X Fy [30].

Teorem 3.2.56. R sonlu, degismeli, birimli bir halka ve Iy (R) baglantili olsun. O zaman
g(Ty(R)) =1 gerek ve yeter sart RiZg, Z,[x]/(x>), Z4[x]/(2x,x*—2),
Z,[x,y1/{x,y)? veya Z,[x]/(2, x)* halkalarindan birine izomorftur [29].

Ornek 3.2.57.

Sekil 3. 32. Ty (Zg) = Ty (Z,[x]/{x3)) = Ty(Z4[x]/(2x, x* — 2))
Aciklama 3.2.58.

i.  Kabul edelim ki R = Z, X Z, ve S indirgenemez degismeli halka olsun. Eger
Iy(R) =Ty(S) ise o zaman Agiklama 3.2.6." dan |S| = 3. Dolayisiyla S ¢
mertebeli bos graftir.

ii.  Kabul edelim ki R = Z, X Z3; ve S indirgenemez degismeli halka olsun. Eger
I'y(R) = I'y(S) ise 0 zaman Agiklama 3.2.5." den |S| = 4. Ty (S) bir yildiz graf
oldugu icin S = Z, veya S = Z,[x]/{x?) tur [28].

Teorem 3.2.59. R sonlu indirgenmis bir halka ve S tamlik bdlgesi olmayan degismeli bir
halka olsun. Eger I'y(R) = I'y(S) ise 0 zaman R = Z, X Z, ve S, 3 mertebeli bos bir
halka veya R = Z, X Z3 ve S, Z4 veya Z,[x]/{x?)' e izomorf olmadik¢a R = S' tur [28].
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Teorem 3.2.60. R ve S sonlu, indirgenemez, degismeli halkalar olsun dyle ki Iy (R) =

Iy(S). O halde |R| = |S| ve [IN(R)| = [N(S)|' dir [28].

Sonug 3.2.61. R ve S sonlu, indirgenemez, degigmeli halkalar asal mertebeli N (R) olsun.

O zaman I'y(R) = I'y(S) gerek ve yeter sart R = S tur [28].

Sonug 3.2.62. R ve S sonlu, indirgenemez, degismeli, esas ideal halkasi olsun. O zaman

Iy(R) = Iy (S) gerek ve yeter sart R = S tur [28].

R = Z, halkas: verildiginde bilindigi iizere sifirdan farkli nilpotent elemanlar1 vardir
gerek ve yeter sart n bazi asal sayilarin kareleri ile boliinebilirdir. Gergekten n asal veya
n = p1p, ... p¢ oldugunda Z, 'nin sifirdan farkli higbir nilpotent eleman1 yoktur. Ayrica

n =p™,m > 1 oldugu zaman;

N(Z,) = {0,p,2p, ..., (™ * = Dp} (3.5)

ven = [[f_;p;%,t = 2 oldugunda;

t

.=1Pis"‘1 - 1) (1p2 ---pt)} (3.6)

l

N(Z,) = {(plpz D), 2(D1D2 - Pt)s (

oldugu kolayca goriilebilir.

Lemma 3.2.63. n = p™ ve p asal say1 olmak ilizere Z, tam say1 halkasi olsun. O zaman

[’y ( Zy)'nin nokta kiimesi,
Vn(Zpm)™ = Zyym. (3.7)
Dolayistyla, i € N(Z;;m) icind; =p™—2vei & N(Z;m) icind; = p™~ ! — 1 olur [32].

Ornek 3.2.64. Zg2,743,Z,+ gibi Z, halkalarmin dereceleri asagidaki sekillerde

goriilmektedir.

54



288

\

fare
e

Sekil 3. 33. Iy (Z,,) 6rnekleri

-1

=52—-2=23ved, =5%1

Ty (Zss) igin dy

1=28;

-1

=33

33—2=25V6d2

Iy (Z37) igin dy

=7.

1

24—1

2 —2=14ved,

Iy (Z46) icin dy

derecesi oldugu

farkli

in iki

o In(Zpm)'i

den

Aciklama 3.2.65. Lemma 3.2.63.

1 1'dir [32].

= pm_

p"™t—2ved

goriilmektedir. Oyle ki A

Su zaman;

-

p™ 1 — 1 oldu

2ved =

pm

Teorem 3.2.66. p asal say1 ise A

(3.8)

(A +1)°)

_6)

(0, (&

spec (Ty (Zpm))

dir [32].

bir graf olsun. O halde G grafi

baglantili

n noktali

Lemma 3.2.67. G,

0,

gere sahip olmasi i¢in &

ciminde ti¢ farkli 6z de

..,nbi

n ..,
~———
q

)

T, ..,T
——
p
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. (n—r—-1lp,

_pP
n-r-1’

2. q+12=

3. G ,Lkatsaylsl ile n — r izole nokta olmak {izere
Lpr—1

p
G = Kq+1 —mv le ..V Gl-

dir [33].

Agiklama 3.2.68. I'y ( Z,m) grafi li¢ farkli 6zdegere sahiptir. Dolayisiyla Lemma 3.2.67.'

den;
Ty(Z,m) = CS(p™—1,p™ 1 - 1) (3.9
elde edilir [32].

Ornek 3.2.69. Zs2,Z,5,Z,2 halkalarmin graflart ve Laplasyan Ozdegerleri asagida

verilmektedir.

m
-
]
-

=

Sekil 3. 35. Ty (Z,s) = {0,151%),3115}
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Sekil 3. 36. Ty (Z,2) = {0,611, 48(®)}

Lemma 3.2.70. n = [[{_, p;5i, t = 2 olmak iizere Iy ( Z,) graf olsun.

i. EgerViicins; = 1ise o zaman;
Vo(Z,)" = Us,,i (3.10)
i€l
Sy, =iki1<k< 3— 1}vel ={1,2,..,t}
ii. Egerenazbiriigins; > 2 ise o zaman;
Vn(Zy)" =Ty (3.11)
dir [32].

Aciklama 3.2.71. Lemma 3.2.70. (i)' de, [y( Z,)'nin nokta sayisinin n —1 — ¢p(n)
oldugu kolayca gériilmektedir. ¢(n)ise Euler' in phi(¢p) fonksiyonudur. Ozellikle p,q
asallar i¢in Iy (Zpq) = Kp_1,4-1 ve IN(Zy) = Ky, K, bos graftir [32].

Ornek 3.2.72. Ty ( Z,q)' nin izomorflari;

Sekil 3. 38. Ty ( Zys) = K, ,
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Sekil 3.39. Ty (Zzs) = Ky
sekillerde acikc¢a goriilmektedir.

Ornek 3.2.73. Z,,, Zg3 ve Zgo halkalariin nilpotent graflari incelenirse;

Sekil 3. 40. Ty ( Z,5)

n = 2.3.7 ve s; = 1 olduguna gére Lemma 3.2.70. (i)' den Sp,, = {p;k: 1 < k < g— 1};

r 42
S;=k:1<sk<—-1)

42
(Wn(Tn(Z4p))" =S, US3US;) =1S; =Bki1 <k < 3 1}

42
7 =(7k:1<sk<—-1)

58



Sekil 3. 41. Ty( Zg3)

Lemma 3.2.70. (i) den s; = 2 igin; n = 32.7" oldugundan Vy (Ty( Ze3)) = Z5s.

Sekil 3. 42. Ty ( Zeo)

s; = 2 igin; n = 22.31. 5% oldugundan Vy (T ( Z60))* =Z,.
Lemma 3.2.74. n = [[‘_; p;%, t = 2 olmak iizere Ty ( Z,) grafi igin;

i. VieN(Z,igind;=n—2
ii.  Eger i € Vy(Z,)" icin [[},=1p |l Oyle ki 1 <7 <k igin ly,..,l, EAve A=
{1,2,..,k}ise o zaman V j € A — {ly, ..., [} igin z = []; p; oldugunda;

N; = {z, 2Z, ..., (g — 1) Z} (3.12)

Yani;
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1il.

n
d; =;_ 1 (3.13)

dir. Sirastyla d; ve N;, i noktasinin derecesi ve i'nin komsuluk kiimesidir.

EgerV 1 < k < tigin (i,py) = 1 ise o zaman;

N; = N(Z,) = {(plpz D), 2(D1D2 P oo (n;lpisi‘l - 1) (P12 ---pt)} (3.14)

Yani; swrastyla d; ve N;, i noktasinin derecesi ve i'nin komsuluk kiimesi

oldugunda;

t
d; = 1_[ pi*it—1 (3.15)
i=1

dir [32].

Teorem 3.2.75. n = p;°1p,%2 ... p;%t i¢in Z, bir halka olsun. O halde;

ez @ = x(x = dg) " (x = (= 2) P T (0@ (@) e DF () (B16)

Soyle ki;

t

() = | [ - )

@@= || a-d

k=1

t
W, o -1
12’34
pip) TRV
k=1,kc#1

t

aa()= || G dpyp ) e

k=1k#l%

f(x) herhangi bir polinomdur &yle ki W, {v € Z,":d,, = d,} kiimesinin eleman

sayisidir; 1 < i < ti¢in (q,p;) = 1 ve ¢, Euler'in Totient (fi) fonksiyonudur [32].

Ornek 3.2.76. Z,, halkasmin nilpotent grafi yardimiyla spektral incelemesi asagidaki

gibidir.
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Sekil 3. 43. Ty ( Zy)

['y(Z,0)' nin Laplasyan matrisi,

frr. o o o o o o0 o0 o0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1]
o1 o0 o0 0 0 0O 0 0 0 0o O O O O 0 0 0 -1
o o0 1 0 0 0 0O 0O O O O O O O O 0 0 0 -1
o o060 o0 1 0 0 0 0 O O O O O O 0 0 0 0 -1
o o0 o0 o0 1 0 0 0 O 0O O 0O O O O O 0 0 -1
o o0 o0 o0 o0 1 0 0 O 0O O O O O O O 0 0 -1
o o0 o0 o0 0 o0 1 0 O O O O O O O O O 0 -1
o o0 o0 o0 0 0 01 0 0 0 0O 0 0 0 0 0 0 -1
o 0 o o0 o o0 o0 o0 3 00 0 O 0 0 0 -1 -1 -1
o o0 o0 o0 o0 o0 0 o0 o0 3 0 0 0 0 0 0 -1 -1 -1
o o0 o0 o0 o0 o0 0 o0 o0 o0 3 0 0 0O 0 0 -1 -1 -1
o o0 0 0 0 0 06 06 060 03 0 0 0 O0-1 -1 -1
o o0 o0 o0 o0 o o0 o o0 o o o0 3 0 0 O0 -1 -1 -1
o o0 o0 o0 o0 o0 o0 o0 o0 o0 o o0 o0 3 0 O0 -1 -1 -1
o o0 o0 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0O O 3 0 -1 -1 -1
o 0 o o o0 o0 o0 o0 o0 o0 o0 o0 o0 o0 0 3 -1 -1 -1
o o0 o0 o0 o0 o0 o090-1-1-1-1-1-1-1-1 9 0 -1
o o0 o0 o0 0 o0 090-1-1-1-1-1-1-1-1 0 9 -1

-+ -r -r-r -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 18]

Sekil 3. 44. 'y (Z,,) Laplasyan matrisi

Goriildiigi lizere kosegen iizerindeki elemanlar grafin noktalarinin derecelerine

esittir. Z,y = Z,2 51 halkasinin nilpotent elemaninin derecesi d,;, = n — 2 = 18 ve diger

carpanlarinin dereceleri d, = g -1= ? —-1=3,d5 = g -1= ? —1 =9 ve kalan

smifimin dereceleri dgs = |[N(Zyo)| = 1. Lemma 3.2.70.(i)' den Sp, = {p;k:1 <k <

n . o . .
— — 1} kiimesinin eleman sayilar1 spektrumlarin katlarini verir.
Pi

specy, (Ty( Zzp)) = {0,1®,3™, 9 111 19}

Sonu¢ 3.2.77. 4 < n < 100 igin Z,, indirgenmemis halka olacak bi¢gimde biitiin nilpotent
graflarin Laplasyan spektrumlari belirlenmistir. Hemen hemen biitiin Laplasyan

Ozdegerleri tam sayidir [32].
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Tablo 3. 1. Z,, halkasi iizerindeki nilpotent graflarin Laplasyan spektrumlari

n I'yv(Z,)'nin Laplasyan Spektrumlari
4 {0,1,3}
8 {0,33),7G%
9 {0,2(9,82)%
12 {0,1®, 5 7(1) 11y
16 {0,77,15(}
18 {0, 2(6)’ 5(5)' 8(2), 11(1), 17(2)}
20 {0, 1(8), 3(7), 9(1)’ 11(1)’ 19(1)}
24 {0,3®,7(0 113 151 236N
25 {0,409, 244}
27 {0,817, 26(®))
28 {0,102, 30D 131 151 2701
32 {0,15(15),31(15)}
36 {0, 5(12)' 11(11)’ 17(5)’ 15(1), 23(1), 35(5)}
40 {0, 3(16), 7(15)’ 19(3)’ 23(1)’ 39(3)}
44 {0,120 3(19) 21 23(M) 431}
45 {0,224, 80D 140) 20 44(2)}
48 {0,7(10),15(15) 23(7) 311 47
49 {0,641, 48(®)}
50 {0,420 9(19) 24®) 29(1) 494}
54 {0,818, 17017 26(8) 351 536N
56 {0,324, 723 273) 311 55(3)}
60 | {0,1(19),2.29,3(15 444,57 9B 117 13,30,19%),23.69,29M),31.26, 59
63 {0,2(36),817 200) 26 62(2)}
72 {0,114, 23(23) 3501 47(1) 7101}
75 (0,449,149 240 341 74*)}
80 {0,76%,153D,39(, 470, 78(7}
81 {0,250, 8024}
88 {0,3(37),7(39),43(3),47(1),87(3)}
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90 | {0,2(3%,3.94,523 716,801, 140, 170D 20.45,29%) 36.04, 44, 47.39, ¢
98 {0, 6(42), 13(41)’ 48(6), 55(1), 97(6)}
99 {0, 2(60)' 8(29), 32(5)’ 38(1), 98(2)}
100 {0, 9(40)' 19(39), 49(9), 59(1), 99(9)}

3.3. Total Graflar

Bir halka tizerinde baglantili graflardan biri de total graflardir. Sifir-bélen graflar s6z
konusu oldugunda graflarin kenari i¢in halkanin elemanlariin ¢arpimi kullanilir. Bunun
bir varyasyonu olarak halkanin elemanlarinin toplami1 kullanilarak bir graf olusturulur ve
buna degismeli halkalarin total grafi denir. Ik olarak 2008' de D.F. Anderson ve A.
Badawi tarafindan [34] de total graf asagidaki bicimde tanimlanmustir:

Tanim 3.3.1. R degismeli, birimi sifirdan farkli bir halka olsun. 7' (R) ile gosterilen total
graf, noktalar1 R' nin biitlin elemanlar1 olan basit bir graftir. Burada farkli x,y € R i¢in x

ve y komsudur ancak ve ancak x + y € Z(R)' dir [34].

R' nin diizenli grafi [23] olarak adlandirilan T (Reg (R)), noktalart Reg(R) = R \ Z(R)
olan ve noktalar1 Z(R) olan 7 (Z(R))"in indirgenmis alt graflar1 olsun. A, degismeli bir
B halkasiin bir alt halkasiysa, 7(A)' nin T7(B)' nin indirgenmis bir alt grafi olmasi
gerekmez. x,y € A, T(B)' de komsu olmasina ragmen Z (4) S Z(B) oldugundan T (A)'
da komsu ise elemanlar 7 (B)" de komsu olabilir fakat 7(A4)' da komsu degildir. Aslinda
T (A), T(B)' nin indirgenmis bir alt grafidir ancak ve ancak Z(B) N A = Z(4).

Ornek 3.3.2.

i. R = Zg olsun. O halde, Z(R) = {2,3,4,6} ve total grafi,

Sekil 3. 45. T(Zy)
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ii. R = Z,s olsun. O halde, Z(R) = {5,10,15,20,25} ve total grafi;

izl
L

7
)/
'-0..'-"!?."6

&J,?";d" Xy

7
NS

GAN

Sekil 3. 46. T(Z,5)

ili. R = Z,, olsun. O halde, Z(R) = {2,3,4,6,8,9,10,12} ve total grafi;

Sekil 3. 47. T(Z,,)

T (R) tizerine yapilan ¢alismalar Z (R)' nin R' nin ideali olup olmadigina bagli olarak iki
duruma ayrilir. 7(R) '1in T (Z(R)) alt grafi daima baglantilidir ve 7 (Z(R)) tamdir ancak
ve ancak Z(R), R' nin idealidir. Ayrica Z(R), R' nin ideali ise o zaman T (Z(R)) ve
T(Reg(R)), T (R) n ayrik alt graflaridir. T (Re g (R)), her biri tam grafya da iki pargal
tam graf olan ayrik graflarin birlesimidir. Ancak Z(R), R' nin ideali degilse T(R)' in
T(Z(R)) veT (Re g (R)) alt graflari asla ayrik degildir ve T (R) ancak ve ancak Z(R) =
R ise baglantilidir.

Teorem 3.3.3. Z(R), R' nin ideali olacak sekilde R degismeli bir halka olsun. O zaman
T(Z(R)), T(R)' in tam indirgenmis alt grafidir ve T(Z(R)), T (Re g (R))' den ayriktir
[34].

Teorem 3.3.4. Z(R), R' nin bir ideali olacak sekilde R, degismeli bir halka ve |Z(R)| =
ave |R/Z(R)| = B olsun.

1. 2 € Z(R) ise 0o zaman T(Reg (R)), B — 1 tane ayrik K,;' min birlesimidir.

2. 2¢ Z(R)ise ozaman T (Reg (R)), B—;ltane ayrik K, ,'nin birlesimidir [34].

64



Aciklama 3.3.5. Z(R) = {0} ise yani R bir tamlik bolgesi ise 2 € Z(R) olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul Kar(R) = 2 olmasidir. R bir tamlik bolgesi degilse bunun gegerli olmasi
gerekmez, 6rnegin R = Z,. R, Kar(R) = 2 ile birlikte bir tamlik bolgesi ise 0 zaman

T (Re g (R)), B — 1 tane ayrik K;' lerin birlesimidir. R, Kar(R) # 2 ile birlikte bir tamlik

bolgesi ise 0 zaman T (Re g (R)), % tane ayrik K; ; = K,' lerin birlesimidir [34].
Teorem 3.3.6. Z(R), R' nin bir ideali olacak sekilde R, degismeli bir halka olsun.

1. T(Reg(R)) tamdir & yaR/Z(R) = Z,yadaR = Z;.

2. T(Reg(R)) baglantihidir & yaR/Z(R) = Z, yadaR/Z(R) = Zs.

3. T (Reg(R)) tamamen baglantisizdire R, Kar(R) = 2 ile birlikte bir tamlik
bolgesidir [34].

Teorem 3.3.7. Z(R), R' nin bir ideali olacak sekilde R, degismeli bir halka olsun. O
zaman;
1. diam (T(Reg(R))) =0,1,2 veya o. Ozellikle T(Reg(R)) baglantili ise
diam (T(Reg(R))) < 2'dir.
2. gr (T (Reg(R))) = 3,4 veya . Ozellikle T(Reg(R)) bir déngii igeriyorsa

gr (T(Reg(R))) < 4 tiir [34].
Teorem 3.3.8. Z(R), R' nin bir ideali olacak sekilde R, degismeli bir halka olsun.

. (a)diam (T(Reg(R))) =0 = R = 1.
(b) diam (T(Reg(R))) = 1 < ya R/Z(R) = T, ve R % L, (yani R/Z(R) =
Z, ve |Z(R)| > 2)yadaR = Zs.
(c) diam (T (Reg(R))) = 2 & R/Z(R) = Ly ve R % Ly (yani R/Z(R) = I,
ve |Z(R)| = 2).

(d) Diger durumlarda, diam (T (Reg(R))) = o0,

2. (@) gr(T(Reg(R))) =3 = 2€ Z(R) ve [Z(R)| = 3.
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(b) gr (T(Reg(R))) =4 =2 & Z(R) ve |Z(R)| = 2.
(c) Diger durumlarda, gr (T (Reg(R))) = o0,
3. (@gr(T(R)) =3<|Z(R)|=3.
b)gr(T(R)) =4 < 2¢ Z(R) ve |Z(R)| = 2.
(c) Diger durumlarda, gr(T(R)) = oo [34].

Ornek 3.3.9. m > 2 tam say1 olsun. O zaman Z(Z,,), Z,," in bir idealidir ancak ve ancak
baz1 p asali ve n = 1 tam sayisi1 icin m = p" 'dir. Oyleyse kabul edelim ki Z(Zy,), Z,'
in bir ideali olsun. Dolayisiyla 7' (Reg (Z,, )) baglantilidir gerek ve yeter sart bazin > 1
tam sayisi i¢in yam = 2" ya dam = 3™ dir. Bu nedenle 7' (Reg(Z,, )) tam graftir gerek

ve yeter sart bazi n > 1 tam sayisi igin ya m = 2™ ya dam = 3' dir [34].
Teorem 3.3.10. Z(R), R' nin bir ideali olmak {izere R, degismeli bir halka olsun.

1. G,T(Reg(R)) nin indirgenmis bir alt grafi olsun. x ve y G' de bir yolla baglantili
olan G' nin farkli noktalar1 olsun. O zaman x ve y arasinda en fazla 2 uzunlugunda

G' de bir yol vardir. Ozellikle T(Reg(R)) baglantli ise o zaman
diam (T(Reg(R))) <2.
2. xvey R'nin bir yolla bagl farkli diizenli elemanlari olsun. x + y € Z(R) ise yani

x ve y komsu degilse o zaman T (Reg(R))' de x ve y arasinda 2 uzunlugunda

x — (—x) —y ve x — (—y) — y yollar1 vardir [34].

Teorem 3.3.11. Z(R), R' nin bir ideali olmak lizere R, degismeli bir halka olsun. O zaman

asagidaki ifadeler esittir.

1. T (Re g (R)) baglantilidir.

2. Vx,y €EReg(R)i¢inyax +y € Z(R)yadax —y € Z(R)'dir.

3. Vx,y € Reg(R)iginyax +y € Z(R)yadax + 2y € Z(R)'dir. Ozellikle V x €
Reg(R) i¢cinya 2x € Z(R) yada 3x € Z(R) (ancak ikisi birden degil).

4. YaZ(R)= Z,yadaR/Z(R) = Z3' tur [34].
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Sirastyla Nil(R) € Z(R) ve U(R) S Reg(R) noktalar1 ile Nil(R)ve U(R) kiimelerinin
noktalarindan elde edilen total grafi, 7(R)' in indirgenmis iki alt grafi olarak

diistiniilebilir.
Teorem 3.3.12. R, degismeli bir halka olsun.

1. Nil(R) noktalar1 ile olusan total graf ile Z(R) noktalarindan elde edilen total
grafin tam indirgenmis bir alt grafidir.

2. T(Nil(R))' nin her bir noktast 7' (Z (R))' nin her farkli noktasina komsudur.

3. T(Nil(R)), T (Reg(R))" den ayriktir.

4. {0} # Nil(R) c Z(R) ise o zaman gr(T(Z(R))) = 3" tiir [34].

Teorem 3.3.13. Z(R), R' nin bir ideali degil ve R, degismeli bir halka olsun.

1. T(Z(R)), diam(T(Z(R))) = 2 ile baglantilidir.

2. T(Z(R))' nin baz1 noktalar1 T(Reg(R))' de bir noktaya komsudur. Ozellikle
T(R)" 1 alt graflar1 T(Z (R)), ve T(Reg(R)) ayrik degillerdir.

3. T(Reg(R)) baglantili ise T'(I'(R))'da baglantilidir [34].

Teorem 3.3.14. Z(R), R' nin bir ideali degil ve R, degismeli bir halka olsun. O zaman
T (R)"1n baglantili olmasi i¢in gerek ve yeter sart Z(R) = R. Yani baz1 z,, 2, ..., Z,, €
Z(R) igin R = (24, 2, ..., z,)'dir. Ozellikle R sonlu, degismeli bir halka ve Z(R), R' nin
bir ideali degilse o halde T (I'(R)) baglantilidir [34].

Teorem 3.3.15. Z(R), R' nin bir ideali degil ve Z(R) = R yani T (R) baglantili olacak
sekilde R, degismeli bir halka olsun. n > 2 en kii¢iik tam say1 dyle ki baz1 z, z5, ..., Z,, €
Z(R) i¢in R = (24, Zy, ..., Z,,) olsun. O zaman diam(T (R)) = n olur. Ozellikle R sonlu,
degismeli bir halka ve Z(R), R' nin bir ideali degilse o halde diam(T (R)) = 2'dir [34].

Sonug 3.3.16. R, degismeli bir halka dyle ki Z(R), R' nin bir ideali degil ve kabul edelim
ki T (R) baglantili olsun. diam(T(R)) = n ise o halde, T(Reg(R)) >n — 2 "dir [34].

Sonu¢ 3.3.17. R, degismeli bir halka olsun. R asikar olmayan bir idempotente sahipse o

zaman T (R), diam(T (R)) = 2 ile baglantilidir [34].
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Sonug¢ 3.3.18. [A| = 2 ile {R,},ep degismeli halkalarin bir ailesi ve R = [[4ep R, 0lsun.
O zaman T'(R), diam(T (R)) = 2 ile baglantilidir [34].

Ornek 33.19. R=7,XZ; olsun. O zaman diam(T(R)) =2 olur. Buradan
diam(T (Reg(R))) = 1 oldugunu kontrol etmek kolaydir. Dolayistyla diam (T (R)) >
diam(T (Reg(R))).

Sekil 3. 48. T(Z, X Z)

Teorem 3.3.20. Z(R), R' nin bir ideali degil ve R, degismeli bir halka olsun. O zaman
T(R), diam(T (R)) = 2 ile baglantihdir. Ozellikle R sonlu ve Z(R), R' nin bir ideali
degilse o halde T (R), diam(T (R)) = 2 ile baglantilidir [34].

Teorem 3.3.21. Degigmeli bir R halkasinin asal idealleri P; ve P, olsun. Bazix € P; \ P,
ve YyEP,\P; i¢gin xy=0 ve S=R\(P,UP,) olsun. O zaman T (Rs),
diam(fT (RS)) = 2 ile baglantilidir [34].

Ornek 3.3.22. R = Z[Xq, X5, X51/{X1X,X3) = Z[x4, X5, x3], R halkasmin asal idealleri
P; = (x;) ve P, = (x,) olmak lizere, x = x; ve y = X,X3 olsun. O zaman xy = O ve x €
Pi\P, ve yeP,\P;. S=R\(P,UP,) DR\ Z(R) olsun. O halde T(Rs),
diam(T (Rs)) = 2 ile baglantilidir. Teorem 3.3.14. ve Teorem 3.3.21.' den Z(R), R' nin
bir ideali degil ve Z(R) c R oldugunda 7' (R)' in baglantisiz oldugu agiktir.

Lemma 3.3.23. Z(R), R' nin bir ideali degil ve R, degismeli bir halka olsun. O zaman
2Z(R) = {0} & Kar(R) = 2'dir [34].

Teorem 3.3.24. Z(R), R' nin bir ideali degil ve R, degismeli bir halka olsun.

1. gr(T(Z(R))) =3 veya gr(T(Z(R))) = . Ayrica gr(T(Z(R))) = oo ise o
zaman; R = 7, X Z,. Yani 7' (Z(R)) merkezi 0 olan K; , star graftir.
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2. gr(T(R)) =3 & gr(T(Z(R))) = 3 (ancak ve ancak R % 7, X Z,).

3. gr(T(R)) =4 < gr(T(Z(R))) = o (ancak ve ancak R = 7, X Z,.).

4. Kar(R) = 2 ise o zaman gr(T (Reg(R))) = 3 veya . Ozellikle Kar(R) = 2
ve T(Reg(R)) bir dongii igeriyorsa gr(T (Reg(R)) ) = 3.

5. gr(T(Reg(R))) = 3,4 veya oo. Ozellikle T(Reg(R)) bir dongii igeriyorsa
gr(T(Reg(R)) ) < 4'tiir [34].

Ornek 3.3.25. (a) R = Z, X Z3 olsun.

V@ = {00, 0,02,00,0, 4}

1 2 3 4 5 6

Z(R) = {(0,0), (0,1),(0,2), (1,0)} olur.

1 2 3 4

T(Z(Z, X Is)

g g

T (Reg(Z; X Zs3))
Sekil 3. 49. T(Z, X Z3) ve alt graflari

gr (T(Z(Zz X Z3))) = gr(T(Zz X Z3)) =3 ve gr (I]’(Reg(Z2 X Z3))) = oo oldugu

kolayca goriilmektedir.

(b) R = Z5 X Z, olsun.

V(R) = {(0,0) ,(0,1),(0,2),(0,3),(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),(2,0),(2,1),(2,2), (2,3)} ve
1 Tz 3 & 5 6 7 8 5 10 11 1z
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Z(R) = {(0,0) ,(01),(02),(03),(1,0),(1,2),(2,0), (2,2)} olur.
I S T R S S AT BV

3 12
T(Reg(Zs x 7)) T(2(Zs x L))
Sekil 3. 50. T(Z5 X Z,) ve alt graflar

g7 (T (Reg(Zs x 2.))) = g7 (T(2(Z3 x ) ) = gr(T (Zs x L)) = 3 tii.

Aciklama 3.3.26. R sonsuz ve tamlik bolgesi degilse o zaman Z(R) sonsuzdur.
Dolayistyla R sonsuzdur ancak ve ancak her v € V(7 (R)) igin degry(v) = o olur
[23].

Teorem 3.3.27. i = 1,2,...,n i¢in I;, R ' nin hakiki idealleri ve R degismeli bir halka

olsun.R \ UL, I; sonlu ise o zaman R' de sonludur [35].

Sonug 3.3.28. R degismeli bir Noeter halka olsun. O zaman Reg(R) sonlu ise o zaman

R' de sonludur [35].
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Lemma3.3.29. R degismeli bir Noeter halka ve |[Reg(R)| < 2 olsun. O halde R, r pozitif

tam say1 oldugunda asagidaki halkalardan birine,
L3, Ly, Lp[x1/(x?), Ly", Ty" X L, Ty X Ty, Ly" X Ly [x] /{x?)
izomorf olur [35].

R; ve R, iki degigmeli halka olmak iizere R; = R, ise o zaman T'(R;) = T(R;). Ancak
tersi dogru degildir. R, =Z, ve R, =Z,[x]/(x?) olsun. O halde; T(Z,) =
T (Z,[x]/(x?)) = 2K, fakat Z, % Z,[x]/{x?) olur.

Lemma 3.3.30. R sonlu, degismeli bir halka ve x, T (R)' de bir nokta olsun. O zaman ya
deg(x) = |Z(R)| ya da deg(x) = |Z(R)| —1' dir. Ozellikle 2 € Z(R) ise T(R),
(1Z(R)| — 1) —diizenli graftir [23].

Teorem 3.3.31. Z(R), R' nin bir ideali olmayacak sekilde R sonlu, degigmeli bir halka
olsun. O zaman T (R), Euler graftir ancak ve ancak 2 € Z(R) ve |Z(R)| tektir [36].

Sonug 3.3.32. n > 2 i¢in T'(Z,,) Euler graf degildir [36].

Lemma 3.3.33. 2 € Z(R) ve |Z(R)| tek say1l1 olacak sekilde R sonlu, degismeli bir halka
olsun. O zaman Kar(R) = 2 [23].

Teorem 3.3.34. R sonlu, degismeli bir halka olsun. O zaman 7' (R), Euler graftir ancak
ve ancak R, ¢ift sirali iki veya daha fazla cismin direkt toplamina izomorftur. Yani bazi

k = 2 igin R =¥, F,' tur [23].

Lemma 3.3.35. Kar(R,/S,) # 2 ve Kar(R,/S,) # 2 olacak sekilde (R, S;) ve (R,, S,)
iki sonlu, degismeli, lokal halka olsun. O zaman T(R; X R,) ve T (Reg(R1 X Rz))
Hamilton graftir [35].

Lemma 3.3.36. Kar(R,/S;) = 2 ve Kar(R,/S,) # 2 olacak sekilde (R, S;) ve (R3, S,)

iki sonlu, degigmeli, lokal halka olsun. O zaman asagidaki verileri saglamaktadir.

1. Ry X R, % Zg ise 0 zaman T (Reg (R, X R;)) Hamilton graftur.
2. T(R; X R,) bir Hamilton graftir [35].
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Lemma 3.3.37. Kar(R,/S;) = 2 ve Kar(R,/S,) = 2 olacak sekilde (R4, S;) ve (R,,S,)

iki sonlu, degismeli, lokal halka olsun. O zaman asagidaki verileri saglamaktadir.

1. Ry XRy, Zy XZy, Ly XLy, TyX7Zy[x]/{x?) halkalarindan herhangi birine
izomorf degilse, o halde T (Reg (R, X Rz)) Hamilton graftir.
2. T(R; X R,) bir Hamilton graftir [35].

Lemma 3.3.38. R; ve R, iki sonlu, degismeli, lokal halka olsun. O zaman asagidaki

verileri saglamaktadir.

1. T(R,) bir Hamilton graf ise 0 zaman T (R; X R,)' de bir Hamilton graftir.
2. T(Reg(Rl)) bir Hamilton graf ise o zaman T(Reg(R1 X Rz))' de bir Hamilton
graftir [35].

Teorem 3.3.39. Z(R), R' nin bir ideali olmayacak sekilde R sonlu, degismeli bir halka

olsun. O zaman asagidaki verileri saglamaktadir.

1. T(R) bir Hamilton graftir.
2. n pozitif bir tam say1 olmak tizere, T (Reg(R)) bir Hamilton graftir ancak ve
ancak R, Z3*1, 78 X 7y, T X L4, Z% X Z,[x]/{x?) halkalarindan herhangi birine

izomorf degildir [35].

Aciklama 3.3.40. R sonlu, degismeli, lokal halka ise 0 zaman Z (R)bir ideal ve T (R)' de
baglantisizdir. Dolayisiyla 7 (R) bir Hamilton graf degildir [35].

Teorem 3.3.41. diam(7(R)) = 2 olacak sekilde (dolayisiyla T(R) baglantilidir) R
degismeli bir halka olsun. O halde 7' (R) Hamilton graftir [36].

Ornek 3.3.42. R = Z5 X Z5 olsun. Bu halkanin total grafi;

//\

Sekil 3. 51. T(Z3 X Z)
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Sekil 3.51." de gorilldiigii gibi basit bir sekilde diam(T(Z; X Z3)) =2 oldugu
goriilmektedir. diam(T (Z5 x Z3)) =2 ve Z3XZs halkasi degismeli ve biitiin
noktalardan bir kez gececek sekilde bir dongii oldugu igin T (Z5 X Z3) Hamilton graftir.

Sonug 3.3.43. Z(R), R' nin bir ideali olmayacak sekilde R degismeli birArtin halka olsun.
O halde T'(R) Hamilton graftir [36].

Sonug 3.3.44. Z(R), R' nin bir ideali olmayacak sekilde R sonlu, degigmeli bir halka ise
o halde 7 (R) Hamilton graftir [23].

Lemma 3.3.45. R sonlu, degismeli bir halka olsun. O zaman,;

1. T(R), |R| — 1 dereceli bir noktaya sahip degildir.
2. R bir tamlik bolgesi degilse o zaman T (R) izole noktaya sahip degildir [36].

Lemma 3.3.46. R sonlu, degismeli bir halka olsun. O zaman; 7 (R) bir izole a € R

noktasini icerir gerek ve yeter sart R bir cisimdir ve 2a = 0 (Yani a = —a) [36].
Sonu¢ 3.3.47. R sonlu, degismeli bir halka olsun.

1. T(R) baglantisizdir < bazi k € N i¢in R = F«.
2. T(R)' de R* tarafindan indirgenmis alt graf 1 —diizenlidir ancak ve ancak R bir

cisimdir ve Va € R* i¢in a # —a [36].

Aciklama 3.3.48. R tamlik bolgesi olmayan sonlu, degismeli bir halka ise 0 zaman V v €
V(IT(R)) icin 1 < deg(v) < |R| — 2. Ayrica bu sinirlar nettir. R = Z, ise V v € R igin
deg(v) = 1 olur. Halbuki R = Z, X Z, ise Vv € R igin deg(v) = |R| — 2' dir [36].

Onerme 3.3.49. R cisim olmayan sonlu, degismeli bir halka olsun.

1. Baziv € V(T(R)) i¢in deg(v) = 1 & R = Z, veya Z,[x]/{x?).
2. Baziv e V(T(R)) icin deg(v) = |R| — 2 & m pozitif bir tam say1 oldugunda
R = 77" tur [36].
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Sonug¢ 3.3.50. Baz1 r € N i¢in R % Z,, Z,[x]/{x?), Z} ve cisim olmayacak sekilde R
sonlu, degismeli bir halka olsun. O zaman; V v € V(T (R)) icin 2 < deg(v) < |[R| =3
tiir [36].

Ornek 3.3.51.1) R = Zq ise;

Sekil 3. 52. T(Z)
Vv € Z(R) igindeg(v) = 2 ' dir.

i1) R = Zg ise;

Sekil 3. 53. T(Zy)

Vv € R i¢indeg(v) = |R| — 3 " tiir.

Lemma 3.3.52. R sonlu, degismeli bir halka ve T(R) = G olsun. Eger a ve b R' de
baglantili ise deg;(a) = deg;(b) [36].

Onerme 3.3.53. R sonlu, degismeli bir halka olsun. 7(R) 6z-merkezli graf olur <

Z(R), R' nin bir ideali degildir [36].
Teorem 3.3.54. Her sonlu indirgenmis halka i¢in;

4 , R=7Zyx1Zs

max{|m| | m € Max(R)}, diger durumlarda (3.17)

(T W) = (T R) = {
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esitligini sagliyorsa o zaman her sonlu halka i¢in de saglar [23].

Teorem 3.3.55. n > 2 pozitif tam say1 ve F;, F,, ..., E, sonlu cisimler olmak tizere |F;| <

|F,| < -+ < |E,| olsun. Varsayalim ki asagidaki sartlardan birini saglasin;

1. F; cismi ¢ift karakteristige sahiptir.
2. Her F; tek karakteristige sahiptir ve F; X F, % Z3 X Z3. O zaman;
x(T(Fy X Fy X .. X Ey)) = |F,| ... |E,| [23].

Teorem 3.3.56. S maksimal ideali ile R sonlu lokal halka, |S| = A ve |R/S| = u olsun.
Eger 2 € Z(R) ise 0 zaman a(T(R)) = u. Eger 2 ¢ Z(R) ise o zaman a(T(R)) =

A (“7‘1) + 1' dir [23].

Teorem 3.3.57. R sonlu, degismeli bir halka ve T(R) diizlemsel olsun. O zaman

asagidaki sartlar saglanir.

1. R lokal halka ise o zaman R bir cisimdir veya R asagidaki halkalardan birine

izomorftur:

L4, Lo[x]1/(x?), Zo[x]/(x®), Za [, ¥/, ¥)2 Lol /2, x2), Ly lx] /{22, 6% — 2),
LZg, Folx]/(x?), Zylx]/(x* + x + 1);
2. R lokal halka degilse o zaman R = Z, X Z, veya R = Z¢' dir [23].

Teorem 3.3.58. R sonlu, degismeli bir halka ve T(R) g¢embersel olsun. O zaman

asagidaki sartlar saglanir.

1. R lokal halka degilse o zaman R, Z, veya Z3[x]/{x?) ' ye izomorftur.
2. R lokal halka degilse o zaman R, asagidaki halkalardan birine izomorftur:

Ty X Fy, Ty X Ly, Ty X Ly, Ly X Ly[x]/{x?), Zy X T, X L, [23].

Teorem 3.3.59. R, sonlu degismeli bir halka ve I, Z(R)' de yer alan bir ideal, |I| = 1 >
3 ve |R/I| = u olsun. O zaman asagidaki sartlar dogrudur:

1. 2 €liseohalde gr(T(R)) = p [W

2. 2 &l ise o halde gr(T(R)) = [4=24=9] 4 (1) [A25) v 4ir 1p3),
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Sonu¢ 3.3.60. Z(R), R' nin bir ideali olacak sekilde R sonlu, degismeli bir halka
|Z(R)| = @ ve |R/Z(R)| = B olsun. O zaman asagidaki sartlar saglanir.

1. 2 € Z(R) ise o halde gr(T(R)) = B [w

2. 2 ¢ Z(R) ise o halde gr(T(R)) [w + (?) [(a 2)2] tir [23].

Teorem 3.3.61. I, R' deki hakiki ideallerin arasinda maksimal kardinaliteye sahip bir
ideal olacak sekilde R sonlu degismeli bir halka, |R/I| = u ve 2 < A # 5,9 (mod 12)

olsun. Z(R), R' nin bir ideali degil ve 2 € I ise 0 zaman;

H [(/1 —2)@A- 3)l , U cift ise

GO
2

(3.18)

, U tek ise

D[@-2DA-3)]  [A-3)A-4)
s R

dir [23].

Teorem 3.3.62. R sonlu, degismeli bir halka olsun. O zaman gr(T (R)) = 2 gerek ve

yeter sart R ya Zqp'a ya da Z3 X [F,'e izomorftur [23].
Teorem 3.3.63. R birimli degismeli bir halka olsun. O zaman:

1. T(R) bir yol degildir.

T (R) tam graf degildir.

T (R) bir yildiz degildir.

T (R) bir dongiidiir & R = Z, X Z,.

AR

T (R) iki pargali graftir & R ya tamlik bolgesi ya Z, ya Z, X Z, yada Z,[x]/{x?)
' dir [36].

Tanim 3.3.64. R degismeli halkasinin total grafinin timleyen grafi 7' (R) ile gosterilsin.
T (R) basit ve yonsiiz bir graftir. 7 (R)' deki iki farkli nokta x ve y komsudur gerek ve
yeter sart x + y € Reg(R) olmasidir.

R' ye karsilik gelen birim grafin R' den elde edilen komaksimal grafin alt grafi oldugu

gozlemlenmektedir. Bagka bir ifade ile 7(R) ve R' nin komaksimal grafi arasinda bir
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iliski yoktur. Ornegin Z halkas1. T (Z)' de 2, 4'e komsu iken Z'nin komaksimal grafinda
degildir. Ayrica Z'nin komaksimal grafinda 1, —1' e komsu iken T'(Z)' de degildir.

Sonug 3.3.65. Reg(R) sonlu olacak sekilde R degismeli bir halka olsun.

1. 2€ Z(R) ise o zaman T(R) diizenlidir ve bu durumda Vv € V(f]" (R)) icin

deg(v) = |[Reg(R)|.
2. 2 €& Z(R) ise 0 zaman A(T(R)) = S(T(R)) + 1. Ayricav € Z(R) ise deg(v) =

A(T(R)) = |IReg(R)| ve v & Z(R) ise deg(v) = §(T(R))" dir [36].
Aciklama 3.3.66. R sonlu, degismeli bir halka olsun. O zaman asagidaki sartlar dogrudur:

1. T(R) izole noktaya sahip degildir.

2. R bir tamhik bolgesi degilse o zaman T (R), |R| — 1 dereceli bir noktaya sahip
degildir.

3. T(R), dg) = IR| — 1 olan bir a € R noktasini igerir gerek ve yeter kosul R bir

cisimdir ve a = —a olmasidir [36].

Ornek 3.3.67. R degismeli halkalarla 7' (R) grafini inceleyelim:

=

T (Zs)
N\
a d
T(Z4) T(Z4)

Sekil 3. 54. Total ve total tiimleyen graf 6rnekleri
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L4, 2y ve Z, X Z, halkalarinin total tiimleyen graflarinda hicbir izole nokta yoktur. Bu

halkalar tamlik bolgesi olmadigi i¢in hi¢bir noktanin derecesi |R| — 1 degildir.
Teorem 3.3.68. R degismeli bir halka olsun.

1. T(R) bir yol grafur & R = Z,.

T (R) bir tam graftir & R bir tamlik bolgesidir ve Kar(R) = 2.

T (R) bir yildiz graftr < R = Z, veya Z.

T (R) bir dongii grafur < ya R = Z,, Z,[x]/{x?) ya da Z.

T (R) iki parcali tam graftur & ya R/Z(R) = 7, olacak sekilde Z(R), R' nin bir
ideali ya da R = Z;' tur [36].

A

Teorem 3.3.69. R degismeli bir halka, |Reg(R)| = 2 ve |Z(R)| = a (sonsuz olabilir)
olsun. O zaman, 1<j<s i¢in 3<[j<a—-1ve 1<i<r igin 3<k;<a-—2

oldugunda;

( Cir| ,2 € Z(R) ve (Z(R)*) baglantili ise

.

U C, ,2 € Z(R) ve (Z(R)*) baglantisiz ise

im1 (3.19)
S

Ki,U U Cl]. ,diger durumlarda
\ ]:1

dir [36].

Teorem 3.3.70. |[Reg(R)| = 2 olacak sekilde R degismeli bir halka olsun. O halde burada
r(> 1), k ve s pozitif tam sayilardir. AyricaR = Z} X Zsisek = 6 ve R = Z5 X Z, veya
Z5 X Ly [x]/{x?) ise k = 4' tiir.

C|R| 'R = Z4! Zz[X]/(xz), ZZ X Z3li'se
oY R
T(R) = { %ck R = 7L X T, TS X Ty, TS X Ly[x]/{(x?) ise (3.20)
k K, R =75 ise

dir [36].
Onerme 3.3.71. R degismeli bir halka olsun. O halde asagidaki sartlar dogrudur:
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1. Z(R), R' nin bir ideali ise 0 zaman T (R) baglantilidur.
2. R bir tamlik bélgesi ise o zaman T (R) baglantilidir.
3. |Reg(R)| = 1 ise o zaman T (R) baglantilidir & R = Z,.
4. |Reg(R)| =2 ise o zaman T(R) baglantihdir & R =Z; veya Z, veya
Z,[x]/{x?) veyaZ, X Z3' tur [36].
Ornek 3.3.72.

il.

R =17, XZ, ise o zaman T(R) = K, UK, ve bdylece T(R) baglantisizdir.
Oysaki K, = (Z(R)*) € T(R) baglantilidir.
r =1 bir tam say1 olmak iizere R = Z,[x]/{x3) X Z} ise o halde T(R)"'

baglantili olup olmadigi kontrol edilebilir fakat (Z(R)*) tamamen baglantisizdir
[36].

Teorem 3.3.73. r = 1 bir tam say1 olmak {izere R % Z}, ve R tamlik bolgesi olmayan

degismeli bir halka olsun. Eger (Z(R)*) € T(R) baglantili ve R asagidaki sartlardan

herhangi birini sagliyorsa o zaman 7 (R) baglantilidir:

A

R' nin sifirdan farkli bir nilpotent elemani vardir.

Reg(R), Z(R)* ' deki eleman sayisindan daha fazla eleman igerir.

u =141+ ---olacak sekilde bir u € Z(R)* eleman1 vardir.

x +y € Z(R)"olacak sekilde x, y € Reg(R) olmak iizere iki farkli eleman vardir.
R bir Noeter halkasidir [36].

Lemma 3.3.74. R tamlik bolgesi olmayan degismeli bir halka olsun. O zaman asagidaki

kosullar dogrudur:
1. Z(R), R' nin bir ideali ise 0 zaman diam(T(R)) = 2.
2. T(R) baglantil ve G; = (Reg(R) U {0}) € T(R) ise o halde diam(G,) < 2.
Ozellikle diam(G,) = 1 < bazi pozitif r tam sayilar1 icin R = 7.
3. IN(R)| =2, R =Reg(R)UN(R) ve G,=(R;)ST(R) ise o zaman

diam(G,) = 2' dir [36].
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Sonug¢ 3.3.75. T(R) ve (Z(R)*) € T(R) baglantili ise o zaman 2 < diam(T(R)) <
diam((Z(R)*)) + 3 tiir [36].

Teorem 3.3.76. R degismeli bir halka olsun. O zaman gr(IT (R)) € {3,4,6, o0}. Ayrica;

l. gr(ﬁ) = oo <& r dogal say1 olmak {izere R ya Z3 ya da Z3}' dir.

2. gr(T(R)) = 6 © r dogal say1 olmak iizere R = Z} X Zs.

3. gr(m) =4 < Reg(R) + Reg(R) S Z(R) ve herhangi li¢ elemanz,, z,, z5 €
Z(R) iginbaz1i # j,1<1i,j < 3icinz; + z; € Z(R). Ozellikle Z(R), R' nin bir
ideali ise 0 zaman gr(m) =4 R/Z(R) =17, ve 2 € Z(R).

4. gr(m) = 3, diger durumlarda [36].

Lemma 3.3.77. Z(R), R' nin bir ideali olmayacak sekilde R sonlu degismeli bir halka
olsun. O zaman 7' (R) Euler graftir & 2 € Z(R) ve |Reg(R)| cifttir [36].

Ornek 3.3.78. R = 7Z,, lokal olmayan bir halka ise o zaman;

Sekil 3. 55. T(Zy1o)

T (Z44) = Ks5ve boylece T (Z,,) baglantilidir. Teorem 3.3.76. (3)' den spesifik sartlari

saglamaktadir. Dolayisiyla gr(T (Zm)) = 4 olmaktadir.
3.4. Nilradikal Graflar

Bu boliimde degismeli halkalarin sifir- bolen graflarinin alt grafi olan yeni bir graf yapisi

ile benzer yapisal ve cebirsel 6zellikleri sunulmaktadir.

Tanim 3.4.1. R degismeli bir halka olmak iizere Iy;;(R) ile gosterilen nilradikal graf,
noktalar1 R' nin sifirdan farkli nilpotentleri olan ve iki noktanin bir kenarla ancak ve ancak

carpimlar1 O ise birbirine baglandig: graftir [37].
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Ornek 3.4.2. R = Z,s igin sifir bdlen I'(Z,,) ve nilradikal Ty;;(Z,,) graflar;

Sekil 3. 56. T'(Zys)

&
Sekil 3. 57. Ty (Zys)

Teorem 3.4.3. Herhangi bir degismeli R halkasi igin, Tyy;; (R) baglantilidir. Cap1 2' den

kiigiik veya esittir ve ¢gevresi 3 veya oo' dur [37].

Teorem 3.4.4. R=7,, modiiler halkas1 olmak {izere asagidaki tablo I'y;; (Z,) i¢in gegerlidir

[37].
Tablo 3. 2. I'y;;(Z,) cap ve cevre degerleri

n'nin ¢arpanlari Diameter | Girth
P1P> --- Pm Oyle ki biitiin p;'ler fakli asallar - -
4k, ebob(2,k) = 1, p? } k, biitiin p asallar1 igin 0 o)
9k, ebob(3,k) = 1, p? t k, biitiin p asallar igin 1 o)
p?,pasal,p > 3 1 3
2p?,pasal,p >3 1 3
p2q?,pveqasal,p # q 1 3
p2d, ebob(p,d) = 1, p asal, p > 3, d asikar olmayan 1 3
herhangi bir kiip ile boliinemez
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8k, ebob(8,k) = 1, p? t k, biitiin p asallar1 igin 2 o)

pta,l >3, pasal,p > 2 2 3

2'b, | > 3, b farkli asallarin ¢arpimi olamaz 2 3

Sonu¢ 3.4.5. Ty;;(Z,,)cap1 0 ve gevresi o ise, o zaman; tek nokta g 'dir [37].

Sonug 3.4.6. Iy;;(Z,) cap1 1 ve gevresi oo ise, o zaman; iki fakli sifir olmayan nilpotenti

vardir ve toplamlar1 n' dir [37].

Sonug 3.4.7. Ty;;(Z,,) ¢ap1 2 ve ¢evresi oo ise, 0 zaman; iki u¢ noktanin toplami n' dir ve

merkez nokta g 'dir [37].

Teorem 3.4.8. R=7Z,, olmak {izere; p ve q farkli asal sayilar ve n pozitif tam say1 ise, o

zaman,

I x(Tha(Zy)) = 0, n = pq ise;
X(Tya(Zp)) = p — 1,n = p?ise;
X(Tvi(Zn)) = pq — 1,n =p?q? ise;
X(Tya(Z)) = p, n = p® ise;
X(Tyva(Zy)) = p —1,n = p?q ise [38].

A

Teorem 3.4.9. p ve q farkl asal sayilar ve n pozitif tam say1 ise, o zaman;

1. n = pq oldugunda; I'y;(Z,) dizlemseldir.

2. n = p? oldugunda; Ty;;(Z,), p <5 i¢in diizlemseldir ve p > 5 i¢in diizlemsel
degildir.

3. n=p?q oldugunda; Ty;(Z,), p <5 ve q herhangi bir asal sayisi icin
diizlemseldir.

4. n = p3 oldugunda; Ty;;(Z,), p <5 icin diizlemseldir ve p > 5 i¢in diizlemsel
degildir.

5. n =4k, ebob(2, k) = 1, herhangi bir p asali ve herhangi bir k pozitif tam sayisi
p? t k oldugunda; Ty;;(Z,,) diizlemseldir.
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6. n = 9k, ebob(3,k) = 1, herhangi bir p asali ve herhangi bir k pozitif tam sayisi

p? t k oldugunda; Ty;; (Z,,) diizlemseldir [38].

Ornek 3.4.10. R=Z,, olmak iizere; [y;; (Z,) 6rnekleri asagidaki gibidir.

AASA
RN ALLHAE
RIRK
TSI AN

N

——

ST
AW Y
At

Z121

Sekil 3. 59. I'y;;(Z,,) dizlemsel olmayan 6rnekleri

Teorem 3.4.11. p asali i¢in n = p? ise, o zaman; £(Ty;;(Z,)) = 2p — 4" tiir [38].

Teorem 3.4.12. p ve q farkli asal sayilar olmak iizere n = pq ise, o zaman;

E(Tyu(Zy)) = 0" dir [38].

Teorem 3.4.13. Biitiin p ve g farkh asallar1 ve n = p?q icin; £E(Ty;;(Zy,)) = 2p — 4' tiir

[38].

3.5. Nilradikal Olmayan Graflar

Bu boéliimde degismeli halkalarin sifir- bolen graflarinin alt grafi olan yeni bir graf yapisi

ve cebirsel 0zellikleri anlatilmaktadir.

Tanim 3.5.1. R degismeli bir halka olmak iizere (A(R) ile gosterilen nilradikal olmayan

graf, noktalar1 R' nin nilpotent olmayan sifir-bélenleri ve iki noktanin bir kenarla ancak

ve ancak carpimlar O ise birbirine baglandig1 graftir [37].
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R' nin sifirdan farkli her sifir-béleni tam olarak ['y;; (R) veya Q(R)' nin birinde noktadir.

Ornek 3.5.2. R = Z, i¢in sifir-bdlen I'(Z,,) ve nilradikal olmayan Q(Z,,) graflari;

Sekil 3. 61. Q(Zy,)

seklindedir.

Tamm 3.5.3. Herhangi izole olmayan iki nokta arasinda bir yol varsa graf hemen hemen

baglantilidir [37].

Teorem 3.5.4. R herhangi degismeli bir halka olmak tizere; Q(R) hemen hemen
baglantilidir ve bagli bilesenin ¢ap1 3' e esit veya 3'den kiigiik ve ¢evresi 3, 4 veya oo olur

[37].

Q(R)' nin baglantili kism1 Q.(R) olarak adlandirilir. Sifir-bolen graflarla ayni gap ve
cevre kosullarini sagladig1 unutulmamalidir. Sonlu, birimli halkalarin nilradikal olmayan
graflarinin ¢ap ve cevre yapist siniflandirilmaktadir. Bu nilradikal graflar i¢in sunulan

siiflandirmadan daha genel bir siniflandirmadir.
Lemma 3.5.5. R sonlu, birimli lokal halka ise, o zaman Q.(R) bostur [37].

Lemma 3.5.6. R ii¢ veya daha fazla birimli, degismeli halkanin direkt carpimi ise, o

zaman Q.(R)' nin ¢ap1 3 ve g¢evresi 3" tiir [37].

Teorem 3.5.7. Sonlu, degismeli, birimli bir R halkasi i¢in; Q.(R) bostur, ¢ap1 1 ve gevresi

o0, ¢ap1 2 ve gevresi oo,¢cap1 2 ve gevresi 4 veya ¢ap1 3 ve ¢evresi 3' tiir [37].
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Sonug 3.5.8. Asagidaki tablo Q.(Z,) i¢in gegerlidir [37].

Tablo 3. 3. Q.(Z,) Cap ve ¢evre degerleri

n'nin ¢arpanlari Diameter | Girth

p™, p asal ve m € (Z)* oldugunda - }

2p¥, p tek asal ve k > 1 oldugunda 2 00
p*qt, p ve q farkl asallar, k,l € (Z)*,p*,q" # 2 2 4
P11p,%2 ... p.e, biitiin p;' ler farkli ¢; € (Z)* ve ¢ = 3 3
3

Sonug 3.5.9. Q.(Z,)' nin ¢ap1 2 ve gevresi oo ise, 0 zaman star grafin merkezi 2 'dir [37].

Sonug 3.5.10. Q.(Z,,)" nin ¢ap1 2 ve ¢evresi © ise, 0 zaman ya n = 18 ya da N(Z,,)" nin

cap1 2 ve gevresi 3' tiir [37].

Omek 3.5.11. R = Z,[x,y,z]/{xy, yz,xz,x3) olsun. O zaman; diam(QC(R)) =3 ve
gr(QC(R)) =4. R'nin sifir-bolenlerinin  kiimesi {alx +ax? +Y", byt +

m izl ag, by, ¢; € Z,}. Sifirdan farkli nilpotentleri x, x2 ve x + x2' dir. Q(R)' nin izole
noktalar1 sadece nilpotentlere komsu oldugu i¢in toplamda hem y hem de z' nin sifirdan
farkli kuvvetlerini i¢eren sifir-bélenleridir. Q.(R)' de 4-dongiilii bir 6rnek; y —z — x +
y — x% 4+ z — y. y' yi igeren herhangi bir polinom, yalnizca bir nilpotent elemana veya z'
yi igeren bir polinomla baglanabilir. Benzer sekilde, z' yi iceren herhangi bir polinom
yalnizca bir nilpotent elemana veya y' yi iceren bir polinomla baglanabilir. Oyleyse her

dongii ¢ift sayida kenara sahip olmalidir. Dolayisiyla gr(ﬂc (R)) = 4.

Q.(R) de x + x? + z ve x + y arasinda 3-yol vardir, yani (x + x%2 + z) — (y) — (2) —
(x+¥).0.(R) de hem (x+x%+2z)ye hem de (x+y)'ye bagh bir nokta

olamayacagindan onlarin arasinda en kisa yol yoktur. Yani; diam(QC (R)) = 3.
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Teorem 3.5.12. Birimli, degismeli, sonlu bir R halkas1 igin, Q(R) en az bir izole nokta
icerir gerek ve yeter sart N(R) # {0} ve N(R) # Z(R), yani ancak ve ancak Q(R), I'(R)
" nin 6zel bir alt grafidir [37].

Teorem 3.5.13. R birimli, degismeli, lokal olmayan sonlu bir halka olsun. O zaman;

)((Q(R)) = n, R'nin ayrisimindaki lokal halkalarin sayis1 n'dir [37].

Teorem 3.5.14. R birimli, degigmeli, sonlu bir halka olsun. R, ii¢ veya daha fazla lokal
halkalarin Ly, L, ...,L, direkt c¢arpimlarmna izomorf olmadigi siirece Q.(R) U{0}
carpimsal olarak kapalidir ve I'(L;) bazi i'ler i¢in tam degildir [37].

Teorem 3.5.15. R=Z,, olmak lizere; p ve q farkl asal sayilar ve n pozitif tam say1 ise , o

zaman;

1. n =pgq o6zellikle p > 5 veq = 3 igin, Q(Z,) dizlemsel degildir.
n = p? igin, Q(Z,) diizlemseldir.
n = p3 i¢in, Q(Z,,) diizlemseldir.

B

n = 4k, ebob(2,k) = 1 vep? t k,p bir asal ve k herhangi bir pozitif tam say1

oldugunda; Q(Z,), k < 6 igin dizlemseldir ve biitiin k > 6 i¢in diizlemsel

degildir.

5. n =9k, ebob(3,k) =1 ve p? t k, p bir asal ve k herhangi bir pozitif tam say1
oldugunda; Q(Z,,), k < 4 igin diizlemseldir ve k > 5 i¢in diizlemsel degildir.

6. n =p?q igin, p herhangi bir asal say1 ve ¢ =2 ve 3 oldugunda, Q(Z,)

diizlemseldir [38].

Ornek 3.5.16. R=Z,, olmak iizere; Q(Z,) 6rnekleri asagidaki gibidir.

"3 @
18 *

O (Zys) O (Zys)
Sekil 3. 62. Diizlemsel ve diizlemsel olmayan Q(R) ornekleri
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Lemma 3.5.17. p ve q asal sayilar olmak iizere; n = pq ise, o zaman Q(Z,)' de izole

nokta yoktur [38].

Lemma 3.5.18. Herhangi bir p asali i¢in n = p3 ise, o zaman Q(Z,,) izole noktaya sahip

degildir [38].

Gozlem 3.5.19. p ve q farkli asal sayilar icin; n = p?q ise, o zaman Q(Z,),

(p — 1)(g — 1) tane izole noktaya sahiptir [38].
Teorem 3.5.20. p asali igin n = p? veyan = p° ise £(Q(Z,)) = 0' dir [38].

Teorem 3.5.21. p ve q farkli asal sayilar olmak {izere, n = pq ise o zaman £ (Q(Zn)) =

2,/(p — D(q - 1) 'dir [38].

Gozlem 3.5.22. n = p?q ise 0 zaman;

1. p = 2 ve q herhangi bir asal say1 olmak iizere; £(Q(Z,)) = 2,/pq — 2

2. p = 3 ve q herhangi bir asal say1 olmak iizere; E(Q(Z,)) = 2y/pq + p(q — 2)

3. p = 5veq herhangi bir asal say1 olmak iizere; E(Q(Z,)) = 24/2pq + 2p(q — 2)'
dir [38].

[38]' da yapilan calismalarda n = p?q icin bazi asallara bagh kalarak & (Q(Zn))
hesaplamalar1 yapilmistir. Yaptigimiz incelemeler sonucunda 6zel kosullar olmaksizin

biitiin asallar i¢in genel bir hesaplama yapilmistir.

Teorem 3.5.23. p ve q farkli asal sayilar olmak iizere, n = p2qise o zaman & (Q(Zn)) =

2{p(p — (g — 1) 'dir.

Ispat. p ve q farkli asal sayilar olmak iizere, n = p?q oldugunda; Q(Z,) = K o(»?)0(@) Y
I seklinde olur. I izole nokta kiimesi olmak iizere; |I| = (p — 1)(q — 1)' dir. Ayrica
Q(Z,)' nin karakteristik polinomu; f(x) = x(P*472) (x2 —p(p — 1)(q — 1)).

Dolayistyla 0'dan farkli dzdegerleri +/p(p — 1)(q — 1)olur. Bdylece £(Q(Z,)) =

2\/p(p —1)(q — 1) elde edilir.
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3.6. Birim Graflar

Bu boliimde degismeli halkalarin birim graflarinin yapisal ve cebirsel ozellikleri

anlatiimaktadir.

Tanmm 3.6.1. R bir halka ve U(R), R halkasinin birimsel elemanlarinin kiimesi olsun.
R'nin G(R) ile gosterilen birim grafi, R' nin tiim elemanlar1 grafin noktalar1 olmak tizere
farkli x ve y noktalari komsudur ancak ve ancak x + y € U(R) olmasi kosuluyla elde

edilen graftir.

Ornek 3.6.2. R halkast i¢in verilen bazi1 6zel halkalarin birim graflari;

G(Zy,)
Sekil 3. 63. Z,, halkasinin baz1 G(R) ornekleri

IR

G(Z10)
Sekil 3. 64. iki izomorf halkanin G(R) drnekleri

G(Zs X )

R ve S iki farkli halka olmak lizere; eger R = S ise o zaman G(R) = G(S) oldugunu
gormek kolaydir. Z;, ve Zs X Z, halkalarini ele aldigimizda graf orneklerinde basitce

G(Z4y) = G(Zs X Z,) oldugu goriilmektedir.

88



Onerme 3.6.3. R sonlu bir halka olsun. O zaman R'nin birim grafi i¢in asagidaki sartlar

saglanmaktadir.

i. Eger2 & U(R) ise o zaman G(R), |U(R)| —diizenli graftir.
ii. Eger2€ U(R)isecozamanV x € U(R)i¢indeg(x) = |U(R)|—1veVx € R\
U(R) i¢in deg(x) = |U(R)| elde edilir [39].

Teorem 3.6.4. R sonlu bir halka olsun. O zaman G(R) birim grafi bir déngii graftir ancak

ve ancak R asagidaki halkalardan birine;

iz,
i,z

69
i, {[¢ 2]|a,b€ Z,)

izomorftur [39].

Ornek 3.6.5. R = Z, ve R = Z, halkalarmn birim graflar1 incelenirse;

G(Z4) G(Ze)
Sekil 3. 65. Z, ve Zg halkalarinin G(R) ornekleri

R = Z, veya Z¢ oldugunda G(R),dongii graf oldugu agiktir.

Teorem 3.6.6. R bir halka olsun. O zaman G(R) birim grafi bir tam graftir gerek ve yeter
sart R, Kar(R) = 2 olacak sekilde bir boliim halkasidir [39].

Teorem 3.6.7. R degismeli bir halka ve S, R'nin maksimal ideali 6yle ki |R /S| = 2 olsun.
O zaman G(R) iki pargali graftir. Ayrica, G(R) iki parcali tam graftir ancak ve ancak R
bir lokal halkadir [39].
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Teorem 3.6.8. R bir halka, n pozitif bir tam say1 ve p tek asal say1 olsun. O halde; G(R) =
K; VCPpn_qy & R, p" elemanh bir cisimdir [39].

Tanmim 3.6.9. R bir halka ve k pozitif bir tam say1 olsun.uy, U, ..., U € U(R) oldugunda
r = uy +u, + --- + u; yazilabiliyorsa r € R elemanina k — iyi denir. R'nin her elemani1
k — iyi ise R halkas1 k — iyi olarak adlandirilir.u(R) ile gosterilen birim toplam sayisi

su sekilde verilir:

a) Bazik > 1i¢in R, k — iyi ise min{k| R, k — iyidir};
b) w,V kicinR, k — iyi degilse ancak R'nin her eleman1 baz1 k'lar i¢in k — iyi
ise (yani en azindan U(R) toplamsal olarak R'yi tirettiginde);

¢) oo aksi halde (yani U(R) toplamsal olarak R'yi iiretmediginde) [39].

Ornek 3.6.10. D boliim halkasi olsun. |D| > 3 ise o zaman u(D) = 2; oysaki|D| = 2 ise,

yani D = Z, iki elemanl bir cisimdir o zaman u(Z,) = w. Ayrica u(Z, X Z,) = .

Teorem 3.6.11. R bir halka olsun. O zaman G(R) birim grafi baglantiidire u(R) < w
[39].

Sonug 3.6.12. R bir halka olsun. U(R), G(R)'nin baskin kiimesi ise o halde G(R) birim
grafi baglantilidir [39].

Ornek 3.6.13. R, bir 2 — iyi halka ise o zaman U(R), G(R)'nin baskin kiimesidir. Bunu
gosterebilmek icin x € R\ U(R) verilsin. uy,u, € U(R) oldugunda x = u; + u,
yazilabilir. Bu da x'in u,' ¢ komsu oldugu anlamina gelir ve dolayisiyla U(R), baskin bir
kiimedir. Bu durumun tersinin genel olarak dogru olmamas: dikkat cekicidir. Ornegin;
U(Z,) = {1}, G(Z,)' nin baskin kiimesidir. Fakat u(Z,) = w oldugundan Z, bir 2 — iyi
halka degildir.

Onerme 3.6.14. R degismeli bir halka olsun. Eger R indirgenmis bir halka ise o zaman

G(R[x]) birim grafi baglantisiz graftir [39].

Onerme 3.6.15. |R| > 2 olacak sekilde R bir cisim ve n > 1 olmak iizere M, (R), R
lizerinde n X n matris halkasi olsun. O zaman G (Mn (R)) birim grafi baglantili graftir

[39].
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Sonu¢ 3.6.16. |R| > 2 olacak sekilde R bir cisim ve n > 1 olmak iizere M, (R), R

tizerinde n X n matris halkasi olsun. O zaman diam (g (M, (R))) < 4' tiir [39].

Lemma 3.6.17. Kar(R) = 2 olan R cisim olmayacak sekilde R sonlu degismeli bir halka

olsun. O zaman asagidaki sartlar gecerlidir:

i. R bolim olarak Z,' ye sahip olamazsa ya da R, S tek maksimal ideali |[R/S| = 2
olacak sekilde lokal bir halka ise 0 zaman diam(g (R)) = 2.

ii. R bolim olarak Z,' ye sahip ve R boliim olarak Z, X Z,' ye sahip olamazsa ve R,
S tek maksimal ideali |R/S| = 2 olacak sekilde lokal bir halka degilse o zaman
diam(G(R)) = 3.

iii. R bolim olarak Z, X Z,' ye sahipse o zaman diam(G(R)) = o' dur [39].

Sonug 3.6.18. R sonlu, degismeli bir halka olsun. O zaman diam(g(R)) € {1,2,3, 0}
[39].

Teorem 3.6.19. R sonlu, degismeli bir halka olsun. O zaman asagidaki ifadeler gecerlidir:

i. diam(g(R)) =1 < R, Kar(R) = 2 olan bir cisimdir.
ii. diam(G(R)) = 2 < asagidaki durumlardan biri meydana gelirse:
a) R, Kar(R) # 2 olan bir cisimdir;
b) R bir cisim degil ve R boliim olarak Z,' ye sahip olamaz;
¢) R, S maksimal ideali |R/S| = 2 olacak sekilde lokal bir halka ve R % Z;
ii. diam(G(R)) =3 < R béliim olarak Z,' ye sahip olmasi ve béliim olarak Z, X
Z,' ye sahip olmamasi ve R'nin lokal bir halka olmamasi durumunda.

iv. diam(G(R)) = o < R boliim olarak Z, X Z,' ye sahiptir [39].

Omek 3.6.20. R = Z ve R =7 X Z halkalan1 incelenirse G(Z) ve G(Z X Z) birim
graflarinin her ikisi de baglantilidir ve diam(g (Z)) = diam(g (Z x Z)) = oo. Dikkat
edilirse Z boliim olarak Z,' ye sahip ve Z X Z boliim olarak Z, X Z,' ye sahipken Z bolim

olarak Z, X Z,' ye sahip olamaz.

Onerme 3.6.21. R sonlu, degismeli bir halka olsun. O zaman gr(g(R)) € {3,4,6, 0}

[39].
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Ornek 3.6.22. Farkli R halkalarinin birim graflar ele almirsa;

G(Z3 X I)

G(Zy2)
Sekil 3. 66. G(R) ornekleri

Yukarida verilen graflardan; gr(g(Z3)) = o0, gr(g(Z5)) = 3, gr(Q(Z3 X Zz)) =6 ve
gr(g (Z1,)) = 4 oldugu kolaylikla gériilmektedir.

Bu nedenle V n € {3,4,6, 0} igin bir R halkas1 vardir 6yle ki gr(g (R)) = n olur.

Teorem 3.6.23. R sonlu, degismeli bir halka olsun. O zaman G(R) birim grafi

diizlemseldir gerek ve yeter sart R asagidaki halkalardan birine izomorftur:
1. ZsveyaZs; X Zs;

. ZyX..XZy; xS, 1>0ve S=1Z, S=7Z3, S=7,, S=F, veya S=

ltane

{[8 Z] la,b € Zz}' tur [39].

Ornek 3.6.24. R = Z3 X Z5 kabul edilirse birim grafi diizlemsel graftir.
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G(Z3 % Z3)
Sekil 3. 67. G(Z5 X Z3) diizlemsel graf

Teorem 3.6.25. R, R % Z, ve R % Z; olacak sekilde bir halka olsun. O zaman asagidaki
ifadeler esdegerdir:

i.  G(R), Hamilton graftir.
ii. R halkas1 boliim olarak Z, X Z, sahip olamaz.
iii. R halkasi birimleri tarafindan tiretilir.
iv. R 'nin birim toplam sayis1 w' den kii¢iik veya esittir.

v.  G(R) birim grafi baglantilidir [40].

Onerme 3.6.26.n > 3 olacak sekilde n noktali bir G graf ve her nokta en azn/2 dereceye

sahipse 0 zaman G Hamilton graftir [41].

Lemma 3.6.27. |R| = 4 olmak tizere R bir lokal halka olsun. O zaman G(R), Hamilton
graftir [40].

Ornek 3.6.28. Her cisim lokal halkadir ¢iinkii bu halkalarin tek maksimal ideali {0}' dir.
p asal say1 olmak lizere Z,, halkasi cisimdir. Dolayistyla |Zp| > 4 olacak sekilde bir lokal
halka secerek birim grafimi inceleyelim. Z,=Z; olsun. O halde; §(Z,) birim grafi, asagida

goriildiigi iizere Hamilton graftir.
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G(Z7)
Sekil 3. 68. G(Z,) Hamilton graf

Lemma 3.6.29. T, Hamilton birim grafina sahip bir halka ve F bir cisim olsun. Eger F %

Z, ise o halde G(T X F) birim grafi, Hamilton graftir [40].

Lemma 3.6.30. T, bir halka ve R, S tek maksimal ideali olacak sekilde bir lokal halka
olsun. G(T X R/S) birim grafi Hamilton ise o zaman G(T X R), Hamilton graftir [40].

Lemma 3.6.31. V R;, S; maksimal ideali olacak sekilde lokal halka oldugunda; R = R; X
R, X ...X R, olsun. Kabul edelimki R 2 Z; ve Viicin1 < i < n, R;/S; ¥ Z, vardir. O
zaman; G(R) birim grafi, Hamilton graftir [40].

Onerme 3.6.32. G grafi X ve Y parca kiimelerine sahip dyle ki |X| = |Y| = n > 2 olacak
sekilde iki pargali bir graf olsun. G' nin her noktasi i¢in deg(x) > n/2 ise o zaman G,

Hamilton graftir [42].

Lemma 3.6.33. Her bir i icin R;, S; maksimal ideali olacak sekilde lokal halka oldugunda;
R=R; XR, X ..XR, XZ, olsun. V ii¢inl < i < n olacak sekilde, R;/S; % Z, ise o

zaman; G(R) birim grafi, Hamilton graftir [40].

Lemma 3.6.34. R bir halka oyle ki R # Z, ve R # Z3 olsun. R, boliim olarak Z, X Z,
sahip olamazsa o halde G(R) birim grafi, Hamilton graftir [40].
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4.BOLUM
7, UZERINDE TANIMLI FARKLI GRAF YAPILARI
4.1. Z,, Halkas1 Uzerinde Tamimh Nilpotent ve Total Graflarin Analoglar: ve
Spektrumu

Bu boliimde R birimli, degismeli bir halka olmak tizere literatiirdeki tanimlamalardan
farkli olarak R halkasmnin Z(R), N(R) ve U(R) kiimelerine bagh olarak yeni graf
tanimlamalar1 yapilmaktadir. Bu boliim boyunca 6zel olarak R = Z, halkas1 i¢in elde
edilen yeni graf yapilarinin 6zellikleri, graf parametreleri ve spektral karakterizasyonu

sunulmaktadir.

Tamm 4.1.1. R birimli degigmeli halka olmak tizere nilpotent-bdlen grafi Np (F(R)) ile
gosterilsin. R'nin sifir-bélen Z(R) ve nilpotent elemanlar1 N(R) grafin noktalar1 olmak

lizere;
Her farkli x,y € Z(R) — N(R) igin x ve y komsudur < x.y € N(R)' dir.

Ornek 4.1.2. R = Z,4 halkas1 olmak iizere; Z(R) = {0,2,3,4,6,8,9,10,12,14,15,16} ve
N(R) = {0,6,12}' dir. Np(T'( Z1g))Sekil 4.1." de verilmektedir.

L T ] & ]
2 4 ] 10 14

e E

Sekil 4. 1. Ny (T( Z4g))

Tamm 4.1.3. R birimli degismeli halka olmak {izere nilpotent-total grafi N (F(R)) ile

gosterilsin. R'min sifir-bélen Z(R) ve nilpotent elemanlar1t N(R) grafin noktalar1 olmak

lizere;

Her farkli x,y € Z(R) — N(R) i¢in x ve y komsudur & x +y € N(R)' dur.
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Ornek 4.1.4. R = Z,4 halkas1 olmak iizere; Z(R) = {0,2,3,4,6,8,9,10,12,14,15,16} ve
N(R) = {0,6,12} dir. NT(F( le)) grafi Sekil 4.2. ' de verilmektedir.

Sekil 4. 2. Ny (T( Z4))

Not 4.1.5. n =[[*,p;™ olmak iizere R = Z, halkas1 icin 2¥ —2 tane nilpotent

elemanlar hari¢ sifir-bolenlerin kiime pargalanigina sahiptir. Gergekten p,, p,p;,...,

DD, Pi kiimeleri

k-1

;(T) = (I;)+(§)++(kfl) (4.1)
=2 -2 (4.2)

dir.

Bu béliimde k < 3 i¢in Z, halkas1 alinarak graf yapilar1 ve bdylece spektrumlari elde

edilmistir.

Lemma 4.1.6. R = Z,, halkasi i¢in p;'ler asal say1 ve m; € N — {0}olmak {izere; n =

> p;™ olsun. Not 4.1.5." den Z, 6 farkli nilpotent icermeyen sifir-bdlen kiimelerine

sahip olup bu kiimeler p;p3 \ P1P2D3, P1Dz \ P1P2P3. P1P3 \ P1P2P3. P1 \ (P1Pz UV
P1D3). D3 \ (P1P3 U P2P3) ve P2 \ (P1P2 U p2p3) bigimindedir ve

ki = [p203 \ P1p2ps| = p2™2 'ps™3 7 d(p ™) (4.3)
ko = PPz \ P1P2Ps| = 1™ 7 P22 h(ps™) (4.4)
ks = [P1Ds \ D1P2P3l = pi ™ 'ps™3 T d(p2 ™) (4.5)
ks = P71\ 1Pz U P1P3)| = p1™ " d(p2"2)9(p5™) (4.6)
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ks = D3 \ (0103 U D2p3)| = p3™ 7 0(p ™) d(p,™2) (4.7)
ke = 192 \ (P1Pz U D2D3)| = p2™ 71 0(p1™1)0(ps™2) (4.8)
dir.

m;—1_my-1 m1
, (p1

Ispat. N(Z,,) = {p102D3, 2D1D2P3) - D, Yp1p2ps)' dir. Tammdan V =

Z(Zyn) — N(Zy) oldugu igin grafin noktalar1 p, ve p,p,' lerden olusmaktadir. i # j # k

i¢in;

P = {pu 200300, (0" 0] 00 ) 1) (4.9)
B5; = {pwy 200y - (0, D) i} (4.10)
PB;Dx = {PipjDio 20000 - (0170, e ) pipypic} = N(Zn) (4.11)

Herbir 1 < i # j # k < 3 degerleri i¢in komsuluk kiimeleri;

Pi ~ PjPk> Pj ~ PiPk> Pk ~ PiPj> PiPj ~ PiPk> Pilj ~ PjPk> DPiPkx ~ PPk’ dir.
Dolayisiyla 6 tane ayrik kiime elde edilir. p,p,;p, € p,p, € p, oldugu i¢cin 1 < i # j #

k < 3 olmak iizere kiimelerin kardinalitesi;
U

Upa| = o\ ) (#13)

= {0\ (Bp; Y Db \ Bib; k) } (4.12)

seklindedir. (4.9), (4.10) ve (4.11)' deki esitliklerden yararlanilarak;
—1 mji—1 1 — i—1
|U plp,| S i e e iy i e e (A A I CR £
mj—1
|Uplp,| =p;" ', (o) (4.15)

Ve
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U] = (o)) = (e i = o™ =)
=" (p) Pk =) P = T o T
= o (p o =) = o - )
= (o = o) =)

U

elde edilir. Diger kiime kardinaliteleri de benzer olarak gosterilebilir.

=p" 0 (p)”) (™) (4.16)

Ornek 4.1.7. Z3, halkasi incelenirse n = 21. 3.5 olmak iizere;
k, = |15k| = 3°.5%.¢(21) = 1

k, = |6k] = 2°.3°.$(51) = 4

ks = [10k| = 20.5° . $(31) = 2

ks = [2k] = 2°.6(3").6(5') = 8

ks = |5k| = 5°¢(21).6(3") =2

ke = I3k| =3°.¢(21).0(5") = 4

kiimelerinin elemanlar1 Sekil 4.3.' de goriilmektedir.

Sekil 4. 3. Np (T'( Zs))
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Lemma 4.1.8. G bir graf olsun. Bu durumda

i. G = Kpn olmak iizere spec(Kyp ) = {\/imn, 0, ...,0},

m+n—2

ii. G = K, olmak tizere spec(K,, ) = {(n -1),-1,...,—-1 },

n—-1

iii. G, H iki graf olmak tizere spec(G + H) = spec(G) U spec(H)' dir [43].

Teorem 4.1.9. p;'ler asal say1 ve m; € N — {0} olmak iizere; n = [[3_, p;™ veZ, tam

say1 halkas1 olsun. Bu durumda

Pa(wp(r@n))) () = x770(x® —wx* — 2upx® + uzx® —uy) (4.17)

dir. Burada a; Np (F(Zn)) grafin nokta sayisi, p nilpotent elemanlar sayisi ve S =

- = -1
mq—1 mp—1 p3m3

P1 P2
o(@1™1)  o(P2™2)  d(p3™3)

u; = pd(M)[3 +S],u; = p2p(n), uz = p20*(M)[3 + 51, uy = p3¢°(n)' dir.

olmak iizere katsayilar 6. dereceden polinomun katsayilari

Ispat. n = [T}_, p;"™ olmak iizere Z,, halkas: iizerinde N (I'(R)) grafin1 alalim. Once bu
grafin noktalar kiimesi Z(Z,) — N(Z,) olmak iizere kardinalitesini bulalim. Z,

halkasinin nilpotent elemanlarin kiimesi ve sifir bdlen elemanlar kiimesi sirasiyla

N(Zy) = {p1P2P3, 2010203 -, (P73 03 )p1p2ps) (4.18)
Ve
Z(Z,) =p;Up;Upz (4.19)

dir. Simdi V nokta kiimesinin kardinalitesi i¢in nilpotent bolen graf tanimindan x,y €
Z(R) — N(R) olmak iizere xy € N(Z,) olacak bi¢imde noktalari belirleyelim. Bu

durumda Lemma 4.1.6." da verilen kiimeler g6z oniine alindiginda;

VI = Ip1 \ (P1pz U D1P3)| + P3 \ (P1P3 U D2p3)| + 1p2 \ (P12 U P203)|

+1D192 \ P1P2p3| + |P1P3 \ P1P2D3| + 19203 \ P1D2Ds] (4.20)
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= o o) (™) + Py (P ™O(P™) + Py T o (P ™) d(p2 ™)

mi—1_m,—-1 mi;—1_mz-—1 my—1_m3—1

Dyt 0(s™) Ayt byt @)+t oyt d(p™)  (421)

bulunur. |N(Z,)| = p ve |V| = o diyelim. Her x € p, \ (Fp] UDPr) (i #J # k) veher
Y € p, i¢in xy € N(Zy) oldugundan x~y' dir, yani x, y noktas1 kenar olusturur. Ayrica
her x € p,p; ve her y € p;p (i #j # k) igin de x~y olur. Boylece Np(I'(Z,)) grafi
Sekil 4.4.” de verildigi gibi 3 pargali bir graf modelidir.

*—ox

k@ & @k
kg ke,

Sekil 4. 4. Np, (F(Zn)) nilpotent bdlen graf modellemesi

verilen grafin komsuluk matrisi J biitliin elemanlar1 1 olan matris olmak iizere;

[0k, sk, Ty xk, ]k1><k3 Tk, xk, Oklxks Oklka'

]kzxkl Okzxkz ]kzxks Okzxk4 ]kzxks Okzxke
Jiaxiey,  Jraxky  Okaxks  Okaxky  Okgxks  Jrgxks

A(Ny(T(Zy)) = 0 0 0 0 0 (4.22)
Jigxie;,  Okyxky  Okgxis  Okgxky  Okyxks  Okyxikg

Oksxkl ]k5><k2 Oksxkg 0k5Xk4_ Ok5><k5 0k5Xk6

_0k6><k1 Ok6><k2 ]k6><k3 0k6xk4 0k6><k5 0k6xk6_

bi¢iminde bloklanir. Her bir 1 satirinda k; tane 6zdes satir oldugundan (4.22) matrisinin
V| — 6 tane 0 Ozdegeri vardir. Geriye kalan 6zdegerler (4.22) matrisinin bolim

matrisinden elde edilir. Yani, bolim matrisi Q olmak iizere her bir blogun satir toplamlari

alinirsa
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0 k, k, ks, 0 07
ki 0 k3 0 ks O
ki k, 0 0 0 kg
= 4.23
=k, 0 0 00 o0 (4.23)
0 k, O 0 0 O
[0 0 k3 0 0 0
bulunur. Béylece Q nun karakteristik polinomu
_ plml—l pzmz—l p3m3—1
T 6@a™)  62™2) T d(ps™3) (4.24)
ve p = nilpotent eleman sayist olmak iizere; katsayilari
uy = pd(m)[3 + 51, up = p2o(n),uz = p?¢* (M3 + 5], us = p*¢°(n) (4.25)
olan
Do(x) = x® —uyx* — 2u,x3 4 uzx® —uy (4.26)

polinomudur. Béylece, p ND(F(Zn))(x) — xzie=1ki_6pQ (x) olup istenen elde edilmis olur.

Sonu¢ 4.1.10. n = p*q? (a,B # 0) olmak iizere ND(F(Zn)) = Kpa—1¢(qﬁ)'q3—1¢(pa)

olup ozdegerleri p“"ld)(qﬁ) + qP1p(p®) — 2 cebirsel kathi 0; ve sifirdan farkli

ozdegerleri de F+/p*~1qP~1p(n)' dir.

Ispat. Bir 6nceki teoremin ispatina benzer olarak n = p®q# igin graf iki pargali tam graf

olur. Iki pargali tam graflarin 6z degerleri iyi bilinir.

Sonug 4.1.11. n = p* (a # 0) olmak iizere Np(T'(Z,)) ve Nz(T'(R)) graflari noktalar

kiimesi bos kiime olacagindan bos graf olur.

Teorem 4.1.12. R = Z, halkasi i¢in p;'ler asal say1 ve m; € N — {0} olmak {izere; n =

[, p,™ (p3 > p, > py) olsun. O halde; p; = 2 igin Np(T'(R)) = Kp + ak,,,Vp; #

2 i¢in Np(T'(R)) = bK, , dir. Burada p nilpotent sayis1 ve Lemma 4.1.6." dan a = i~k

v, .
Vebzu'dlr.
2p
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Ispat. Kabul edelim ki p; =2, n=[[}_; p;™ (p3 > p, > p;) ve Lemma 4.1.6.' da
verilen ayrik sifir-bdlen kiimelerini alalim. Her x,y € p,p3 \ p1P2P3 icinx +y € N(R)

olacagindan x~y'dir. Gergekten;

X € P,D3 \ P1D2P3 icin x = p,pst; olacak sekilde t; tek tam sayisi vardir. y € p,p3 \
DP1D2P3 icin y = p,pst, olacak sekilde t, tek tam sayisi1 vardir.

X +y = paps(t; +t,) olup (t; + t,) cift tam say1 oldugu i¢in x + y € p;p,ps olur ki
bu da x+y € N(R) oldugunu gosterir. Bunu saglayacak sekilde tam olarak
ki = p,™2 'ps™371 ¢(p™) tane nokta olacagindan bu noktalar kiimesinden Kjy(g)

elde edilir.

Diger taraftan; V x € p1p, \P10,Pr > (2 <j # k < 3) icin x + (p;p2p3)t € 1D, \
P1D,Px dir. Boylece x € p1p, \ P1D,Dx is€ —x € D1P; \ P1D, Dk dir. O halde;

W ={x + (p1p2p3)t:t EZ} (4.27)

V ={-x+ (p1p2p3)t: t € Z} (4.28)

kiimelerini alalm. Vy € W ve Vz € V igin y + z € N(R) olup bdylece p1p, \ 1P,Pk
kiimesi tizerinde pargalanis1 W ve V olan iki pargali tam graf elde edilir. Benzer olarak
digerpy \ (P1P2 Y P1P3), P2 \ (P1Dz Y P2P3) ve P3 \ (P1P3 U P2P3) kiimelerinden de iki

pargali tam ayrik graflar elde edilir. Boylece Lemma 4.1.6." dan ve a = le;pkl olmak

tizere Ny (F(R)) = Kp + akK, , elde edilir.

Kabul edelim ki p; # 2 olsun. Yukaridaki ispata benzer olarak biitiin ayrik kiimeler igin

Nz (T(R)) = bK, , oldugunu gérmek kolaydir.

Ornek 4.1.13. n = [[_; p;™ ve p; = 2 i¢in n = 40 olsun. Bu durumda NT(F( Z40)) =
K4 + 2K, ' tiir.
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Sekil 4. 5. Np.(T'( Z4y))

Vp; #2 ven =[]}, p;™ igin n = 45 olsun. Bu durumda NT(F( Z45)) = 3K;3 5" tiir.

Sekil 4. 6. Ny (T( Zys))

Teorem 4.1.14. R = Z,, halkasi i¢in p;'ler asal say1 ve m; € N — {0} olmak {izere; n =

3 pi™ (p3 > p, > py) olsun. O halde; p; = 2 igin;
speca (Nr(T(R))) = {(p = DY, (=D, (p), (—p)®, (021} (4.29)
ve p; # 2 icin;
speca (N2 (T(R))) = {(p)?, (=p)? , (0)2(~1} (4.30)
dir.

Ispat. Lemma 4.1.6. ve Teorem 4.1.12." den aciktir.
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4.2. 7, Halkasiyla Baglantih Birim Graflarin Yapilar1 ve Spektrumu

R birimli, degismeli bir halka olmak iizere birim graf yapisi, literatiirde ilk olarak
Grimaldi tarafindan Z, halkas1 iizerinde tanimlanmistir [44]. Ashrafi ve arkadaslari
tarafindan rastgele bir R halkasi i¢in birim graf G(Z,)' den G(R)' ye genellestirilmistir
[39]. G(R)' nin baglantisalligi, kromatik indeksi, ¢api, ¢evresi ve diizlemselligi tizerine
cesitli karakterizasyon sonuglari elde edilmistir. Bu sonuglara 3. Bolimde yer

verilmektedir.

Bu boliimde R' nin G(R) ile gosterilen birim grafi, R bir halka ve U(R), R halkasinin
birimsel elemanlarinin kiimesi olsun. R' nin tiim elemanlar1 grafin noktalar1 olmak tizere
farkli x ve y noktalar1 komsudur ancak ve ancak x + y € U(R) 6nermesi ile tanimlanir.
Bu noktaya kadar G(R)' nin {izerinde yapilan ¢alismalarda ¢ogunlukla graf teorinin
degismezlerine odaklanilmistir. Birim graflarin spektral karakterizasyonu iizerine

herhangi bir ¢alisma bulunmamaktadir.

Bu bolim boyunca 6zel olarak R =7, halkasi i¢in G(R) grafinin spektral

karakterizasyonu sunulmaktadir.

Teorem 4.2.1. v = 2 i¢in K.

p1.0a..pr SOK parcall tam graflarin Laplasyan spektrumu n =

[y +1; + ---+ [, olmak iizere;

spec,(Ki 1, .1.) = {0,007, (n — 1))V} (4.31)
dir [45].

Teorem 4.2.2. Z,, tamsayilar halkasi ve |Z(Z,)| = p olsun. O zaman;

i. n=p(p=7)birasal say1ise o halde §(Z,) = K, ,, "tur. Burada [; =1

rolptt
2

ve biitiin [; = 2 (i =2, ...,pTH)' dir. Dolay1siyla,

spec, () = o, - () p('7)] (4.32)

a

ii. a=2 ve p>2 asal sayist i¢gin n=p% ise o halde G(Z,) =
K1, [Wo, Wy, ..., W, 4] tur. Oyle ki Wy = p* Ky, W; = Kpa1(i = 1).

,...,lp_l
Dolayisiyla G(Z,)' in Laplasyan spektrumu,
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Ispat.

il.

p-1
2

spec,(G(Zn)) = {O' 0% — 207 )7, g ()@, (o) )} (4.33)
dir.

p bir asal say1 olsun. O halde U(Z,)" nin sifirdan farkli her elemani birimseldir.
Ciinkii biitiin 0z # x € Zy, x + 05 = x € U(Z,) i¢in G(Zy,)' nin noktalar1 Z,,'
nin biitiin elemanlaridir. Dolayisiyla 0z, G(Zy)' de her noktaya komsu olan tek
noktadir. Buna ek olarak Z,' deki her x birimi sadece bir toplamsal ters - x' e
(ayrica birim) sahiptir, yani x » —x' dir. Bu nedenle her boliimiin nokta

ciftlerinden olustugu ve farkli boliimlerdeki elemanlarin toplaminin da birim
oldugu pT_l tane boliinme olusur. Boylece G(Z,,)' nin farkli boliimlerindeki tiim

noktalar komsu olmak zorundadir. Dolayisiyla G(Zy,) = K, elde edilir.

senlp+1
2

Teorem 4.2.1."' den Laplasyan spektrumunu gérmek kolaydir.

n =p%* olsun. U(Z,) = {x € Z,:ebob(x,n) = 1} kiimesi vardir. O halde
lUZ,)| = ¢(»%) = p* — p* 1 ve dolayisiyla |Z(Z,)| = p*~1' dir. Z(Z,,)' deki
her x,y ¢ifti i¢in x + y € Z(Z,) oldugundan dolay1 G(Z,)' de x ~ y' dir. Bu
nedenle G(Z,)' deki ilk bdliim indirgenmis alt graf olarak p%~1- izole noktadan
olusur. Bu boliime W, diyelim.

Buna ek olarak n = p“ oldugunda U(Z,) = U;<ij<p—1 W; elde edilir 6yle ki

W; = {i + pk: k € Z}. Dikkat edilirse U(Z,)' nin p — 1 ayrik kiimesi vardir.

x € W; olsun. x' in toplamsal tersi W,,_; kiimesindedir. Yani y € W,,_; igin x +
y € Z(Z,)' dir, dolayisiyla G(Z,,)" de x + y' dir. Diger taraftan, x,y € W; i¢in
x+y € U(Zy,) dir, G(Z,)' de x~y' dir ve dolayisiyla W;' deki noktalar
indirgenmis bir alt graf olarak klikleri (ayrica tam graf) olusturur. Eger x € W,
vey EW; (j #p—1i)ise,x +y € U(Zy)' dir. Dolayistyla W;' deki noktalar
W,_; haricinde W;' deki noktalara komsudur. Bu nedenle G(Z,,), indirgenmis
bir alt graf olarak p — 1 tane Ky, graf igerir. Son olarak x € Z(Z,),y € W;
icin x + y € U(Z,) oldugundan W,' daki her x noktas1 W; boliimiindeki her
noktaya komsudur. Bu nedenle G(Z,,), tam p-parcal graftir, yani G(Z,,) =
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K1, [Wo, Wi, ..., Wp_l]. G(Z,)' nin Laplasyan matrisi asagidaki sekilde

relpm1

bloklanabilir. u = p*~tve X = L(Kpa—l) + (p% — 2p*~1)I oldugunda;

_d)(n)lu _]u _]u _]u _]u_
—Ju Xy 0y ~Ju 0 =N
@)= T+ O K e T Th (4.34)
_]u .. Xu Ou
i _]u Ou Xu_
pPXp

dir.

(4.34)' in spektrumu biitiin késegen blok matrislerinin spektrumlarindan olusur.
spec,(Kya-1) = {0, P HP D) ve  spec((p® — 2p*DI) = {(p* -
2p® 1))} oldugu igin,

spec(X) = {qb(n)(pa_l_l), (p* — 2p*HW} (4.35)
dir. Bu nedenle (4.34)' iin spektrumu, ¢(n)I,, matrisinin spektrumu ile
@D, (p* —2p* )PV } (4.36)

coklu kiimesinden olusur. Kalan 6zdegerler (4.34)' iin boliim matrisinden gelir.

Ciinkii matris 2 sinifl esit boliime sahiptir. Bu ylizden

p(n)  —p(n)
QL(Q(Zn)) = [_pa—l pe1 (4.37)
ve (4.37)' nin karakteristik polinomu x(x — ¢(n) — p®~1)' dir. Dolayisiyla
p-1 p-1
2

specy(§(@) = {00, "), e - 2p° )7, 07} (438)

elde edilir.

Sekil 4. 7. G(Zy5)
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G(Z,3)' in Laplasyan matrisi asagidaki sekildedir.

(12 -1 -1 =1 =1 =1 =1 =1 =1 =1 -1 -1 -1]
A 10 <1 -1 -1 -1 -1 -1 <1 -1 -1 -1
10 11 -1 =1 =1 =1 =1 =1 -1 -1 -1 -1
11110 -1-1-1-1-1-1-1-1
A -1 10 111 -1 -1 -1 a1 a1 a1 A
A -1 111110 -1 -1 -1 -1 -1 A
L(Q(Zl3))= -1 -1 -1 -1 0 11 -1 -1 -1 -1 -1 -1
5 TS (S [ TR, O TS O TS S S R |
1 -1-1-1-1-1-10 1 -1 -1 -1 -1
11111111110 -1 -1
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 10 11 -1 A
-1 -1 -1 -1 -1-1-1-1-1-110
-1 -1 -1 -1-1-1-1-1-1-10 1]

Dolayisiyla matristen yapilan hesaplamalarla sp ecL( g (213)) = {0,115, 13°} elde edilir.

Ornek 4.2.4. n = 3% ise o halde G(Zo) = K333[3K;, K3, K3]' tur. O halde G(Zs)' nin

Laplasyan spektrumu;

spec,(G(Zs)) = {0,3%,6° 91}

olur. G(Zy)' nin graf yapisi Sekil 4.8." de verilmektedir.

Sekil 4. 8. G(Zo)

Sonu¢ 4.2.5. @ = 2 ve p = 2 asal sayis1 i¢in n = p% ise o halde G(Z,) = Knx' tur.
2’2

Dolayistyla G(Z,)' in Laplasyan spektrumu,

spec,(G(Z,)) = {0(1), (g)( g (n)(”} (439)
dir.

Ornek 4.2.6. n = 2* olsun. Sonug 4.2.5." den G(Z,4) = Kgg' tur.
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Sekil 4.9, G(Zys)

G(Z16)" 1 Laplasyan spektrumu; spec, ( G(Zy6)) = {0@, (8), (16)W} elde edilir.

Teorem 4.2.7. G(Z,) birim graf 6yle ki p ve q asal say1 olmak iizere n = p%q? olsun.

Eger p = 2 ise 0 zaman G(Z,)' nin Laplasyan spektrumu;

spec,(G(Zn)) =
{0<1>. B0, (2408) 0, (22 (P~ 20P7) 2¢(n><”} (440)

dir.

Ispat. n = 2%qP olsun. Boylece 4 ayrik nokta kiimesine sahip oluruz 6yle ki P, = N(Z,,),
P, = U(Zy), P3=p\Pq ve P, =G\ Pq dir. |P| =p*'qF~" ve |P| = p(n). P,
kiimesinden
o\ pql = Ipl - Ipql
= p*'qf —p*tqf”
=p*'¢(q”)
elde edilir. Benzer sekilde |g \ pq| = ¢® 19 (p%®). Ayrica |P,| = |P;| ve |P;| = |P,]

1

(sirasitylau = |P;| ve v = |P,| diyelim). Ciinkii p = 2 i¢in 2¢—2%"1 = 2971 djr,
Simdi x € P; olsun. Eger y € P, ise x +y € P,' dir bu nedenle G(Z,)' de x~y' dir.
Ayrica y € P; veya y € P, ise x + y cifttir, yani ebob(x +y,n) # 1 ve x +» y' dir. O

halde P;' deki noktalar sadece P,' deki noktalara komsudur.

X € P, olsun. Eger y € P; ise x~Yy' dir ¢linkii ebob(x + y,n) = 1. Benzer sekilde P,'
deki noktalar sadece P;' deki noktalara komsudur. Onerme 3.6.3." den biliyoruz ki G(Z,,),
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v-regiiler graftir. Dolayisiyla P, boliimiinden P; boliimiine komsu noktalarin sayis1 v —

u' dur. Bu nedenle G(Z,)' nin Laplasyan matrisi su sekilde bloklanabilir;

L(G(Z,)) = M + diag(vl,, vl,, vI,, vL,)

Ouxu
M — Ouxu

vau

_fou

Ouxu
Ouxu
_beu

OUX‘U.

Ouxv
_Juxv

OUXU

XUXU

XUXU

OUXU

_]uxv

Ouxv

(4.41)

ve X, elemanlar1 u' nun sayisinda 0 aksi takdirde

—1 olan v X v tipinde bir matristir. Simdi X' in yapisini genisletelim.

—Juxu
_Juxu
_Juxu

_Juxu

- Ouxu

_Juxu
_Juxu

_Juxu

_]uxu

_Juxu
_Juxu

_Juxu

_]uxu

Ouxu
"'Ouxu _Juxu
_Juxu _Jﬁxu

Ouxu
_Juxu
_]uxu

_Juxu

_Juxu-

VXV

Burada X matrisinin her bir satirinda u X u tipinde (q — 1) tane matris bulunmaktadir.

Yani, —_ = yolur.
(g-1)

P, ve P;' i x; €P, ve y; € P; igin asagidaki kiimelerin ayrik birlesimleri olarak

diistinelim.
$(2q)
P, = U{xi+(2q)k:OSkSu—1} (4.42)
i=1
¢(2q)
(4.43)

p, = U{yi+(2q)k:0SkSu—1}
i=1

Herhangi bir x € {x; + (2q)k} i¢in x = t mod(q) olsun. O zaman en az bir y €
{y; + (2q)k} vardir 6yle kiy = q — t mod(q). Bu durumda q|x + y' dir. Dolayisiyla P,'
de, P;' e komsu olmayan sadece bir boliim vardir. Yani, {x; + (2q)k}' deki elemanlar P;'
deki diger boliimlerin her bir elemanina komsudur. Simdi G(Z,,)' nin Laplasyan matrisini
hatirlayalim. M' nin karakteristik polinomu 6zdes satirlar nedeniyle xV~29 garpanina

sahiptir. M matrisinin boliim matrisi;

0 0 0 —v

10 0 —v 0
Qu = 0 -u 0 u—v
-u 0 u—v 0
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olur ve

Py, (x) = (x —v).(x + v). (x —w). (x + u) (4.44)
elde edilir. Dolayisiyla X matrisi (g — 1) tane blok matrise sahip oldugu i¢in;

Py(x) = x7724, (x —v). (x + v). (x =)@V, (x + )@V (4.45)
elde edilir.

a—1

Dolayisiyla (4.45)" den ve u = p®~1q#~1 ve v = ¢p(n) oldugu icin;

spec,(G(Zy) =
s (q-1)
{0“), P20, (2971q8) Y, (2971 (¢f — 2¢P71)) 2¢(n)“)} (4.46)
elde edilir.
O halde L(g (Zn))' nin spektrumu iki matrisin 6zdegerlerinin toplamindan olusur.

Ornek 4.2.8. n =23.3" olsun. 2 & U(Z,,) oldugu icin |U(Z,,)| = ¢p(24) = 8' dir.
G(Z,,) 8-regiiler graftir. O halde;

" Sekil 4. 10, G(Zy)

G(Z,4)' nin Laplasyan spektrumu; spec; ( G(Z,,)) = {0%,42,88,122,16'} olmaktadur.

Ornek 4.2.9. n = 23.5% olsun. 2 & U(Z4,) oldugu icin |U(Z4o)| = ¢(40) = 16' dur.
G(Z4p) 16-regiiler graftir. O halde;
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Sekil 4. 11. G(Z4)

G(Z4)' nin  Laplasyan spektrumu;  spec,( G(Z40)) = {01, 12%, 1630, 20%,321}
olmaktadir.
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5. BOLUM
SONUC VE ONERILER

Gilintimiizde bilim ve teknoloji diinyas1 i¢in spektral graf teori, graflara iligkin matrislerin
spektral ozellikleri ile graf yapisi arasindaki iligkileri incelemeye ve anlamlandirmaya
calisan bir 6neme sahiptir. Bir grafin herhangi bir matrisine gore spektrumlarinin
belirlenebilir oldugunu séylemek zor bir problemdir. Ozellikle halka ve grup gibi cebirsel
yapilarla inga edilen graflarin yapist oldukga ilgi ¢ekici sonuglar vermektedir. Bu tez
calismasinda, uzun yillardir agik bir problem olarak duran cebirsel yapilar iizerine inga
edilen graflar i¢in " Hangi graf ailesine ait olur? Elde edilen graflarin, graf parametreleri,
matrisleri ve spektrumlar: belirlenebilir mi? Cebirsel olarak halka veya gruplarin alt grup,
alt halka yapilar1 olusurken graflarin alt graflar1 olusturulabilir mi? Benzer cebirsel
yapilarin graflar1 arasinda da benzer yapilar olusur mu?" sorulart esas alinmistir. Bu
sorular 1s1¢inda bazi 6zel halkalar {lizerinde tanimlanan 6zel graflara indirgenerek

komsuluk ve Laplasyan matrislerinin spektrumlari {izerinde incelemeler yapilmistir.

Yapilan literatiir ¢aligmasi sonucunda birimli, degigsmeli bir R halkasi iizerinde taniml
sifir-bolen graf, nilpotent graf, nilradikal, nilradikal olmayan graf, total graf ve birim graf

yapilar1 ve graf parametrelerinin sonuglari incelenmistir.

Bu tez calismasinda R birimli, degismeli bir halka olmak {izere literatiirdeki
tanimlamalardan farkli olarak R halkasinin Z(R), N(R) ve U(R) kiimelerine bagli yeni
graf tanimlamalar1 yapilmistir. Tez caligmasi1 boyunca 6zel olarak R = Z,, halkas1 i¢in
elde edilen yeni graf yapilarinin Ozellikleri, graf parametreleri ve spektral

karakterizasyonu sunulmustur.

Sifir-bolenlerin nilpotent olmayan elemanlarindan olugan Nj, (F (R)) nilpotent-bolen graf
ve NT(F(R)) nilpotent-total graf tamimlar1 bu ¢alisma ile birlikte literatiire
kazandirilmigtir. Z,, halkasi i¢in p;'ler asal say1 ve m; € N — {0} olmak iizere; n =

> p™ i¢in Np(T(R))' mn nokta kiimesi 6 ayrik kiimeye pargalanmaktadir. Bu
kiimelerdeki eleman sayilar1 ve kiimeler arasindaki komsuluklar belirlenmistir.
Np (F(R))' n graf modellemesi yapilmis ve komsuluk matrisi bloklanarak karakteristik

polinomu elde edilmistir.
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Sonu¢ 1. n = p%qg# (a,B # 0) olmak iizere Np(T'(Z,)) = K pa-14(q8),qP 1) OlUP

o

ozdegerleri p®~10(qP) + qP1p(p®) — 2 cebirsel katli 0; ve sifirdan farkli 6zdegerleri

de F/p*1qP-1¢(n)" dir.

Sonug 2.n = p% (a # 0) olmak iizere Np (T'(Z,)) ve Ny(T'(R)) graflari noktalar kiimesi

bos kiime olacagindan bos graf olur.

Z, halkasi igin p;'ler asal say1 ve m; € N —{0}olmak iizere; n = [[}_; p;™ igin

Nr (F(R))' 1 tam ve iki parcali tam graflarin ayrik birlesimidir. p nilpotent sayisi ve a =

VI-kq
2p

veb = U olsun.

2p
Sonug 3. p, = 2 i¢in; Ny (T(R)) = Kp + ak, ,' dir. V p; # 2 i¢in Nz (T(R)) = bK, ,
dir.

Sonug 4. Ny (F(R))' n spektrumlari nilpotent sayisina gore belirlenebilir.
P1 = 2 i¢in; specy (NT(F(R))) ={(o = DL =DV, ()% (=p)*, (0)**~V}

ve p; # 2 igin; specy (Nr(F(R))) = {(0)?, (=) , (0)2*®~D} olur.

Literatiirde birim graflarin baglantisalligi, kromatik indeksi, c¢api, c¢evresi ve
diizlemselligi iizerine bircok calisma bulunmaktadir. Fakat birim graflarin spektral
karakterizasyonu lzerine hi¢bir ¢alisma bulunmamaktadir. Bu tez calismasinda 6zel
olarak Z, halkasinin n degiskenine gore birim graf yapisi, Laplasyan matrisi ve

spektrumlari belirlenmistir. G(Z,,) ¢ok pargali graftir.

Sonug 5. n = p (p = 7) bir asal say1 ise o halde G(Z,) = K, , "tur. G(Z,)' nin

senlpt
2

Laplasyan spektrumlari ve cebirsel katlar1 p asalina gore belirlenebilir.

spec,(G(Zy)) = {0, (p— 2)(p7_1),p(p7_1)} olur.

Sonu¢ 6. a>2 ve p>2 asal sayisi i¢in n=p* ise o halde G(Z,) =

K1, [Wo, Wy, ... Wy4|' tur. Oyle ki Wy = p* 'Ky, W; = Kpaa(i > 1).

relpo1
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Dolayisiyla G(Z,,)' mn Laplasyan spektrumu ve cebirsel katlar1 p asalina ve p* degerine

gore belirlenebilir.
p—1 a p-1 .
specy(6(@) = {0,(* — 2p*HT), g ()@, )T} dir.
Sonu¢ 7. @ > 2 ve p = 2 asal sayist i¢gin n = p% ise o halde G(Z,) = Knn'tur. G(Z,) iki
2’2

pargali graf oldugundan G(Z,)' nin Laplasyan spektrumunu belirlemek kolaydir.

specy(6(2)) = {00, ()", ®} die.

Sonuc 8. p ve q farkli asal say1 olmak iizere n = p®*q”f olsun. Eger p = 2 ise o zaman

G(Z,)' nin Laplasyan spektrumu p ve q asallarina bagh kalarak belirlenebilir.

dir.

Nilpotent, total ve birim graflarin spektrasi {izerine ¢ok fazla Tiirkge ¢alisma olmamasi
sebebiyle bu tez lilkemizde Tiirk¢e kaynak olarak kullanilmasi agisindan 6nem arz
etmektedir. Bu tezde verilen temel tanim, kavram ve teoremler bir¢ok graf ve cebir
kitaplarinda bulunmasina karsilik lisans ve lisanstistii 6grencilerin yararlanmasi amaciyla

bilimsel disiplin gozetilerek verilmistir.

Bu tezle birlikte literatiire kazandirilan Nj, (F(R)) ve Np (F(R)) graflar1 farkli halkalar
tizerinde nasil bir graf ailesine ait olur? Bu tezde kullanilan metotlarla farkli halka ve graf
yapilarimin  komsuluk ve Laplasyan spektral incelemelerinin verecegi sonuglar

aragtirtlmaya deger ilgi ¢ekici problemlerdir.

Problem 1. p;'ler asal say1 ve m; € N — {0}olmak iizere; n = [TiL, p;™ i¢in Ny (T'(R))
ve Nr (F(R)) graflarinin komsuluk, Laplasyan spektrumlari ve farkli graf parametreleri

belirlenebilir mi?

Problem 2. p;'ler asal say1 ve m; € N — {0}olmak iizere; n = [}, p;™ i¢cin G(Z,)

grafinin Laplasyan spektrumlari belirlenebilir mi?
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Problem 3. Farkli R halkalari igin Np (F(R)) ve Np (F(R)) graflarmin spektrumlar1 ve

farkli graf parametreleri belirlenebilir mi?

Genel olarak konu ile ilgili yeni ve acik problemlerin ispatlanabilmesi oldukca zor

olmasina karsin imkansiz degildir.
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