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OZET

Cizgi cizgeler olarak da bilinen total gizgeler, koselerin kenarlarla iliskilendirilmesiyle
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ABSTRACT
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1. BOLUM
GIRIS
Euler'in orijinal ispatin1 okurken, kisi nispeten basit ve kolay anlasilir bir matematik eseri
kesfeder; ancak, bu problemi {inlii yapan asil kanit degil, ara adimlardir. Euler'in biiyiik
yeniligi, Konigsberg kopriisii problemini, kara kiitlelerinin ve kopriilerin daha biiytlik
durumunu temsil etmek icin ¢izgiler ve harfler kullanarak soyut olarak incelemistir.
Biiyiik harfleri kara kiitlelerini, kiiciik harfleri ise kopriileri temsil etmek i¢in kullanmistir.
Bu, 0 zamanlar i¢in tamamen yeni bir diisiince tiiriiydii ve makalesinde Euler, yanliglikla,
cizgenin yalnizca kdseler ve kenarlarin bir koleksiyonu oldugu, ¢izge teorisi adi verilen
yeni bir matematik dalin1 kesfetmistir. Bugiin bir ¢izgede, ¢izgenin her kenarini yalnizca
bir kez igeren bir yola, bu problemden dolay1 Euler yolu denir. Euler'in bu sorunu ¢ozdiigii
zamandan bugiine ¢izge teorisi, aglar hakkindaki diisiincemizin temelini yonlendiren

matematigin 6nemli bir dali haline gelmistir [1].

Konigsberg Kopriisii problemi i¢in Biggs soyle der: “Cizge teorisinin kokenleri
alcakgoniillii, hatta anlamsizdi”. Cizge teorisinin gelismesine yol agan problemler,
genellikle hayal giiciinii harekete gecirmek yerine yaraticilig test etmek icin tasarlanmis
bulmacalardan biraz daha fazlasiydi. Ancak bu tiir bulmacalarin bariz 6nemsizligine
ragmen, matematikgilerin ilgisini ¢ektiler ve bunun sonucunda ¢izge teorisi, sasirtict bir
cesitlilik ve derinlikteki teorik sonuglar agisindan zengin bir konu haline gelmistir [2].
Biggs'in ifadesinin ima edecegi gibi, bu problem o kadar dnemlidir ki, kiitliphanede

incelenen her Graph Theory kitabinin ilk boliimiinde bahsedilmistir.

Euler'in kesfinden (veya okuyucunun nasil baktifina bagli olarak icadi) sonra, cizge
teorisi Augustin Cauchy, William Hamilton, Arthur Cayley, Gustav Kirchhoff ve George
Polya gibi biiylik matematikgilerin yaptig1 biiyiik katkilarla patlamistir. Bu adamlarin
hepsi "bir kristaldeki atomlarin olusturdugu kafes veya arilarin bir kovandaki altigen
kafes gibi biiylik ama diizenli ¢izgeler hakkinda bilinen hemen hemen her seyi" ortaya
cikarmaya katkida bulunmuglardir [3]. Diger {inlii ¢izge teorisi problemleri arasinda bir

labirentten kagmanin bir yolunu bulmak veya bir satrang tahtasinda bir



sOvalye ile hamlelerin sirasin1 bulmak, dyle ki her kareye sadece bir kez inecek ve sdvalye
basladig1 alana geri donecektir [4]. Diger bazi ¢izge teorisi problemleri yilizyillardir

¢ozlilmemistir [3].

Sekil 1.1°de iki ag ¢izgesini sunulmustur.

Sekil 1.1. Iki ag ¢izgesi [5]

Turuncu ¢izge, agirlikli bir ¢izge Ornegidir. Bu, diigiimler arasindaki kenarlarin
kendilerine atanmig agirliklara sahip oldugu bir agdir. Gorsellestirildiginde, bir kenarla
iliskili agirliklar, yukaridaki 6rnekte oldugu gibi bir say1 veya ¢izginin kalinligi ile temsil
edilebilir.

Yesil (solda) cizge, yonlendirilmis bir ¢izge bir drnegidir. Bu, diiglimler arasindaki
kenarlarin kendilerine atanmig bir yonii oldugu bir agdir. Yonlendirilmis ¢izgeler, kenari
ve yonii temsil etmek i¢in bir ¢izginin aksine bir ok igerecektir. Baz1 algoritmalar,
metrikleri hesaplarken yonii dikkate alacaktir Bir cizgenin hem agirlikli hem de

yonlendirilmis olmas1 miimkiindiir ve oldukga popiilerdir.

Euler yaymladig: bir makale ile problemin ¢éziimiiniin olmadigini belirtmistir. Ciinkii
kopriilerden sadece bir kez gecilecegi igin tiim bolgelere farkli kopriiler ile girilmeli ve
¢ikilmalidir. Bunu yapabilmek igin de tiim bolgelerin gift sayida koprii ile komsu olmasi
gerekir fakat bolgelerin tek sayida koprii ile komsu oldugu bu sebeple tiim kopriilerden
yalnizca bir kez gegmek startiyla tiim bolgeleri ziyaret etmenin miimkiin olmadigi
asikardir [6].



Basit bir gozlem sonucunda Euler, tiim kenarlardan sadece bir kez gecerek baslangig,
noktasina yapilacak bir gezintinin ancak ve ancak her noktanin ¢ift dereceli olmasi ile
miimkiin oldugunun farkina varmistir [6]. Aym1 kenardan yalnizca bir kez gegmemiz
gerektigi icin bir noktadan farkli bir kenar ile ¢ikip farkli bir kenar ile geri doniis
saglamamiz gerekir. Bu sebeple noktanin 2 kenar ile komsu olmalidir. Eger gezintiyi
tekrar ederse yani ayni noktadan 2 kez gegerse yine 2 kenar kullanilmas1 gerektiginden
toplamda gezintide 4 kenar olacaktir [7]. Bu gezintiler tekrarlanirsa kenar sayinin her

zaman ¢ift oldugu goriiliir.

Agag kavrami Gustav Kirchhof tarafindan 1845 yilinda uygulanmistir ve Kirchhof ¢izge
teoriyi elektrik aglarinda ve devrelerinde akimi hesaplamakta kullanmistir. 1856 yilinda
Thomas P. Kirkman ve William R. Hamilton polihidralar tizerinde devir ¢izgeleri
calismig, ve her noktadan sadece bir kez gecen ziyaretleri inceledikleri ¢alismalarinda

Hamilton ¢izge kavramini kesfetmislerdir [8].

Cayley, agaglar tlizerinde ¢alismak i¢in diferansiyel kalkiiliisteki belirli analitik formlar

tizerinde ¢aligmalar yapmustir [8].
1852 yilinda Thomas Gutherie inlii 4 renk problemini bulmustur [8].

Buna gore, herhangi ikisi komsu olan dort iilke kolayca ¢izilebilir. Bu iilkelerin ayni1 sinir1

paylaanlariin farkli renkte boyanmasi i¢in 4—renk gerektigi de agiktir [9].

Merak uyandiran bu problem matematikgiler tarafindan ilgiyle karsilanmis ve bir¢cok
matematik¢i ispatlamaya ¢alismistir. 1878 ve 1880 yillar1 arasinda Alfred Kempe ve Peter
Guthrie Tait problemi ispatladiklarini agiklamiglardir fakat 1890 yilinda Percy John
Heawood, Kempe’nin ispatinda eksiklikler oldugunu séylemistir. Bundan kisa siire sonra
Guthrie’nin ispatt da begenilmemistir. Sonrasinda bir¢ok ¢oziim ortaya atilmis ve
matematikgiler 4 renk ile 1939 yilinda 22 iilkeli bir haritanin, 1950 yilinda 50 iilkeli bir
haritanin, 1960 yilinda 39 iilkeli bir haritanin, 1975 yilinda 52 iilkeli bir haritanin
boyanabilecegini ispat etmislerdir [9].

Slyvester 1878’de nicel sabitler, cebirin ortak degiskenleri ve molekiiler diyagramlar
arasindaki benzerligi gosteren bir ¢izim ile ¢izge terimini ortaya atmistir. Cizge teorideki

onemli ¢alismalardan biri de ¢izge renklendirmedir [8].



Birgok renklendirme ¢esidi vardir ve uygun olan renklendirmeler ¢izgelerde kullanilir.
Diizgiin renklendirme, noktalarin ve kenarlarin iki nokta ya da iki kenar ayni renkte

olmayacak sekilde ve en az renk kullanarak ¢izgenin renklendirilmesidir [8].

Sekil 1.2. Cizgede noktalarin diizgiin renklendirilmesi [8]

Sekil 1.3. Cizgede kenarlarin diizgiin renklendirilmesi [8]

Euler ¢izge teorinin temellerini attiktan sonra ¢izge ile ilgili yeni problemler ortaya
atilmig, ve tanimlar yapilmistir. 19. yiizy1l ve 20. yiizyilda yapilan ¢alismalar sonucu hem
ortaya atilan bazi problemlerin ¢oziimleri bulunmus, hem de ¢izge ile ilgili yapilan
calismalar sadece matematik alani ile kisith kalmayarak bir¢ok alanda kullanilmaya
baslanmigtir. Kimya alaninda molekiillerle ilgili ¢alismalar, fizik alaninda devrelerin
resmedilmesinde, biyoloji alaninda ilag endiistrisinde, genlerin ve proteinlerin temsil
edilmesinde, dil bilim alaninda kelimelerin, hecelerin, ciimlelerin incelenmesinde ve

daha birgok alanda ¢izgeler kullanilmaktadir.



2. BOLUM
TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR
2.1. Cizge Teori

Bu boliimde tez konusunun daha iyi anlasilabilmesi i¢in ¢izge teorinin 6n bilgileri tanitilip
daha sonra total ¢izgelerle ilgili tanim ve kavramlara yer verilecektir. Bu boliimdeki temel

tanim ve kavramlar i¢in [9-14] referans numarali kaynaklardan yararlanilmustir.
Tanimm 2.1.1

V = {v,v,,vy -} ile noktalar (tepe noktalarr) kiimesini £ = {¢, ¢, ¢, ...} ile de bu
noktalarin birbirleri ile baglanmasiyla olusan kenarlar (baglantilar ya da yaylar)
kiimesi olsun. G = (V,E) ikili yapisina ¢izge denir ve genelde kisaca
G = (V,E) ile gosterilir. Bu tez ¢calismasinda bazi gosterimler kullanilmistir, 6rnegin
V (G) ile gizgenin noktalar kiimesi, E(G) ile ¢izgenin kenarlar kiimesi, K, 1,  i¢in ef, =

vy, vj) kenar ikilisi ifade edilmektedir [9].
Tanim 2.1.2

G = (V,E) bir gizge olmak tzere V (G) =V ise bu gizgeye bos (null)
cizge denir. Eger V (G) = {v} ve E(G) = E ise bu ¢izgeye de asikar (trival) ¢izge denir
[9].

Tanim 2.1.3

G = (V,E) bir ¢izge olmak tizere eger e, = (v;,v;) ise bu kenara ilmek (loop) denir

[9].
Tanim 2.1.4

G = (V,E) bir gizge olmak iizere e}, = (v;, vj) ve e, = (vy, vj) seklinde kenarlar
olusuyorsa bu kenarlara katli kenarlar (paralel kenarlar) denir. Ayrica bir c¢izge

igerisinde iki nokta arasinda ikiden fazla kenar da olusturulabilir [9, 10].



Tanim 2.1.5

G = (V,E) bir ¢izge olmak iizere k,i,j N icin e = (vi,vj) kenar1 ise Vi, vj
noktalarina komsu noktalar denir ve v; _ vj ile gosterilir. Benzer sekilde k, 1,i,j,m € N
icin e = (vi,vj) ve e] = (vj,vm) kenarlarina komsu kenarlar denir. Yani iki

kenarin bir ortak noktasi var ise bu kenarlar komsu kenarlardir [9, 10].

Tanim 2.1.6

G = (V,E) bir g¢izge olmak flzere ¢izgedeki bir noktaya komsu olan
noktalarin kiimesine o noktanin komsuluk kiimesi denir ve N (v;) ile gosterilir. Yani v; €
V(G) olmak tizere komsuluk kimesi N(v;) = {vj:v;~v;} bigiminde tammlanir [9,

10].
Tanim 2.1.7

G = (V,E) bir ¢izge olmak tizere ¢izgede ki  biitin  noktalar
yonlendirilmigse (orientation) bu ¢izgeye yonlu ¢izge (directed ) denir. Yonlt olmayan

cizgelere de yonsiiz ¢izge (undirected) denir [11].

p Y
=

Sekil 2.1. Yonlii gizge [11]

A ®

Sekil 2.1. Yonsiiz ¢izge [11]
Tanim 2.1.8

G = (V,E) bir ¢izge olmak tizere G ¢izgesi katli kenar igeriyor ama ilmek

icermiyorsa G ¢izgesine katl ¢izge (multigraph) denir [11].



Sekil 2.2. Katli ¢izge

Tanim 2.1.9

G = (V,E) bir ¢izge olmak iizere G ¢izgesi hem katli kenar hem de ilmek

iceriyorsa G ¢izgesine pseudo ¢izge denir [12].

nonsimple graph
with loops

Sekil 2.3. PSEUDO c¢izge

Tanim 2.1.10

G = (V,E) ¢izgesi ilmek ve katli kenar igermiyorsa bu G ¢izgesine basit

cizge denir [10].

Bu tez calismasmin ilerleyen boliimiinde basit ¢izgeler iizerinde calismalara yer

verilecektir.



simple graph nonsimple graph nonsimple graph
with multiple edges with loops

Sekil 2.4. Basit ¢izge
Tamm 2.1.11

G = (V,E) bir ¢izge olmak tiizere v;EV(G) noktasina bagli kenarlarin sayisina
v; noktasinin derecesi denir ve degg (v; ), deg(v;) ya da kisaca d(v;) ile gosterilir
[10].

Tanim 2.1.12

G = (V,E) bir gizge olmak tizere v; €V(G) noktas1 igin d(v; ) = 0 ise yani hicbir
kenar olusturmuyorsa vj noktasina izole nokta (isolated vertex) denir. Eger v; noktasi igin

d(v;) = 1 ise bu durumda vj noktasina pendant nokta denir [10].

Lemma 2.1.13

G=(,E) yonsiz bir ¢izge olmak izere Y, d(v) = 2.|E(G)|
dir. Bu lemma kaynaklarda el sikisma lemmas1 (Handshaking Lemma) olarak da ifade
edilir [2].

Teorem 2.1.14

G = (V,E) n noktali yonsiiz ve basit bir ¢izge olmak iizere herhangi bir noktanin
derecesin — 1’i gegcemez. Yani; Vv €V (G) icin 0 <d(v) <n -1 [2].
Tamm 2.1.15

G = (V,E) n noktali bir ¢izge ve bu ¢izgenin noktalarinin derecelerinin artmayan

dizisine ¢izgenin derece dizisi denir [2].



Tanim 2.1.16

G = (V,E) n noktali bir ¢izge olmak {izere derece dizisindeki en biiyiik
elemana maksimum derece, en kii¢iik elemana minimum derece denir ve sirasiyla A(G),
0 (G) ile gosterilir. Yani [2];

AG) = Urgv%c) deg(v) deg(v)

oG)= U‘rET‘l/l(‘l’(l;) deg(v)
Tamm 2.1.17

G = (V,E) n noktali bir ¢izge olmak lizere her noktanin derecesi ayni ise bu ¢izgeye

diizenli (regular) ¢izge denir [9].
Tamm 2.1.18

G = (V,E) n noktali c¢izgesinin tim dereceleri (n —1) ise bu g¢izgeye tam

n.(n-1)

cizge denir ve Ky, ile gosterilir. Bir n noktali tam ¢izgenin kenar sayis1 E(G) = .

ile hesaplanir. Tam ¢izgeler (n — 1) diizenlidir [9].

Sekil 2.5. K, ve Kg Tam Graflart



Tanim 2.1.19
n > 3 olmak tizere

E(G) = {{VL U2} {v2, V3 {Vn _ 1, Un}} n noktali bir ¢izgede kenarlar kiimesi
sekilinde ise bu ¢izgeye dongu ¢izge (cycle) denir ve Cy, ile gosterilir [10].

Sekil 2.6. Cy gizgesi
Tamm 2.1.20

Bir dongu c¢izge ve dongii ¢izgedeki biitiin  noktalarla baglantili  bir

noktanin olusturdugu cizgeye tekerlek (wheel) ¢izge denir ve W, ile gosterilir [10].

Sekil 2.7. W, cizgesi

Tanim 2.1.21

G = (V,E) bostan farkli bir ¢izge olmak iizere G = (V,E)’nin herhangi
iki noktas1 bir yol (path) olusturuyorsa G = (V,E )’ ye baglantili (connected) ¢izge
denir. Baglantili olmayan ¢izgeye baglantisiz ¢izge denir [10].
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Sekil 2.8. G = (V, E) ¢izgesi
Tanimm 2.1.22
G = (V,E) gizgesinde almman herhangi iki nokta cifti arasindaki en biiyiik uzakliga
¢izgenin ¢ap1 (diameter) denir ve diam(G) bigiminde gosterilir [10].
diam(G) =sup {d(x, y)| x, y € G}
Tamm 2.1.23.

GGgrafinda aliman herhangi iki nokta ¢ifti arasindaki en kisa déngii uzunluguna G’nin
cevresi (girth) denir. gr(G) ile gosterilir. Eger G grafi dongii icermiyorsa gr(G) = oo' dur
[10].

Tanim 2.1.24

G = (V, E) gizgesinde noktalarin ve kenarlarin tekrar edilmedigi kapali ylirimeye dongii

(cycle) denir [10].
Tamm 2.1.25

G = (V,E) ¢izgesinde hichir dongi yok ise bu ¢izgeye dongiisiiz
(acyclic) ¢izge denir [10].

Tanim 2.1.26

G = (V,E) cizgesinde tek dongii var ise bu ¢izgeye tek dongiilii (unicyclic) ¢izge denir.
Aciktir ki nokta sayist kenar sayisina esittir [10].
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Tanim 2.1.27

Higbir dongii icermeyen baglantili ¢izgeye agag (tree) denir ve T ile gosterilebilir. Aciktir

ki kenar sayis1 nokta sayisinin bir eksigine esittir [10].
Tamm 2.1.28
Bilesenleri agag olan ¢izgelere orman (forest) denir [10].

Tanim 2.1.29

G = (V,E) bir gizge olmak tizere V (H) S V (G) ve E(H) < E(G) olacak sekilde
H = (V,E) c¢izgesi var ise bu cizgeye G = (V,E) c¢izgesinin alt c¢izgesi
(subgraph) denir [10].

Vv Vo V3 Y Vs V3
® ®
Va Vs Vs Vs
G H
Sekil 2.9. H ¢izgesi G ¢izgesinin alt ¢izgesidir
Tanim 2.1.30

Bir G = (V,E) gizgesinin tim noktalarin1 igeren alt ¢izgeye dallanmus altcizge

(spanning subgraph) denir [10].
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G H S

Sekil 2.10. H ¢izgesi G ¢izgesinin dallanmus alt ¢izgesidir ama S ¢izgesi sadece alt
cizgedir

Tanim 2.1.31

Bir ¢izgeden sadece noktalar silinerek olusturulan alt ¢izgeye indirgenmis alt ¢izge
(induced subgraph) denir. Burada 6nemli olan silinen noktanin bagli oldugu kenarlari

silmektir diger kenarlarin silinmemesi gereklidir [10].

Tanim 2.1.32

G = (V,E) gizgesinin tam olan alt ¢izgenin noktalar kiimesine klik (clique) denir. Yani

oyle bir alt ¢izge ki tiim noktalar birbirleri ile kenar olusturur [10].

Tanim 2.1.33

G = (V,E) bir gizge olmak iizere birbirleriyle kenar olusturmayan noktalarin kiimesine

bagimsiz kiime (independent set) denir [10].

Tanim 2.1.34

G = (V,E) cizgesindeki en genis klik kiimesinin eleman sayisina (nokta sayisi) ¢izgenin

klik sayist1 denir ve w(G) ile gosterilir[10].

Tanim 2.1.35

G = (V,E) gizgesindeki en bliylik bagimsiz kiimenin eleman sayisina (nokta sayisi)

¢izgenin bagimsizlik sayisi (independent number) denir ve a(G) ile gosterilir[10].
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- ~

—> Bagimsizlik noktasi

- -
_______

Bagimsizlik

noktasi ;
Clique
Bagimsizlik noktasi
Sekil 2.11. Bagimsizlik noktasi ve klik
Tanim 2.1.36

G = (V,E) basit ¢izge olmak tizere e={v;, v} € E(G) <vj, vj £E(G) olacak bigimde
G = (V , E) gizgesine G = (V,E) ¢izgesinin tiimleyenidir denir. Yani kenar
olusturmayan noktalarin kenar olusturmasiyla olusan yeni ¢izge G = (V, E) gizgesinin

tiimleyenidir. Ornegin, tam ¢izgelerin tiimleyeni bos ¢izgedir [10].

Vs V3 Vs

Sekil 2.12. G gizgesi ve tlimleyeni

Tanim 2.1.37

G = (V,E) c¢izgesindeki noktalari kenar, kenarlari da nokta olarak belirlenen yeni

cizgeye G cizgesinin ¢izgi ¢izgesi denir ve GJjne Sembolii ile gosterilir [10].
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1 b 2
a e c a e‘ C
4 3 \\
d
d
G G

line

Sekil 2.13. Bir ¢izge ve onun ¢izgi ¢izgesi

Tanim 2.1.38

2™ noktadan ve n.2™ kenardan olusan cizgeye m boyutlu kiip ¢izge denir ve Chyy,

sembolii ile gosterilir. M boyutlu kiip ¢izge igin komsulugu ikili sistemdeki sifir ve birler
kullanilarak olusturulur [2, 10].

110
10 11 111
o—0
1 0
00 01
000 001
1-Boyutlu kiip graf 2-Boyutlu kiip graf 3-Boyutlu kiip graf

Sekil 2.14. Cb, Ch, ve Chs kiip cizgeler
Tanim 2.1.39
G ¢izgesi birbirine komsu olmayan |V;| = p, |V,| = q bi¢iminde iki farkli nokta
kiimesinden olusan bir ¢izge olmak tizere eger V; kiimesindeki her nokta V, kiimesindeki

her nokta ile komsu ise G ¢izgesine iki pargali tam ¢izge denir ve K, , sembolii ile
gosterilir [2, 10].
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L U u3

Vi Vs V3 Va
Sekil 2.15. K3 4 iki pargal1 tam gizge
Tanim 2.1.40

G = (V,E) n noktali bir ¢izge olmak iizere bir noktanin derecesi n —1 ve
n —1 noktanin derecesi bir olan agaca yildiz (star) gizge denir. S, sembolii ile

gosterilir. Dikkat edilirse Sy, = K; ,,—4 dir [2, 10].

AAN

Sekil 2.16. Yildiz ¢izgeler
Tamm 2.1.41

Noktalarinin  derecesi 3 olan 10 noktali ve 15 kenarli diizenli ¢izgeye

Petersen cizge denir. Ozel bir ¢cizge oldugu icin genelde P ile gésterilir [2, 10].
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Sekil 2.17. Petersen ¢izge
Tamm 2.1.42

Baglantili  bir ¢izgeyi baglantisiz yapan minimum kenar sayisina kenar
baglantisallik, ¢izgeyi baglantisiz yapan minimum nokta sayisina da nokta baglantisallik
denir ve sirasiyla e(G) ve v(G) ile gosterilir. Temel nitelikteki kaynaklarda kenar
baglantisallik A(G), nokta baglantisallik k(G) sembolleri ile de gosterilir [2, 10].

2.2 Total Cizgeler

Tanmm 2.2.1

Bir ¢izgenin toplam T (G) ¢izgesi G = (V,E), G' deki her kenar ve kose i¢in kose
kiimesi olarak bir tepe noktasina sahiptir. T (G)'deki iki kose, temsil ettikleri G'nin

elemanlar1 (kdse veya kenar) birbirine bitisik oldugunda tam olarak bitisiktir.

Boylece, bir ¢izgenin toplam ¢izgesini kose kiimesi asagidaki boliimlere ayrilabilir [11]:
1. Orijinal ¢izgenin koseleri (bdyle bir kose kosesi olarak adlandirilir)

2.Cizgi c¢izgenin koseleri (bOyle bir kose kenar kosesi olarak adlandirilir).

Tanim 2.2.2

Toplam ¢izgedeki karma bir klik, toplam ¢izgenin gegerli bir béliimiindeki kose koseleri
kiimesinden en az bir tepe noktasina ve kenar kdoseleri kiimesinden en az bir tepe

noktasina ters toplam gizgeye ve ¢izgi ¢izgesine sahip olan bir kliktir [11].

17



Tanim 2.2.3

Toplam c¢izgedeki saf bir klik, yalnizca kose koselerinden veya yalnizca kenar
koselerinden olusan bir kliktir [11].
2.3. Toplam Cizgelerin Temel ozellikleri

Toplam ¢izgenin kose kiimesi H = T(G) iki ayrik kiimeye boliinmiistiir, dyle ki bir
kisimdaki indirgenen alt ¢izge ters toplam ¢izge G ve digeri ¢izgi ¢izge olan L(G)'dir.
Birkag toplam ¢izgede, bu boliimleme benzersiz degildir, ancak farkli boliimlerin hepsi

birbirine izomorfiktir [11].

Bunlara sirasiyla kose kismi ve kenar kismi denir. Yukaridaki gibi bdliinmenin neden
oldugu iki parcali alt ¢izge, kenar kismindaki kdselerde 2-diizenlidir. Bunun nedeni, ters
toplam ¢izgedeki her kenarin tam olarak iki u¢ noktaya sahip olmasidir. Bu nedenle,
belirli bir ¢izgesinin ters toplam ¢izgesini hesaplamak icin bir algoritma (eger toplam bir

cizgeyse), kose kiimesinin boyle bir boliimiini bulmaya dayanir [11].
Teorem 2.3.1

En az iki kose kosesinden olusan en biiyiik karma klik, toplam ¢izgede 3 boyutundadir
[11].

2.3.1. G'nin Kose Dereceleri acisindan H =T (G) Kose Dereceleri

Bu alt boliimde, bir toplam ¢izgenin derece dizisini, ters toplam ¢izgesinin derece dizisi

acisindan ifade eden sonuglar elde edilmistir [11].

Teorem 2.3.1.1

Toplam ¢izgedeki kose kosesinin derecesi, ters toplam c¢izgedeki orijinal

kosenin derecesinin 2 katidir [11].
Total Cizgelerin Yonlendirilmis Renklendirilmesi

Bu bolimde, toplam yonlendirilmis ¢izgelerin renklendirilmesinin bazi sonuglarini
degerlendirilmistir. T, T; (I" (R)) ile T.(I" (R)) ile dogrudan iliskilendirmektedir [11].
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Tanim 2.3.1.2
R bir halka olsun. R sifir olmayan nilpotent elemanlara sahip degilse R’ye indirgenmis

halka denir [10].

Tanim 2.3.1.3

R bir halka ve a € R igin a" = 0 olacak sekilde n € N-{0} varsa a' ya R halkasinin nilpotent

elemani denir. Oyle ki a? = a olacak sekilde bir a € R varsa halkanin nilpotent elemani
denir [10].

Tanim 2.2.2.4

R bir halka ve S maksimal ideali olmak uzere tek maksimal ideali olan halkalara lokal
(yerel) halka denir. (R, S) ile gosterilir [10].

Tanim 2.2.2.5

G grafinin komsu olan iki noktast ayni renk olmayacak sekilde grafin noktalarini
renklendirmek i¢in gerekli olan en kiigiik renk sayisina G grafinin kromatik sayist denir
ve y ile gosterilir. G grafinin ayni noktasina gelen iki kenarin ayni renge sahip olmamasi
i¢in her bir kenar1 renklendirmek igin gereken en az renk sayisina kromatik indeks ya da

kenar kromatik sayisi denir. y’ ile gosterilir [11].
Teorem 2.3.1.6

R, indirgenmis bir halka olsun. Oyleyse y (T;(I" (R))) = 1, ancak ve ancak R'nin sifir

olmayan sol sifir bolenleri yoktur [11].

2.3.2. Toplam Cizge Uzerinde L (2, 1) Etiketlemesi

Total ¢izge, ¢izge etiketleme problemlerinde 6nemli bir rol oynar. Bir G ¢izgesinin
toplam ¢izgesi T'(G), koseleri G’nin koselerine ve kenarlarina karsilik gelen ve iki kdsesi
ancak ve ancak karsilik gelen koseler bitisikse, kenarlar bitisikse veya koseler ve

kenarlar ¢akistyorsa G’de ortak olan bir ¢izgedir [12].
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Bir L (2, 1) - bir graf etiketlenmesi, koselerinin negatif

olmayan tamsayilarla renklendirilmesidir, 6yle ki bitisikkoselerdeki etiketler en az 2, iki
mesafedeki koselerdeki etiketler en az 1 farklilik gosterir. Bu kavram, kose renklendirm
ekavramini genellestirir, ¢linkii kose renklendirme, L (1, 0) etiketleme ile aynidir. 4 (G)

ile gosterilenG'nin L (2, 1) etiketleme sayisi, en kiiciik K sayisidir, dyle ki G, k'den biiyii
k etiketi olmayan bir L (2, 1) etiketlemeye sahiptir [12].

Teorem 2.3.2.1

Maksimum derece 4 olan toplam T (G) ¢izgesi igin
3A2 414102
LA (T(6)) < max {242 + 24,247 + 21

esitsizligi saglanir [12].

Tanim 2.3.2.2

R bir halka ve 0 # a € R olmak tizere ab = 0 olacak sekilde 0 # b € R varsa a elemanina
sol sifir bolen denir. Yine 0 # a € RR olmak tizere ba = 0 olacak sekilde 0 # b € R varsa
a elemanina sag sifir bolen denir. Eger a elemani hem sag sifir bolen hem de sol sifir

bolen ise kisaca a' ya sifir bolen denir [13].
Teorem 2.3.2.3

H, H # T(C), T(K), bagh bir toplam ¢izge olsun ve v, V(H)' nin 6zel olmayan bir
elemani olsun. Ardindan H'nin her 6zel olmayan tepe noktasi {i}, i > 1'de, her ikisi de
{i} i¢inde olan veya biri {i}, digeri de {i + 1}'de bulunan H'nin tam iki 6zel kosesi ile

bitisik olur [13].
Teorem 2.3.2.4

H, v ve u, koseleri H'nin bitisigindeki 2. derece kdse v, ile baglantili diizensiz bir

toplam ¢izge olsun. O halde;

(@) deg u; # deg vy, 0ylekidegv < degu,
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(b) ©4 ve v; H nin 6zel koseleri iken v 6zel degildir, «+ nin toplam ¢izge fonksiyonu

altinda w1 kenarina karsilik gelmesi 6zelligine sahiptir [13].
Kanit

H'nin her 6zel olmayan tepe noktasinin derecesinin ikiden fazla oldugu aciktir.
Boylece v, 6zeldir. Dolayisiyla ya ., ya da v 6zel degildir.

Varsayallm ki degu, =degv. O halde degu, = zi degr+1, ya da
degv=_degu, +1, her ikisi de H'nin diizenli
oldugunu ima eder.

Boylelikle degv < deg, oldugunu varsayabiliriz.

(b) boliminii  kanitlamak i¢in  «;nun  O6zel olmadigin1  varsayalim.
O halde deg/uVl% =degv + 1 ve degv < degu, esitsizligi degv, < esitsizliginin
imkansiz oldugunu gosterir. Bu nedenle, v 6zel degildir ve agiktir ki v, «,4r;'nin
kenarina karsilik gelir [13].

Tanim 2.3.2.5

K mertebesindeki bir n projektif diizleminden elde edilen grafa "n'ye karsilik gelen k
mertebesinde projektif graf" veya herhangi bir karigiklik olmayacaksa "k mertebesinde

projektif graf" ad1 verilir [14].
Teorem 2.3.2.6

R, sonlu degismeli bir halka olsun. O zaman gr (Tr(R)) = 2, ancak ve ancak R, ya Z,
ya da Zjz X F,izomorfiksedir. Degismeli halkalarin projektif toplam ¢izgesi

Khashyarmanesh [14] tarafindan incelenmistir [14].

Asagidaki teorem, Tt (R) yansitmali olan yerel halka R'nin bir karakterizasyonunu saglar.
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Teorem 2.3.2.7

R sonlu bir yerel halka olsun. O zaman toplam ¢izge Tt (R) projektiftir ancak ve ancak

Z3[x]
(x2)

olan tiim yerel olmayan halkalarin R karakterizasyonunu saglar [14].

R, Zo veya

halkalarindan birine izomorfiktir. Sonraki teorem, Tt (R) projektif

Teorem 2.3.2.8

R sonlu yerel olmayan bir halka olsun. O zaman toplam ¢izge Tr (R) projektiftir ancak

ve ancak R, Zz X Z5 * ¢ izomorfik ise [14].
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3. BOLUM
TOTAL CiZGELERDE CEBIRSEL OZELLIKLER

Bir halka tizerinde baglantili graflardan biri de total graflardir. Sifir-bélen graflar s6z
konusu oldugunda graflarin kenar1 igin halkanin elemanlarinin ¢arpimi kullanilir. Bunun
bir varyasyonu olarak halkanin elemanlarinin toplami kullanilarak bir graf olusturulur ve
buna degismeli halkalarin total grafi denir. ilk olarak 2008' de D.F. Anderson ve A.

Badawi tarafindan [13] de total graf asagidaki bi¢imde tanimlanmustir:

Tanim 3.1

Bostan farkli bir R kiimesi {izerinde toplama (+) ve ¢arpma () denilen iki ikili iglem
tanimlanmus olsun. Eger asagidaki sartlar saglanirsa o zaman (R,+,") cebirsel yapisina bir

halka denir .

e (R, +) degismeli bir gruptur.
e R kiimesi ¢arpma islemine gore kapalidir. Yani Va, b € R igin a, b € R dir.

e R kiimesi ¢arpma islemine gore birlesme 6zelligine sahiptir. Yani V a, b, c €
RRi¢in a(bc) = (ab)c dir.

 Carpma isleminin toplama islemi tizerine sagdan ve soldan dagilma 6zelligi vardir. Yani

Va,bceRigin;a(b+c)=ab+ac ve (b+c)a=ba+ cadrr.

Tanim 3.2

R degismeli, birimi sifirdan farkli bir halka olsun. T'(R) ile gosterilen total graf, noktalari
R' nin biitiin elemanlar1 olan basit bir graftir. Burada farkli x, y € R i¢in x ve y komsudur

ancak ve ancak x + y € Z(R)' dir [13].

R' nin diizenli grafi olarak adlandirilan 7" (Reg(R)) noktalar1 Reg(R)=R\ Z(R) olan ve
noktalart1 Z(R) olan 7(Z(R))'n indirgenmis alt graflar1 olsun. A, degismeli bir B
halkasinin bir alt halkasiysa, 7(A)' nin 7'(B)" nin indirgenmis bir alt grafi olmasi
gerekmez. x, y € A, T(B)' de komsu olmasina ragmen Z(A4) € Z(B) oldugundan 7(A)'
da komsu ise elemanlar 7°(B)' de komsu olabilir fakat 7°(A)' da komsu degildir. Aslinda
T(A), T(B)’ nin indirgenmis bir alt grafidir ancak ve ancak Z(B)n A = Z(A) [13].
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Tanim 3.3

R bir halka ve I, R' nin bir alt halkas1 olmak tizere herre RVa€ligcinra€lve ar €1
ise o takdirde I' ya R halkasinin bir ideali denir [13].

Tanim 3.4

G=(V, E) grafi icin V'S V ve E' € E olmak iizere, H = (V, E') grafina G'nin bir alt grafi
denir ve H € G ile gosterilir. G grafinin noktalarindan bazilarmin ve bu noktalara bagh
biitiin kenarlarin silinmesi ile elde edilen alt grafa nokta indirgenmis alt graf denir. Kisaca
indirgenmis alt graf denir. Bazi noktalar sabit kalarak bagli kenarlarin silinmesi ile elde

edilen alt grafa G' nin kenar indirgenmis alt grafi denir [13].
Ornek

Toplam ¢izgeler i¢in baz1 6rnekler Sekil 3.1 ve 3.2°de verilmistir [13].

0 3
2
4 5
Sekil 3.1. TT (Z6)
0 1 4 7
3 6 ; 5 8

Sekil 3.2. TT (Z9)
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T(R) tizerine yapilan ¢alismalar Z(R)' nin R' nin ideali olup olmadigina baglh olarak iki
duruma ayrilir. T'(R) ' in T (Z(R)) alt grafi daima baglantilidir ve T(Z(R)) tamdir ancak
ve ancak Z(R), R' nin idealidir. Ayrica Z(R), R' nin ideali ise 0 zaman T'(Z(R)) ve
T(Reg(R)), T(R)' mn ayrik alt graflaridir. T(Reg(R)), her biri tam graf ya da iki pargali
tam graf olan ayrik graflarin birlesimidir. Ancak Z(R), R' nin ideali degilse 7'(R)' in
T(Z(R)) ve T (Reg(R)) alt graflar1 asla ayrik degildir ve T(R) ancak ve ancak Z(R)=R
ise baglantilidir [13].

Teorem 3.5

Z(R), R' nin ideali olacak sekilde R degismeli bir halka olsun. O zaman T(Z(R)), T'(R)'
mn tam indirgenmis alt grafidir ve T'(Z(R)), T(Reg(R)) ' den ayriktir [13].

Teorem 3.6
Z(R), R' nin bir ideali olacak sekilde R, degismeli bir halka ve |Z(R)| = a ve |R/Z(R)| =

B olsun.

1.2 € Z(R) ise 0 zaman T (Reg(R)), f - 1 tane ayrik K,' nin birlesimidir.
2.2 € Z(R) ise 0 zaman, T (Reg(R)), 6%1 tane ayrik K, ,nin birlesimidir [13].

Aciklama 3.7

Z(R) = {0} ise yani R bir tamlik bolgesi ise 2 € Z(R) olmasi igin gerek ve yeter kosul
Kmg(R) = 2 olmasidir. R bir tamlik bolgesi degilse bunun gegerli olmasi gerekmez,
ornegin R = Z4. R, Kmg(R) = 2 ile birlikte bir tamlik bolgesi ise 0 zaman, T'(Reg(R)), B
- 1 tane ayrik K4' lerin birlesimidir. R, Kmg(R) # 2 ile birlikte bir tamlik

bolgesi ise 0 zaman, T'(Reg(R)), B_Tl tane ayrik K1 1 = K3' lerin birlesimidir [13].

Teorem 3.8
Z(R), R' nin bir ideali olacak sekilde R, degismeli bir halka olsun.
1. T(Reg(R)),tamdir & yaR/Z(R)=Z,yadaR = Z3.
2. T(Reg(R)), baglantilidir & ya R/Z(R) = Z,yada R/Z(R) = Zs3.

3. T(Reg(R)), tamamen baglantisizdire R, Kmg(R) = 2 ile birlikte bir tamlik
bolgesidir [13].
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Teorem 3.9
Z(R), R' nin bir ideali olacak sekilde R, degismeli bir halka olsun. O zaman;

1. diam (T(Reg(R))) = 0,1,2 veya oo. Ozellikle T(Reg(R)), baglantili ise diam
(T(Reg(R))), <2'dir.

2.9r (T(Reg(R))) =3,4 veyaoo. Ozellikle T(Reg(R)), bir dongii iceriyorsa gr (7(Reg(R)))
< 4’ tiir [13].
Teorem 3.10

Z(R), R' nin bir ideali olacak sekilde R, degismeli bir halka olsun.

1. (a) diam (T(Reg(R))) =0 <= R =7Z,.

(b) diam (T (Reg(R))) = 1 © yaR/Z(R) = ZyveR =/Zy(yaniR/Z(R) = Z,
ve|Z(R)| = 2) yadaR = Zs.

() diam (T(Reg(R))) = 2 & R/Z(R) = ZzveR =/Z3 (yani R/Z(R) =
Zzve |Z(R)| =

2). (d) Diger durumlarda, diam (7 (Reg(R))) = co.

2. () gr (T(Reg(R))) = 3 & 2 € Z(R)ve|Z(R)| = 3.
(b) gr (T(Reg(R))) =4 = 2 €/Z(R)ve|Z(R)| = 2.
(c) Diger durumlarda, gr (T(Reg(R))) = oo.

3.(@) gr T(Reg(R))) = 3 & |Z(R)| = 3.

(b) gr (T(Reg(R))) = 4 < 2 €/Z(R) ve |Z(R)| = 2.
(c) Diger durumlarda, gr (T(Reg(R))) = oo [13].

Ornek 3.3.9. m > 2 tam say1 olsun. O zaman Z(Z,,), Z»,' in bir idealidir ancak ve ancak
bazi s asali ve n > 1 tam say1s1 igin m = s™'dir. Oyleyse kabul edelim ki Z(Z,,), Z,,' in bir
ideali olsun. Dolayisiyla T'(Reg (Z,,)) baglantilidir gerek ve yeter sart bazi n > 1 tam
say1st i¢in ya m = 2"ya da m = 3™ dir. Bu nedenle T'(Reg (Z,,)) tam graftir gerek ve

yeter sart bazi n = 1 tam sayisi icin ya m = 2"ya da m = 3" dir [13].
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Teorem 3.11
Z(R), R' nin bir ideali olmak tizere R, degismeli bir halka olsun.

1. G, T(Reg(R))' nin indirgenmis bir alt grafi olsun. x ve y G' de bir yolla baglantili olan
G' nin farkli noktalar1 olsun. O zaman x Ve y arasinda en fazla 2 uzunlugunda G' de bir

yol vardir. Ozellikle 7(Reg(R))baglantili ise o zaman diam (7' (Reg(R))) < 2.

2. x ve y R' nin bir yolla bagl farkli diizenli elemanlar1 olsun. x + y €/ Z(R) ise yani x
ve y komsu degilse o zaman 7' (Reg(R))' de x ve y arasinda 2 uzunlugundax — (—x) —

yvex — (—y) — yyollar1 vardir [13].

Teorem 3.12
Z(R), R' nin bir ideali degil ve R, degismeli bir halka olsun.

1. T(Z(R)), diam(T(Z(R))) = 2 ile baglantilidir.

2. T(Z(R))' nin baz1 noktalar1 T(Reg(R)' de bir noktaya komsudur. Ozellikle T(R)'
i alt graflar1 T(Z(R)), ve T(Reg(R) ayrik degillerdir.

3. T(Reg(R) baglantili ise 7' (I"(R))'da baglantilidir [13].

Teorem 3.13

Z(R), R' nin bir ideali degil ve R, degismeli bir halka olsun. O zaman 7' (R)'in baglantili
olmasi igin gerek ve yeter sart Z(R) = R. Yani bazi z4, Zy, ..., 2, € Z(R) igin R = (21, 22,
..., zp)'dir. Ozellikle R sonlu, degismeli bir halka ve Z(R), R' nin bir ideali degilse o halde
T(I'(R) baglantilidir [13].

Teorem 3.14

Z(R), R' nin bir ideali degil ve Z(R) = R yani T(R) baglantili olacak sekilde R, degismeli
bir halka olsun. n = 2 en kii¢iik tam say1 dyle ki bazi z1, 2y, ..., Znn € Z(R) igin R = (z4,
Z3, ., Zn) Olsun. O zaman diam(7(R) = n olur. Ozellikle R sonlu, degismeli bir halka ve

Z(R), R' nin bir ideali degilse o halde diam(7"(R))= 2" dir [13].

Sonug 3.15

R, degismeli bir halka 6yle ki Z(R), R' nin bir ideali degil ve kabul edelim ki 7'(R)
baglantili olsun. diam(7'(R))=n ise o halde, 7" (Reg(R)= n - 2 " dir [13].
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Omek 3.3.19 R =17, x Zzolsun.O zaman diam(7(R))=2 olur. Buradan diam
(T(Reg(R)))=1 oldugunu kontrol etmek kolaydir. Dolayisiyla diam(T(R))> diam

(T'(Reg(R))) [13].

Sekil 3.3. T (Z, % Z3)
Teorem 3.16

Degismeli bir R halkasinin asal idealleri P1 ve Pyolsun. Bazix € P; \ P,vey € Py \
Py igin xy =0veS =R\ (P1UP,) olsun. O zaman 7' (Rs), diam(T(Rs) = 2 ile
baglantilidir [13].

Ornek 3.17

R = Z[X1,X2,X3]/ (X1X2X3) = Z[x1,xx3 xx3], RR halkasmin asal idealleri P, =
(x1) ve P, = (x;)0lmakiizere, x = x;vey = xpxzolsun.Ozamanxy = Ovex €
P1\Pve yeP,\P1.S=R\ (P1U Py) o R\ Z(R)olsun. O halde T(Ry),
diam(T (Rs) = 2 ile baglantilidir. Teorem 3.14 ve Teorem 3.16 ' den Z(R), R' nin bir
ideali degil ve Z(R) c R oldugunda 7°(R)' in baglantisiz oldugu agiktir.

Teorem 3.18

Z(R), R' nin bir ideali olmayacak sekilde R sonlu, degismeli bir halka olsun. O zaman

asagidaki verileri saglamaktadir.

1. T(R) bir Hamilton graftir.

2. npozitif bir tam say1 olmak tizere, T'(Reg(R)bir Hamilton graftir ancak ve ancak
R, Zzn+1, Z"yx T3, T",x T4, T3 xTp[x]/ (x?) halkalarindan herhangi birine

izomorf degildir [15].
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Aciklama 3.19

R sonlu, degismeli, lokal halka ise o zaman Z(R)bir ideal ve T'(R)" de baglantisizdir.
Dolayisiyla T'(R) bir Hamilton graf degildir [15].

Teorem 3.20

diam (T'(R) = 2 olacak sekilde (dolayisiyla T'(R) baglantilidir) R degismeli bir halka
olsun. O halde R = Z, X Z5 (R) Hamilton graftir [16].

Ornek 3.21

R = Z, X Z3 olsun. Bu halkanin total grafi;

///\

Sekil 3.4.T =7Z, X Z3
Sekilde basit bir sekilde diam (T = Z, X Z3 )= 2 oldugu goriilmektedir. diam (T =
Z, X 73 )= 2 ve Z, X Z3 halkas1 degismeli ve biitiin noktalardan bir kez gececek sekilde
bir dongii oldugu i¢in T’ = Z, X Zz Hamilton graftir.

Teorem 3.22
R birimli degismeli bir halka olsun. O zaman:
1. T(R) bir yol degildir.
2. T(R) tam graf degildir.
3. T(R) bir yildiz degildir.
4. T(R) bir dongidir & R=7Z, X Z,
5. T(R) iki par¢ali graftir & R ya tamlik bolgesi ya Z, ya Z;, x Z; yada Zy[x] / <
x2dir [16].
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Tanim 3.23

R degismeli halkasinin total grafinin tiimleyen grafi 7 (R) ile gosterilsin.

T (R) basit ve yonsiiz bir graftir. 7 (R) “deki iki farkli nokta x ve y komsudur gerek ve
yetersart x + y € Reg (R) olmasidir.

R' ye Karsilik gelen birim grafin R' den elde edilen komaksimal grafin alt grafi oldugu
gozlemlenmektedir. Bagka bir ifade ile T (R) ve R'nin komaksimal grafi arasinda bir
iliski yoktur. Ornegin Z halkas1 T (Z)’de 2, 4’¢ komsu iken Z nin komaksimal grafida
degildir. Ayrica Z’nin komaksimal grafinda 1, -1’e komsu iken 7'(Z )’de degildir [16].

Toplam ¢izgenin tiimleyeninin cinsi ve genellemesi

Toplam ¢izgenin Tr(R) timleyeni, tepe noktasi olarak R ile basit yonsiiz bir
cizgedir ve x +y € Reg(R) [6] da Tr(R) olmak iizere iki farkli tepe noktasi x, y
bitisiktir. Bir R halkasinin G(R) ile gosterilen birim ¢izgesi [24], R'nin tiim
elemanlarim1 koseler olacak sekilde ayarlayarak ve x ve y farkli koselerini sadece
x + y € U(R) ise bitisik olacak sekilde tanimlayarak elde edilen ¢izgedir. Halka
sonluysa, Tr(R) birim ¢izgesinden baska bir sey degildir. Sonsuz bir halka olmasi

durumunda, G (R), Tr(R) 'nin bir alt ¢izgesidir, gerekli uygun bir alt ¢izge degildir [13].

Omegin, R = Q[x](+) % halkasim diisiiniin.

O halde R, U(R) = Reg (R) ile sonsuzdur ve dolayistyla Tr(R) = G(R).

Aciklama 3.24
R sonlu, degismeli bir halka olsun. O zaman asagidaki sartlar dogrudur:

1. T(R) izole noktaya sahip degildir.
2. R bir tamlik bolgesi degilse o zaman 7' (R),|R| — 1 dereceli bir noktaya sahip degildir.

3. T(R),d(q) = |R| - 1 olan bir m € R noktasm igerir gerek ve yeter kosul R bir cisimdir

ve a = —a olmasidir [16].
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Ornek 3.25

R degismeli halkalarla 7" (R) grafini inceleyelim:

T(Zs) T(Zy)

Sekil 3.5. Total ve total olmayan graf 6rnekleri

Zy4, Zg Ve Ty x 74 halkalarimin total tiimleyen graflarinda higbir izole nokta yoktur. Bu

halkalar tamlik bolgesi olmadigi igin hi¢bir noktanin derecesi |R| - 1 degildir.
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Son yillarda toplam halka ¢izgesi {izerine bircok makale yaymlanmistir.
G = (V,E) bir ¢izge olsun. G’nin herhangi iki kosesi arasinda bir yol varsa, G
baglantilidir. Aksi halde G baglantisizdir. Diger bir durumda G’nin iki kosesi ayni
degilse G’nin tamamen baglantisiz oldugu sdylenebilir. G’nin x ve y koseleri i¢in, X’ten
y’ye bir yol var ise x’ten y’ye giden en kisa yolun uzunlugu d(x, y) ile gosterilir. Ayrica
x ve y arasinda yol yoksa d(x,y) = 0 ve d(x,y) = oo tanimlanir. G nin ¢ap1 ¢cap(G) =
sup(d(x,y): x,y € V (G))’dir. gr(G) ile gosterilen G’nin ¢evresi, (gr(G) = oo, G hig
dongii igermiyorsa) i¢indeki dongiiniin uzunlugudur. G ve H c¢izgelerinin birbirine

izomorfik oldugu sdylenir. G=H olarak yazilir. Eger birebir denklik varsa;

f: V(G) = V(H) dyle ki G’nin her x ve y kosesi igin x,y € E(G) ancak ve ancak
f(xX)f(y) € E(H) isedir.

G'nin her bir kenarinin bir kez alt boliimlere ayrilmasiyla olusturulan ¢izgesi S(G) ile
belirtin. Yani G'nin her bir kenar1 2 uzunlugunda bir yolla degistirilir. Bir G,
G?cizgesinin karesinin, kdse kiimesi V(G?) = V(G) ve kenar kiimesi E(G?) = E(G)U
{uv:d;(u,v) = 2} olan gizgedir [17].

Lemma 3.26

Toplam ¢izge T (G), S (G)'nin karesine izomorfiktir. u, T(G) nin bir tepe noktas1 olsun.
u, G'deki bir tepe noktasina karsilik gelirse, buna
v-tepe denir. Aksi takdirde u, G'deki bir kenara karsilik gelir, o zaman buna e-tepe
denir. T (G) tanimindan, u, G'deki xy kenarina karsilik gelen bir e-tepe oldugunda u'nun
yalnizca iki v-kosesine bitisiktir X ve y ve U nun diger tim bitigik
koseleri e-koselerdir. U, bir v-tepe oldugunda ve G'de b'ye bitisik oldugunda, o zaman
u, T (G) 'de b ve w'ye bitisiktir; burada w, G'deki ub kenarina karsilik gelen bir e-tepe
noktasidir. Boylece, u bir v-tepe oldugunda degryu = 2deggu ve u G'deki xy
kenarina karsihk gelen bir e-tepe oldugunda degryu = deggx + deggy'dir. G'de
maksimum dereceye sahip bir tepe noktasi ayni zamanda T (G) 'de maksimum
derecenin bir tepe noktasi olacaktir. A; Maksimum G derecesini ve 4 maksimum T (G)

derecesini ifade eder. Dolayisiyla 4 = 24,’dir [13].
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Tanim 3.27

G grafinda her bir noktadan sadece bir kere gecgen bir yol varsa iki nokta arasindaki bu
yola Hamilton yolu denir. G'nin tim noktalarmi1 kapsayan bir alt grafi dongi
olusturuyorsa bu alt grafa G' nin bir Hamilton dongiisti denir. Hamilton déngiisii igeren

bir grafa ise Hamilton graf denir [13].
Teorem 3.28

A1 (T(G) < 1/2A% + A
Kanit

T (G) icin Algoritma 2.1 ile elde edilen en biiyiik I etiketine sahip bir tepe noktas1 x olsun.
Tanimdan [13];

L ={i:0 <i<l-1ved(x,y) = 1bazty € S, icin},
L={i:0 <i<l—-1ved(x,y) = 2,bazty € S, icin},
L={i:0 <i<!l-1ved(x,y) < 2bazry € S;igin},
L={i:0<i<l-1ved(x,y) = 3hery € S;icin}

Aciktirki |I, | + | I3 ] = L

Herhangi bir i € I3, x & F; i¢in. Aksi takdirde S_iu{x} F;' nin 2-kararlidir ve bu da S;
secimiyle g¢elismektedir. Yani, S;_;'deki baz1 y tepe noktasi i¢in d (x,y) = 1, yani,

i — 1 € [,.Bu|l3] £ |I;] anlamina gelir.
Dolayisiylal = |L| + || < || + |1} | < 2| L | + | L]

L'yi bulmak i¢in, A(T (G)) acisindan 2|I4] + |I| tahmin etmek yeterlidir.
Acikgasi, | I;] < A.Sonra | I;| 'yi degerlendirecegiz.

Durum 1: X'in T (G) 'nin bir v-tepe noktasi oldugunu varsayalim. X' den uzaklik 2 olan
tim koseleri iki kiime boler: A = {v:d (v,x) = 2 ve v bir v-tepe} ve B =

{u:d (u,x) = 2 veu bir e-tepe noktasidir}. A'daki herhangi bir v i¢in, v ayn1 zamanda
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G'deki x'ten 2'ye uzaklikla karsilik gelen tepe noktasidir. Bu nedenle, A kiimesindeki kose
sayisi en fazla 4,(4,; — 1)’dir.

U, B'de bir e-tepe ise ve G'deki yz kenarina karsilik geliyorsa, o zaman y (veya z), T
(G)'de x'e bitisiktir.

Ve B kiimesinde y (veya z) 'ye bitisik en fazla deg;y — 1 (ya da deggz — 1) koseleri
vardir. Boylece, B kiimesinde tepe noktasi sayist en ¢cok 4;(4; — 1). Yani x'den uzaklig1

2 olankdse sayis1 |A | + | B| <24, (4, — 1) =1/2 A"2-A.

Durum 2: x'in T (G) 'nin bir e-tepe noktasi oldugunu ve G'deki ab kenarina karsilik
geldigini varsayalim. X'den uzaklik 2 olan tim kdseleri iki kiimeye bolerr: A = {v:d
(v,x) = 2vevbirv-tepe}ve B = {u:d (u,x) = 2 Ve U bir e-tepe noktasidwr}. A'daki

herhangi bir v i¢in, v, a veya b'ye bitisiktir. a,b & A.

Dolayisiyla,
A kiimesindeki kose sayisi en fazla (degsa — 1) + (dege b —1) < 2(4:—1).

Eger w bir e-tepe ve d (w,x) = 1ise, w, T (G) 'de a (veya b)' ye bitisiktir. Boylece b
kiimesinde w'ye bitisik olan en ¢ok deggmw —degga — 1(yada degrgyw —

degqb — 1)koseler vardir.
C_1={w:d(w, x) =1, w bir e-tepe olsun ve T (G) 'de a'ya komsu olsun},
ve C_2={w:d (w, xX) =1, w bir e-tepedir ve T (G) 'de b'ye bitisiktir}.

Dolayisiyla, B kiimesindeki kose sayisi;

degw; —dega—1) + Z(deng —deghb—1
D = 7(6) G

W1€C1T(G)
< > @+ Y @B-1)
w1€ECq W2€EC;

= (dega—1)(A1 — 1)+ (degh —1)(A1 — 1)
G G

< 2(8, — D2
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Yani x'den uzaklig1 2 olan kose sayist:

Al + |Bl < 2(4; — 1) + 2(8; - 1? = 1542 4
O halde, |I;| < max {24 — A,ZA2 — A} =2A% — A
2 2 2
Boylelikle, 1,2(T(6)) <1< 2IL| + || < 28+ (547 = A) =242 + Adir.

%AZ + A< A% i¢in A> 2 oldugundan Griggs ve Yeh varsayimi toplam cizgeler igin

dogrudur [3] sonucuna gore, ¢ap 2 ¢izgesinin tamamlayicist G bir Hamilton yoluna
sahipse, 12,1 (G) = |V (G) | — 1. Asagidaki teorem, bir ¢izgenin Hamiltoniyen olmasi

i¢in yeterli bir durumu gostermektedir [13].
Teorem 3.29

G minimum derece & 1ile bir ¢izge olsun. Eger § > |V(G)|/2, sonra

G bir Hamilton dongiisii vardir [13].

3.1. Toplam Cizgenin Capi ve Cevresi

Bu boliimde, komiitatif bir halkanin toplam ¢izgesinin gevresi ve ¢apr sunulmaktadir.
Her seyden oOnce, komiitatif bir halkanin toplam ¢izgesindeki her kdsenin derecesi

hakkinda tartisiyoruz. Asagidaki gézlem H.R. Maimani ve arkadaglarina baghidir [18].
Lemma 3.1.1

R'nin sonlu bir komiitatif halka ve Z(R)nin R'deki tiim sifir bolenlerin kiimesi

olsun. O zaman asagidakiler dogrudur [18]:
(i) Eger 2 € Z(R) ise 0 halde deg(v) = |Z(R)| — li¢inv € V (Tr (R));

(if) Eger 2 ¢ Z(R) ise 0 haldedeg(v) = |Z(R)| — 1 icin v € Z(R) vedeg(v) =
|Z(R)| her tepe noktasi i¢in v & Z(R). Daha sonra, Tr(R)capt ile ilgilenilir.
Tr(R) ¢alismasimin, Z(R) 'nin bir R ideali olup olmadigina bagli olarak dogal olarak iki
duruma ayrilir. Asagidaki teorem, Z(R) R'nin bir ideali oldugunda R'nin toplam ¢izgesini
tamamen karakterize eder [18].
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Teorem 3.1.2

R, Z(R)'nin R'nin ideali olacak sekilde komiitatif bir halka olsun ve | Z(R)| = A ve
| R/Z(R)| = .

0O halde ; Kl)KA,lUKl,AUKl,AUK/LA U...KA‘AU ise2 & Z(R)
(“T_l> adet
K)LU K)LUKAUK)L KA ise2 € Z(R) olur
(u—1)adet

Dolayisiyla, eger Z(R) R'nin bir ideali ise, o0 zaman Tt (R) baglantist kesilir ve bdylece
cap (Tr(R)) = oo. Asagidaki sonug, Tr(R)'nin Regr(R) alt ¢izgesinin ¢apini
gostermektedir [13].

Sonu¢ 3.1.3
R, Z (R) R'nin bir ideali olacak sekilde komiitatif bir halka olsun. O halde;
(i) cap(Regr(R))= 0 ancak ve ancak R = Z,;

(i) cap(Regr(R))= 1 ancak ve ancak, ya R/Z(R) =7, ve R= 7, (yani
R/Z(R) =Z2 ve |Z(R)| = 2), ya da R =17s;
(iii) cap(Regr(R))=2 ancak ve ancak R/Z(R) = Zs veR =75 (yani,R/Z(R) = Z; Ve
1Z(R)| = 2);

(iv)Aksi taktirde, ¢ap(Regr(R)) = oo.

Bir sonraki sonug, Tr(R) ¢evresinin agik bir tanimini verir [13].
Sonu¢ 3.1.4

R, Z (R) R'nin bir ideali olacak sekilde komiitatif bir halka olsun.
O halde [13];

(1) gr(Tr(R)) = 3 ancak ve ancak |Z(R)| = 3;

(i) gr(Tr(R)) =4 ancak ve ancak 2 ¢ Z(R) ve |Z(R)| = 2,
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(ii)Aksi taktirde, gr(Tr(R)) = oo.

Bir sonraki teorem, Z(R) R'nin bir ideali olmadiginda, Tr(R) 'nin baglilig1 i¢in bir

karakterizasyon saglar [13].
Teorem 3.1.5

Z(R), R'nin degismeli bir halka olmasina izin verin, d&yle ki Z(R)
R'nin ideali degildir [13].

O halde, Tr(R) ,ancak ve ancak (Z(R)) = R ise baghdir. Ozellikle, Z(R) R'nin ideali
olmayacak sekilde sonlu bir degismeli halka ise R, o zaman Tr(R) baglanir [13].

Teorem 3.1.6

R, Z (R) Rnin ideali olmayacak ve Tr(R)baglanacak  sekilde
komiitatif bir halka olsun. n > 2'nin en az tamsayir olsun, boylece bazi
Zi,..,Zn € Z(R)icin R = (z4,...,2,) Olur. O zaman c¢ap(Tr(R)) = n.
Ozellikle, eger R sonlu bir komiitatif halka ise ve Z(R), R'nin bir ideali degilse, o zaman

¢ap(Tr(R)) = 2[13].
Sonug¢ 3.1.7

R, Z(R)'nin R'nin ideali olmadig1 sekilde komiitatif bir halka olsun ve, Tr(R) 'nin bagh
oldugu varsayilsin. O halde ¢cap(T-(R)) = d(0,1) [13].

Sonu¢ 3.1.8

R, Z(R)nin R'nin ideali olmadig1 sekilde komiitatif bir halka olsun ve
Tr(R) 'nin bagli oldugunu varsayalim. O halde ¢cap(Regr(R)) = ¢cap(Tr(R))) - 2 olur.

Bir sonraki sonug, toplam boliim halkasinin toplam ¢izgenin ¢apini verir [13].
Teorem 3.1.9

Eger I, R'de sonlu bir ideal ise, 0 zaman T;(I" (R)) sonsuz bir klik icerir, ancak ve ancak
T;(I'" (R)) sonsuz bir klige sahipse [18].
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Kanit

Eger R sonsuz bir klik C'ye sahipse, C'nin homomorfik gériintiisii C, T; (R (R)) 'de R =

R/ I olan bir Kkliktir ve I sonlu oldugundan, € hala sonsuzdur.
C'nin sonsuz bir klik oldugunu varsayiyoruz.

Eger x adj y icin, x,y € Cise,0zamanr x + yr € Z; (R) ile x ve y'den farkl sifir

olmayan bir r € Z; (R) vardir.
Buu(r + D(x+ D+ @ +D@+1) € Z (R/I) verir.

Boylece (x + I) adj (y + I). Bu nedenle C bir Kliktir. Tersine, {¥;} C de bir klik
olsun. O zaman {x;} 'nin C'de bir klik oldugunu dogrulamak kolaydir [13].

0 1 0 1

L 3 .

. ®

3 2 2 3
TA(M)) Z(I(M)) Zr(m))

Sekil 3.6. T(I'(M)), Z(I'(M)), Z(I' (M)),

Genellestirilmis toplam cizgelerin cinsi

Bu boliimde, degismeli halkalarin genellestirilmis toplam ¢izgelerinin cinsi hakkinda

tartistyoruz. Ug ana genelleme tiirii vardir:
(1) (Abbasi ve Habibi [19])

R degismeli bir halka olsun ve I onun diizgiin 1ideali olsun.
SI), R'nin TI'e asal olmayan tiim elemanlarinin kiimesi olsun; yani,

Sh)={a€ R:ra € Ibazi r € R\ I igin}

R'nin I'e gore toplam c¢izgesi, T (I7(R)) ile gosterilen, R'nin tiim elemanlarinin koseleri

oldugu yonsiiz ¢izgedir ve farkli x, y € R i¢in, x ve y koseleri bitisiktir ancak ve ancak
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x +y € S)ise. I = {0}durumunda, T (I7(R)) ¢izgesi, R'nin toplam ¢izgesidir.
(2) (Barati ve arkadaslar1 [20])

R, degismeli bir halka ve S, R'nin ¢arpimsal olarak kapali bir alt kiimesi olsun. ['c(R) ile
gosterilen basit bir ¢izge tanimlayin, tim R O6gelerinin koseleri oldugu ve iki farkh
kose mnoktasti olan x,y € R, ancak ve ancak x + y € Sise bitisiktir.
S = Z(R) alirsak, I'y(R) = Tr(R)olur.

(3) (Anderson ve Badawi [13])

R degismeli bir halka olsun ve H, R \ H'nin doymus, ¢arpimsal olarak kapali bir R alt
kiimesi olacak sekilde R'nin bos olmayan uygun bir alt kiimesi olsun.
R'nin genellestirilmis toplam ¢izgesi, kdseler olarak R'nin tiim 6gelerini iceren basit
GTy(R) gizgesidir ve iki ayr1 kose noktasi x ve y, ancak ve ancak x + y € H ise
bitigiktir. H = Z (R) oldugunda, GTy (R)R'nin toplam ¢izgesidir.

Toplam cizgenin tamamlayicisinin cinsi ve genellemesi

Toplam ¢izgenin Tr(R) tamamlayicisi, tepe noktasi olarak R ile basit yonsiiz bir
cizgedir ve x +y € Reg(R) [6]' da Tr(R) olmak iizere iki farkli tepe noktasi x, y
bitisiktir. Bir R halkasinin G(R) 1ile gosterilen birim ¢izgesi, R'nin tim
elemanlarim1 koseler olacak sekilde ayarlayarak ve x ve y farkli koselerini sadece
x + y € U(R) ise bitisik olacak sekilde tanimlayarak elde edilen ¢izgedir. Halka
sonluysa, Tr(R) birim ¢izgesinden baska bir sey degildir. Sonsuz bir halka olmasi

durumunda, G (R), Tr(R) 'nin bir alt ¢izgesidir, gerekli uygun bir alt ¢izge degildir [13].
Ornegin, R = Q[x](+) % halkasini diisiiniin.

[x]
O halde R, U(R) = Reg (R) ile sonsuzdur ve dolayistyla Tr(R) = G(R).

Tam graftan total graf olusturulmasi

K, n koseli bir tam ¢izge ve T(K,) de tam g¢izgenin total ¢izgesi olsun.

T(K,) nin dort parametrisini (1, k, 4, u) hesaplamak icin giiclii ve diizenli ¢izge olan
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T(K,) icin formiil dretilmistir. T(K,) grafinin 6zdegerleri, Spektrumu, enerjisini
hesaplayalim.Tam bir grafin total grafi T(K,,) ile gosterilir ve T(K},) nin bitisiklik matrisi
A(T(K})) ile gosterilir [13].

Lemma 3.1.10

Tam bir graftan elde edilen toplam grafin koseleri @ dir [21].

Lemma 3.1.11
Tam bir grafin toplam grafi 2. (n — 1) diizenlidir [21].

Lemma 3.1.12

2_
Tam bir grafin total grafinin kenarlari % dir [21].

Kanit

Lemma2 den tam grafin total grafi 2. (n — 1) diizenlidir. Dolayisiyla 2. (n — 1) kenari
n(n+1)
2

vardir. Tam bir grafin total grafinin her bir kdsesine rastlar ve tane kosesi

vardir.(Lemmal den).Dolayisiyla tim koselerinin derecelerinin toplami 2. (n — 1) X

—n(n;l) dir.Ayrica bir kenar bir kose iki tepe noktasi saglar. O halde kenar sayisi

nn+1)
2.(11—1)><T

> olup

2_
@ kenar1 vardir.

Tam bir graftan elde edilen toplam grafin spektrumu ve enerjisi
Grafin bitigiklik matrisi araciligi ile elde edilen 6zdegerler kiimesine grafin spektrumu

denir. Genel gosterim soyledir.

Spec(G) = (f: Ay >

1Ny

Tam bir grafin toplam grafinin gii¢lii ve diizenli oldugunu sdylemistik. Giiclii diizenli bir
grafin bitigiklik matrisi diizenli bir grafin tam olarak ii¢ 6zdegeri vardir. Dolayisiyla tam

bir grafin toplam grafida ii¢ 6zdegere sahiptir [21].
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Total Grafin Enerjisi

n > 2 olan tam bir grafin K, grafinin enerjisi

E(T(K) = ) 1A

E(T(K)) =2.(n— 1) +n.(n—3) + T2 |2 = 2. (n — 2): (n + Dyelir
[13].

K3 iin total grafi goz onilinde bulunduruldugunda;

Sekil 3.7. T(Ks).

Bitisiklik matrisi soyledir.

011101
101110
A(Tks)= 110011
011101
101110

T (K3) total grafi 6 koseye sahiptir.4 i diizenlidir.A = 2, u = 4.
Ozdegerler hesaplandiginda

ABA+2)2A-4)=0
A=0,A=-2vel=4
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4 0-2

Spektrumu hesaplandiginda (1 3 5

Enerji hesaplandiginda

E(T(Kp) =Xr.1A] = 0+ |=2| + |-2| + |4] = 8 elde edilir [13].
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4. BOLUM
SONUC VE ONERILER

Giiniimiizde bilim ve teknoloji diinyas: icin spektral graf teori, graflara iliskin matrislerin
spektral 6zellikleri ile graf yapisi arasindaki iligkileri incelemeye ve anlamlandirmaya
calisan bir 6neme sahiptir.Ozellikle halka ve grup gibi cebirsel yapilarla insa edilen

graflarin spektrasi oldukea ilgi ¢ekici sonuglar verebilir.

Yapilan literatiir calismas1 sonucu degismeli bir R halkasi lizerine tanimli sifir bélen graf,

total graf ve graf yapilar1 ve parametrilerinin sonuglar1 incelenmistir.

Total graf spektrasi iizerine ¢ok fazla Tirkce calisma olmamasi sebebiyle bu tez
tilkemizde Tiirkge kaynak olarak kullanilmasi agisindan 6nem arz etmektedir. Bu tezde
verilen tanim, kavram ve teoremler bir¢ok cebir ve graf kitaplarinda bulunmasina karsilik
lisans ve lisansiistii 6grencilerinin yararlanmasi amaciyla bilimsel disiplin gozetilerek
verilmigtir. Genel olarak konu ile alakali yeni ve agik problemlerin ispatlanabilmesi

oldukca zor olmasina karsin imkansiz degildir.
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